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ПРЕДИСЛОВИЕ

К учебным пособиям по специальным курсам, как правило, 
предъявляются два взаимосвязанных требования: с одной сторо
ны, изложение материала в каждом из них должно начинаться с 
основ отрасли науки, которой посвящено пособие, с другой сто
роны, при ограниченном объеме в нем должны быть отражены 
новейшие достижения.

Настоящее пособие не рассматривается авторами как изоли
рованное, оно дополняет многие другие книги по рентгенострук
турному анализу [1—5]. В пособии большое внимание уделено 
эффектам дифракции рентгеновских лучей, которые следует учи
тывать при изучении электронного распределения в кристаллах. 
Электронные распределения широко, исследуются в мире в по
следние 15 лет. Многими научными коллективами показана- пер
спективность этого нового направления для решения проблем 
физики и химии твердого тела, поэтому назрела необходимость, 
создания учебного пособия, включающего в себя основы дифрак
ции рентгеновских лучей, в применении к этому новому методу, 
возникшему на основе традиционного рентгеноструктурного ана
лиза. . • -

Рассмотрение теории дифракции в применении к электронным 
распределениям в кристаллах требует порой достаточно сложно
го математического аппарата. Это вызвало у авторов пособия 
определенные трудности при изложении материала, поскольку 
объем математической подготовки студентов-химиков, в наи
большей степени заинтересованных в информации об электрон
ных распределениях, не всегда достаточен для изучения отдель
ных вопросов теории дифракции рентгеновских лучей на моно
кристаллах в применении к электронным распределениям. В по
мощь читателю материал, способный вызвать затруднения, сопро
вождается ссылками на учебные пособия и справочники, которые 
надо параллельно проработать. Таких мест немного, и они не 
являются непреодолимым препятствием для студента-старше- 
курсника любой специальности.

Каждая тема начинается с краткой аннотации,, цель которой 
состоит в том, чтобы помочь читателю сориентироваться в мате
риале, который ему предстоит прочитать. По мнению авторов, 
это должно облегчить работу с пособием.

В первых трех темах кратко изложены принципы дифракции 
рентгеновских лучей на монокристаллах в рамках кинематиче
ской теории рассеяния. Их цель — дать возможность студентам с

3



минимальными затратами времени овладеть основами дифрак
ционной теории. В последующих темах содержится материал, 
необходимый для понимания методов изучения электронных рас
пределений в кристаллах. В них и отчасти в теме 3 изложены 
сведения, впервые нашедшие отражение в советской учебной и 
монографической литературе.

Первая, вторая и шестая темы написаны Л. А. Аслановым, 
третья и седьмая — Е. Н. Треушниковым. Четвертая тема напи
сана Е. Н. Треушниковым совместно с А. Г. Любимовым, а пя
тая тема совместно с В. В. Чернышевым. Авторы благодарят 
Г. В. Фетисова за ценные замечания по рукописи, а также 
В. Б. Рыбакова за помощь при подготовке рисунков.



СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИИ

Список основных обозначений составлен в порядке латин
ского и .греческого алфавитов. При этом сначала следуют обо
значения, соответствующие прописным и строчным буквам латин
ского алфавита, а потом греческого.

В тексте книги встречаются случаи, когда в разных темах 
одной и той же буквой обозначены разные величины. Это сде
лано для того, чтобы обозначения оставались такими, как в 
учебной, монографической, а в ряде случаев и оригинальной ли
тературе (см. также примечание на с. 14). Это обстоятельство по 
возможности отображено и в списке основных обозначений, при 
этом, если то или иное обозначение наиболее часто встречается 
в какой-либо теме, то указывается номер этой темы. Это в опре
деленной степени должно облегчить читателю работу с книгой.

А { |х, 0) 
А*{»,  0)

- И (/):1 

И  (/я) I
А (в) , В (в)

В(/с)

B moji(ZC)

В
E

Ej

ЕЛЧ)

£изм(Н)

— фактор пропускания (темы 6 и 7)
— фактор поглощения ( =  1/Л (р ,0) |

(темы 6 и 7) ,
— амплитуда моды (/) в случае изоли

рованной молекулы (тема 4)
— амплитуда моды (/q) в случае кри

сталла (тема 4)
— коэффициенты, входящие в выраже

ние для экстинкционного фактора у 
в формализме Беккера — Коппенса 
(тема 7)

— матрица третьего порядка, характе
ризующая среднеквадратичное сме
щение атома zc (тема 4)

— матрица шестого порядка, характе
ризующая среднеквадратичное транс- 

ляционно - либрационное смещение 
жесткой молекулы zc (тема 4)

— изотропный В-фактор ( =  8я2< н 2>)'
— электрический вектор падающего 

рентгеновского излучения
— средняя энергия моды (/)" для изо

лированной молекулы (тема 4)
— средняя энергия моды (/q) для кри

сталла (тема 4) -
— измеренная (экспериментальная)’ ин

тегральная интенсивность
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£ К(Н), £(Н)

F(H), F(Hkl)t F(S),  
F(Q)

H

/(S),  /(Q), /(H)

Z1( Q )

Z2( Q )

Sr о, /о

Sfo

К

L(/c)

L
N

Nu N2, N3 

P
ZMeO

P M

Q

— интегральная интенсивность, вычис
ленная в рамках кинематической 
теории (тема 7) (в теме 2 обозна
чается просто £(Н ))

— структурная амплитуда
— вектор обратной решетки ( =  /га* +  

+zcb* +  /c*) '
— интенсивность дифрагированного из
. лучения •
— интенсивность однофононного рас

сеяния (тема 4) '
— интенсивность двухфононного рас

сеяния (тема 4)
— интенсивность падающего на кри

сталл рентгеновского излучения (те
ма 7) (или Io в теме 2)

— интенсивность распространяющегося 
в кристалле первичного луча (те
ма 7)

— интенсивность распространяющегося 
в кристалле дифрагированного луча 
(тема 7)

— поляризационный множитель; К — 
=  1 — для перпендикулярйой компо
ненты поляризации; /C=cos20 — для 
параллельной (тема 7)

— либрационная матрица третьего по
рядка для /с-й молекулы в модели 
жесткого тела (тема 4)

— фактор Лоренца (тема 2)
— количество элементарных ячеек в

кристалле (кроме того, в темах 2 и 
3 означает количество атомов в эле
ментарной ,ячейке) -

— количество элементарных ячеек в 
кристалле вдоль направлений а, Ь, с

'— поляризационный фактор (тема 1)
— интенсивность дифрагированного из

лучения в . рамках кинематической 
теории в направлении, определяемом

- углом ei (тема 7)
— интенсивность дифрагированного из

лучения,. фиксируемая счетчиком в 
направлении, определяемом углом ei 
(тема 7)

— величина, равная (------- I r  *-------
. v \ mcaV ) 1 1 sin 20

(тема 7), кроме того, в теме 4 Q —

6



Qo
R

R n i(r) ,

R

(R |t)

s
S(K)

T

T k
Т ( к )

у*

: V

Vkp
W ( n ,  DJ

щ-п):

Wk(Q)

X

.Xк

X*v(S, R)

I л  I * sin 0=  IQI=4 я; —-— — модуль вектора' Л
рассеяния Q

— то же, что и Q в теме 7, при /(= 1
— радиус сферического идеально мо

заичного кристалла (тема 7)
— радиальная часть атомной орбитали, 

характеризующаяся квантовыми чис
лами п и I (тема 5)

— оператор симметрии точечной груп
пы (тема 3)

— оператор симметрии пространствен
ной группы (тема 3)

— вектор рассеяния
— трансляционно-либрационная матри

ца третьего порядка для к-й молеку
лы в модели жесткого тела (тема 4J

— усредненная длина пути в идеально 
мозаичном кристалле (тема 7)

— температурный фактор к-го атома
— трансляционная матрица третьего 

порядка для к-й молекулы в модели 
жесткого тела (тема 4)

— объем обратной ячейки кристалла• 
(тема 2)

— объем элементарной ячейки кри
сталла

— объем кристалла
— анизотропное угловое распределение 

блоков мозаики (тема 7)
— изотропное угловое распределение 

блоков мозаики (тема 7)
— показатель экспоненты в выражении 

для температурного фактора Tk= 
=  ехр [—1IVk(Q)] (тема 4)

— экстинкционный параметр "

для идеально мозаичного кристалла 
при вторичной экстинкции (тем^ 7)

—. экстинкционный параметр (= X T jT l  
для идеально мозаичного кристалла 
в случае вторичной экстинкции в 
присутствии поглощения (тема 7)

— обобщенный рентгеновский фактор 
рассеяния (=Jx^X v exp (i 2nSr) dr) (те
ма 5)
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Yij>

а, Ь, C

а*, Ь*, C*

Ct0

а, Ь, C

а*, Ь* с*

dhhl

e («,_/)

. «(к. /ч)

MQ)', M S ) J k(H) 

g

йГОсо)

Ш
P«(U)

q
rK

г

S0 И S

г

U (/с/, О

— уточняемые параметры анизотропно* 
го углового распределения блоков 
мозаики (тема 7)

— параметры элементарной ячейки кри
сталла

— параметры обратной решетки кри
сталла ,

— параметр элементарной ячейки ку
бического кристалла (тема 4)

— трансляционные векторы элементар
ной ячейки кристалла

— трансляционные векторы обратной 
решетки кристалла

— межплоскостное расстояние серии 
плоскостей hkl (тема 2)

— поляризационный вектор атома к, 
колеблющегося в моде (/) для изо
лированной молекулы (тема 4)’

— поляризационный вектор атома к, 
колеблющегося в моде (/q) для кри
сталла (тема 4)

— функция атомного рассеяния к-го 
атома

— уточняемый параметр мозаичного 
распределения (тема 7)

— функция частотного распределения 
(тема 4) .

— индексы узла обратной решетки
— функция плотности вероятности к-го 

атома (тема 4)
— волновой вектор в первой зоне Брил- 

люэна (тема 4)
— вектор, определяющий положение 

к-го атома в элементарной ячейке' 
(в теме 4 используется обозначение 
г (к))

— радиус сферического идеального кри
сталла или в случае идеально мо
заичного кристалла — радиус его 
сферических блоков (тема 7)'

—. единичные векторы в направлении 
падающего и дифрагированного лу
чей соответственно. В теме 7 они 
обозначены через Uo и и

— средняя длина пути в идеальном
кристалле  ̂=  •—  г для сферыj ((те
ма 7)

— смещение к-го атома, находящегося
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У

У  Pt У  s 

У ь  Ух.

Уи

a(hkl) 
a , 'P , Y

а*, р*. Y*

а

а G.L

0
0м

%
р

р ( г )’

Pk( T - T k)

P

X

в /-й элементарной ячейке в момент 
времени t из равновесного положе
ния под действием тепловых колеба
ний (тема 4)

*— экстинкционный параметр в случае 
первичной экстинкции  ̂=  —  Qat^j
(тема 7)

— экстинкционный фактор  ̂=  g°3M j 
(тема 7)

— экстинкционный фактор в случае
первичной и вторичной экстинкций 
соответственно (тема 7) .

— экстинкционный фактор для парал
лельной и перпендикулярной компо
нент рентгеновского излучения (те
ма 7)

— экстинкционный фактор в присут
ствии поглощения рентгеновских лу
чей в кристалле (тема 7)

— фаза отражения Hkl (тема 3)
— углы между осями элементарной 

ячейки кристалла
— углы между осями обратной ячейки 

кристалла
— параметр в экстинкционном факторе

!/Л ее=---- -— I (тема7), кроме того,
в теме 4 означает поправку на ТДР

— величина, аналогичная а, но для 
идеально мозаичного кристалла в 
случае распределения блоков мо
заики по закону Гаусса (G) и Ло
ренца (L) (тема 7)

— угол Вульфа—Брэгга
— угол Вульфа—Брэгга для монохро

матора (темы 1 и 7)
— длина ролны
— линейный коэффициент поглощения

(темы 6 и 7) „
— функция электронной плотности в 

элементарной ячейке кристалла
— функция электронной плотности /с-го 

атома, центрированного в положе
нии тк (темы 3 и 5)'

— плотность кристалла (тема 4), а 
также фактор анизотропии внешней 
формы кристалла (тема 7)
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<r(ei) — сечение дифракционного рассеяния 
для идеального кристалла (тема 7)

Of(Bl) — усредненное сечение дифракционного

X*(r—

рассеяния для идеально мозаичного 
кристалла (тема 7)

— атомная орбиталь с индексом р, 
центрированная в положении гк (те
ма 5) .

CO — круговая частота рентгеновского из
лучения (тема 1), кроме того, в те
мах 1 и 4 — это угол поворота кри
сталла при сканировании обратного

©*(я)
' пространства

— круговая частота моды (/q) (тема 4)



Те ма I
Рассеяние рентгеновских 
лучей свободным электроном 
и атомом

Краткое содержание темы
Описание дифракции рентгеновских лучей в кристалле есте

ственно начать с выявления закономерностей рассеяния свобод
ным электроном. Под действием поля E падающих рентгеновских 
волн электрон начинает колебаться, становясь источником вто
ричной рассеянной волны, характеризующейся напряженностью 
Еэл и той же частотой ю, что и падающее излучение. При этом 
оказывается, что интенсивность излучения / эл является функцией 
угла рассеяния 0. При переходе к отдельному атому рассеяние 
рентгеновских лучей описывается как рассеяние элементарными 
объемами dv (с учетом фазы), что приводит к понятию функции 
атомного рассеяния Zi(S), которая в общем случае является ком
плексной величиной. Такой же вывод вытекает из рассмотрения 
случая, когда длина волны падающего излучения К совпадает с 
длиной волны края полосы поглощения атома Kk (Я=А,к). Воз
никающая при этом дисперсионная поправка Af" прямо пропор
циональна коэффициенту поглощения р, рентгеновских лучей.

§ 1. Рассеяние рентгеновских лучей свободным 
электроном. Поляризационный фактор

При прохождении рентгеновских лучей через вещество наблю
даются два основных процесса: их поглощение веществом и рас
сеяние электронными оболочками атомов.

Поскольку для рентгеновских лучей электроны являются рас
сеивающими центрами, то рассмотрение процесса рассеяния це
лесообразно начать с описания рассеяния отдельным электро
ном. Рассеяние рентгеновских лучей свободным или слабо свя
занным электроном удовлетворительно описывается законами 
классической электродинамики.

Под действием сил электрического поля монохроматических 
рентгеновских лучей, падающих вдоль оси Y, (рис. 1), электрон, 
находящийся в ,точке О, начинает совершать вынужденные коле
бания, ускорение которого пропорционально напряженности E 
электрического поля падающих электромагнитных волн. Движе
ние электрона в этом случае описывается уравнением Ньютона

тх=е  Е, (1.1.1)
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где т и е — масса и заряд электрона; x= d 2x/dt2 — eго ускорение, 
х — вектор смещения электрона вдоль Е.

Если допустить, что падающее излучение представляет собой 
плоскую поляризованную волну, напряженность электрического 
поля которой выражается как

E= Е0ехр (Ш),  (1.1.2)
где E0- векторная амплитуда напряженности, ©— циклическая 
частота колебаний поля, то решение ,уравнения (1.1.1) приводит 
к следующему выражению для величины смещения электрона х=

х  =
mo2 (1.1.3)

Рис. I. К выводу формулы рас
сеяния рентгеновского луча 

свободным электроном

Таким образом,. электрон соверша
ет под действием монохроматического 
рентгеновского излучения гармоничес
кие колебания с такой же частотой, 
как у падающего на него излучения, 
являясь при этом заряженной части
цей, он сам генерирует сферические 
электромагнитные волны, частота ко
торых равна частоте колебаний элек
трона и падающего излучения.

Рассмотрим рассеяние в произ
вольном направлении OP (см. рис. 1). 
Величина напряженности электричес
кого поля рассеянного излучения 
Еэл в некоторой точке пространства 
Р, отстоящей от центра рассеяния на 
расстояние OP=R  и лежащей в коор
динатной плоскости XOY, опреде
ляется уравнением электродина
мики:

EЭЛ Ф> (1.1.4)

где с — скорость распространения электромагнитной волны, а 
<р — угол между направлением распространения рассеянной элек
троном волны и вектором ускорения х, который лежит в плоско
сти поляризации первичного излучения и перпендикулярен на
правлению распространения этого излучения.

Объединив уравнения (1.1.1) и (1.1.4), можно найти зависи
мость между величинами E3л и | Е| =E

EЭЛ

е2 
тс2

(1.1.5)

Рассмотрим два предельных случая. Сначала будем считать, что 
плоскость поляризации падающего рентгеновского излучения со-
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впадает с координатной плоскостью YOZ (см. рис. 1). 
= я /2 и

JE1-L =
ЭЛ

I 2

тс2
£
R '

Тогда ф=

( 1. 1.6)

Если же плоскость поляризации падающего рентгеновского из
лучения совпадает с координатной плоскостью XOY, то ф=л/2 — 
— 20 и

SJi1= - fI -  4 cos26- (U .7 )311 ж 2 R

Как известно из электродинамики, среднее во времени значе
ние интенсивности электромагнитного излучения определяется по 
формуле

/о — (1. 1.8)

Если Iq обозначает интенсивность первичного луча, то из выра
жений (1.1.6) — (1.1.8) следует, что

/  пэл

Is-
R2 '

cos2 20.
(1.1.9)

Неполяризованное падающее излучение может быть разло
жено на две поляризованные компоненты /ох и /о11 равной интен
сивности, т. е. вклад каждой компоненты равен 1/2, вследствие 
чего в формулы (1.1.9) нужно ввести множители 1/2. Но спра
ведливо и обратное: две компоненты со взаимно перпендикуляр
ными плоскостями поляризации можно объединить простым сум
мированием. Такое объединение компонент (1.1.9) излучения, 
рассеянного электроном, приводит к выражению (с учетом мно
жителей 1/2):

/  е2 \2  /„ I - f  cos2 28

\  Uic2i )  R2 2
( 1. 1. 10)

Строго говоря, формула (1.1.10) справедлива только для свобод
ного электрона. Практика показывает, что электроны в атомах 
рассеивают рентгеновские лучи так, как будто эти электроны 
являются свободными, но при том условии, что частота падаю
щего излучения далека от частоты края полосы поглощения 
атома *.

В уравнении (1.1.10) множитель

P = I -f cos2 28 
2

( 1. 1. 11)

1 Случай, когда частота падающего рентгеновского излучения близка к ча
стоте края полосы поглощения атома, будет рассмотрен в § 3. • ,
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определяет угловую зависимость интенсивности рассеяния рент
геновских лучей электроном. Он получил название поляризаци
онного фактора и учитывается при расшифровке структур. Так 
как cos220 принимает максимальное значение, равное 1 при 
20 = 0 или я, и минимальное, равное 0 при 20 = я/2, то кривая P  
как функция от угла рассеяния 20 имеет вид, приведенный на 
рис. 2. .

Рассеянное под углом 20=я/2 излучение является полностью 
поляризованным (F 13j =  O и величина / зл полностью определяется 
компонентой £ злх), а под углами 20 =  0 или я — неполяризован

ным. Для всех других углов рент
геновские лучи, рассеиваемые элек
троном, будут частично поляризо
ванными.

В практике рентгеноструктурно
го анализа широкое распростране
ние нашли монохроматоры. Моно
хроматоры чаще всего используют
ся в дифрактометрах [7]. Наиболее 
удобными дифрактометрами оказа
лись четырехкружные приборы с эк
ваториальной регистрацией отраже
ний. В случае их использования фор
мула учета, поляризационного фак

тора для исследуемого, кристалла будет более сложной, так как из
лучение, падающее на кристалл., частично поляризуется кристал
лом-монохроматором. Опуская вывод, приведем окончательную 
формулу [6, с. 177]: . ,

P =  T +  c!sa 28м [ (cos2 26м cos2 (P +  sin2 <р) cos2 20+

+  cos2 20м  sin2 ф +cos2 ф], ( 1 .1 .1 2 )

-Р(2В)

Рис. 2. Зависимость величины по
ляризационного фактора от угла 

рассеяния ..

где ф — угол между плоскостями отражения монохроматора и 
образца, а 20м — угол отражения от выбранной плоскости кри- 
сталла-монохррматЬра. У четырехкружных дифрактометров вели
чина угла ф зависит от расположения плоскости отражения мо
нохроматора относительно оси сканирования о *. Если плоскость, 
образуемая монохроматизированным пучком и осью со, перпен
дикулярна плоскости отражения монохроматора, то для эквато
риального дифрактометра (эшф =  !, cos ф = 0)

P
cos2 20 +  cos2 20м 

I +  cos2 20м (1.1.13)

1 Здесь и далее в тексте будут встречаться случаи, когда одной и той ж е  
буквой обозначены разные величины. Это сделано с целью сохранения принятых 
обозначений в соответствующей учебной и научной литературе. Такой подход* 
на иаш взгляд, позволит облегчить чтение оригинального материала.
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Если же ось со параллельна плоскости отражения монохромато
ра, то (cos<р=1, Sincp =  O)

P =
I +  cos2 20н cos2 20 

I +COS21Mm (1.1.14)

При других условиях съемки — эквинаклонный дифрактометр, 
методы перпендикулярного пучка или плоского конуса — триго
нометрические функции угла <р вычисляются по формулам, при
веденным в специальных руководствах по дифрактометрии [6].

§ 2. Рассеяние рентгеновских лучей атомом. 
Функция атомного рассеяния (атомная 
амплитуда)

Будем рассматривать атом как электронное облако. Как из
вестно из курса квантовой механики, вероятность нахождения 
электрона в той или иной точке пространства при соответствую
щей нормировке волновой функции ty}(xyz) /-го электрона опре
деляется квадратом модуля этой функции \^j(xyz)\2. Суммарная 
функция распределения в атоме с заполненными электронными 
оболочками '

Z/2

£  2 1 % (xyz) I2 =  P (хуг) 
/=1

( 1*2. 1)

определяет среднее (во времени) количество электронов, прихо
дящихся на единицу объема в разных точках, и называется элек
тронной плотностью (Z — число электронов в атоме). Пользуясь 
этим понятием, можно обозна
чить количество электронов в эле
ментарном объеме dv через 
р (г )dv, при этом вместо коорди
натных обозначений перейдем к И 
векторным и под р(г) будем под
разумевать электронную плот
ность в элементарном объеме dv, 
находящемся в точке г от центра 
атома (точка А на рис. 3). Най
дем комплексную амплитуду вол
ны, рассеиваемой этим объемом.

Прежде всего определим на
чальную фазу волны. Для харак
теристики направлений первичного и рассеянного лучей введем 
единичные векторы S0 и s. Из рис. 3 видно, что расстояние от 
источника M до точки А больше расстояния MO (точка О — 
центр атома) на величину BA, равную скалярному произведению 
rs0, а расстояние от точки А до точки наблюдения N меньше рас

Рис. 3. Определение разности хода 
волн при рассеянии рентгеновских 
лучей электронной оболочкой атома



стояния ON на величину ОС, равную скалярному произведению 
rs. В общем, путь луча от источника в точку наблюдения через 
точку А меньше пути, проходящего через центр атома О, на ве
личину

d —Ts — TS0= (s —г S0) г. (1-2.2)
Разность фаз лучей, проходящего через центр атома и через 

точку А, получается путем умножения разности хода d на 2п/Х, 
где X — длина волны падающего излучения. Если начальную 
фазу волны, рассеиваемой электронами в центре атома в точ
ке О на рис. 3, принять равной нулю, то начальная фаза волны, 
рассеиваемой выделенным в точке А объемом dv, будет равна

и — (s — S0) г =  2я Sr, (1.2.3)
Л

где

- i ^ 2a- = S .  (1.2.4)

Величина комплексной амплитуды волны, рассеиваемой объ
емом dv, равна

dEa= £ элр (г) exp (t'2nSr) dv. (1,2.5):
Атом можно рассматривать как систему бесконечно малых 

объемов, на которых происходит рассеяние, причем эффект рас
сеяния атомом в целом является результатом сложения волн, 
рассеиваемых его отдельными элементарными объемами. Физи
ческий процесс сложения волн математически описывается инте
грированием по всему объему атома комплексных амплитуд 
волн, рассеиваемых отдельными элементарными объемами. Итак,' 
величина комплексной амплитуды рассеяния атомом Ea равна

Ea = ЕЭЛ J  р (г) exp (i 2п Sr) dv, (1.2.6)

где Уат объём, занимаемый -атомом. 
Интеграл

J  р (г) exp (i 2я Sr) dv = (1.2.7)

называется функцией атомного рассеяния или атомной амплиту
дой. Как видно из уравнения (1.2.7), эта величина показывает, 
во сколько раз амплитуда рассеяния атомом в данном направ
лении и при данной длине волны больше, чем амплитуда рассея
ния электроном в том же направлении. По существу, мы вводим 
представление о новых, так называемых электронных единицах, 
т. е. принимаем амплитуду (или соответственно интенсивность) 
рассеяния электроном под тем же углом за единицу измерения. 
Эти единицы измерения очень удобны, так как позволяют изба



виться от громоздких коэффициентов при описании закономерно
стей рассеяния рентгеновских лучей.

Основные результаты интегрирования выражения (1.2.6) мож
но предсказать, если считать функцию .р(г) сферически-симмет- 
ричной. Это априорное допущение, в частности, означает, что 
каждому элементарному объему dvy местоположение которого 
определяется радиусом-вектором г, всегда можно найти объем 
dv' с радиусом-вектором —г. Отсюда начальные фазы лучей, рас
сеиваемых объемами dv и dv'y всегда соотносятся как к = —у! . 
Так как электронная плотность в объемах dv и dv' одинакова, 
модули комплексных амплитуд, рассеиваемых объемами dv и dv' 
волн, равны. Комплексные амплитуды лучей от двух этих объ
емов отличаются только знаками синусных-частей (если перейти 
от экспоненциальной записи комплексных Чисел к тригонометри
ческой), и при суммировании таких пар ,

р (г) exp (i2jtrS) dv +  р (г) ехр (—йягБ) dv= 2р (г) cos 2rtrSdu
( 1.2.8)

остаются косинусные части амплитуд, т. е. атомная амплитуда 
является вещественной величиной. Так как количество центро- 
симметрцчных пар элементарных объемов в два раза меньше ко
личества элементарных объемов, то при переходе к интегрирова
нию по всему объему атома результат необходимо умножить ш 
1/2. В результате получим *

f(S) =  J p(r)cos2nrSdy. (1.2.9)*
®ат ’ '

Следует отметить, что сказанное относится не только к ато
му— при наличии в рассеивающей системе центра симметрии 
амплитуда рассеянного луча является вещественной величиной, 
если центр выбран за начало координат. Это применимо как к 
группе атомов, так и к кристаллу — начальная фаза результи
рующего луча всегда равна нулю или я, т. ё. равна или проти
воположна фазе луча, рассеянного центром симметрии, незави
симо от конкретного расположения рассеивающих объемов.

Получим другое, более часто используемое, чем (1.2.9), выра
жение для /(5) в случае сферически-симметричного атома. Для 
этой цели в (1.2.7) удобно перейти к сферической системе коор
динат, начало которой выберем в центре атома. Положение каж
дой точки г в выбранной системе координат будет характеризо
ваться тремя величинами: радиусом г, полярным углом 0' и ази
мутальным углом <р (рис. 4) 1. Ввиду того что в сферически-сим- 
метричном атоме все направления являются эквивалентными, 
вектор S можно выбрать совпадающим по направлению с поляр
ной осью. В результате выражение (1.2.7) перепишется в виде

оо Я 2Л

/ ( I s I ) - J H
ООО

р (г) exp (t 2я IS 11 г I cos б') г2 sin 0' dr d0' d<p. ( 1.2. 10).

1 Полярный угол 0' не следует путать с углом рассеяния 0.



Рис. 4. Сферические координаты точек объема, занимае
мого электронной оболочкой атома

Уравнение (1-2.10)' легко интегрируется по 0'  и <р. Действительно,
2 Я

так как J  dq> =  2я, а .
о .

- я  > .

’ j* exp (i 2я Sr cos 0') sin 0' d%' =  2 . (1.2.11)
0 '

ns) = J 4̂ aPW-Hslrrfr= J ^ r) (L2-12>
где

U (r) =  4nr2p (r). (1.2.13)
Для модуля вектора S нетрудно получить следующее выражение

__2 _sin0_ ~ (1.2.14)ISl = S - S 0

Действительно, так как [ s | =  J So | =  1, то
Is — S0I2 =  |s |2+  |s0|2 — 2 1 s 11 s01 cos 20 =4sin2e (1.2.15)

и из (1.2.15) вытекает (1.2.14). Графическая иллюстрация соот
ношения (1.2.14) приведена на рис. 5. .
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«“So

Функция U(г) (1.2.13) называется функцией радиального' 
распределения электронов, так как коэффициент 4пг1 2 равен пло
щади поверхности сферы радиусом г, а следовательно, 4nr2d r— 
объему сферического слоя радиусом г и толщиной dr и, наконец,. 
4лгр (г) dr — количеству электронов, 
находящихся внутри этого сфери
ческого СЛОЯ;

Таким образом, для вычисле
ния атомной амплитуды по фор
муле (1.2.12) необходимо знание ^  
функции радиального распреде-- «о
ления U(г). Не вдаваясь в под- Рис. 5 Векторная диаграмма рас-
робноети ее вычисления, отме- сеяния рентгеновских лучей под.

углом 20тим лишь, что она может быть 
получена либо квантовомеханиче
скими методами посредством определения радиальных частей 
одноэлектронных волновых функций, либо статистическим мето
дом Томаса—Ферми—Дирака. .Так как в первом случае элек
тронная плотность р (г) выражается посредством уравнения 
( 1.2.1), то и функцию радиального распределения можно опре
делить как для отдельного электрона, так и для отдельной элек
тронной оболочки и, наконец, 
для всего атома *. Типичный при
мер поведения функции Un (г) для 
отдельных электронных групп 
рассматриваемого атома в зави
симости от расстояния г до его 
центра дан на рис. 6. Как видно 
из этого рисунка, функция 
Un(r) принимает как нулевые 
так и максимальные значения.
Нулевые значения означают, что 
вероятность нахождения элек
тронов в данной точке г равна 
нулю, а главные максимумы ука
зывают на максимальную веро
ятность нахождения -электронов 
при конкретных значениях г.
Обычно последние отождествля
ются с орбитальными радиусами 
той или иной электронной группы 
(оболочки) рассматриваемого 
атома. Функция радиального распределения всего атома полу
чается путем суммирования функций t/я (г) для отдельных элект
ронных групп. ' •

1 Отображением этого факта является свойство аддитивности атомной амп

литуды / = ] £ / / .
/= 1

Рис. 6. Радиальная функция распре
деления плотности заряда (выражен
ная числом электронов на 1 А) для 
различных атомных орбиталей иона 

калия K+
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Подробное рассмотрение методов расчета функций атомного 
рассеяния выходит за рамки нашего курса, поэтому ограничимся 
перечислением результатов, получаемых в итоге этих вычислений.

Атомная амплитуда / является функцией скалярной величины 
(sin0)/А, (см. уравнения (1.2.12) и (1.2.14)), причем с ростом 
этой величины атомная амплитуда монотонно убывает. Графиче
ски эта зависимость изображена на рис. 7. При 0 = 0 /= Z , т. е.

волны, рассеиваемые электронами атома в 
направлении распространения первичного 
луча, совпадают по фазе. C ростом угла 0 
кривая функции атомного рассеяния быст
ро падает, при этом рассеяние рентгенов
ских лучей в основном происходит на внут
ренних электронных оболочках ато
мов.

'  Функции атомного рассеяния нейтраль
ных атомов и их ионов существенно разли
чаются лишь при малых значениях 
(sin 0 )/Х, практически совпадая в области 
больших углов 0. При 0 =  0 атомные ампли- 

I туды равны количеству электронов в атоме 
1 или ионе. Однако чистых ионов в кристал

лах не существует и степень ионности свя- 
® зи в подавляющем большинстве случаев

п п? пи па пя т неизвестна- Поэтому обычно пользуются 
и и,с Uft и,о цо 1,и атомными кривыми рассеяния даже при

(Sinffpt расшифровке структур неорганических со
единений.

Так же как и функцию радиального 
распределения, атомную амплитуду /(S) 
можно представить как сумму амплитуд 
отдельных электронов f,(S):

f  (S)=  (1.2.16)
/=1

При изучении ряда вопросов необходимо знать амплитуды /п, 
относящиеся к отдельным группам электронов, которые характе
ризуются заданными квантовыми числами. Такие амплитуды вы
числяются аналогично атомным амплитудам /(S) с той лишь 
разницей, что в формулу (1.2.12) вместо полной функции ради
ального распределения U(г) необходимо подставить функцию 
радиального распределения данной электронной группы Un (r).

В качестве иллюстрации на рис. 8 приведены /-кривые для 
отдельных электронных групп иона K+. Обращает на себя вни
мание разный характер поведения внутренних и внешних (ва
лентных) электронов. Если атомная амплитуда для первых из 
них медленно убывает с ростом (sin 0) /А. (особенно для К-обо- 
лочки), /-кривые для внешних электронов быстро доходят до

Рис. 7. Графики функций 
атомного рассеяния

' - ' ( j Tl )
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нуля с последующим медленным осциллированием относительно 
горизонтальной оси. Такой ход /-кривых обусловлен тем, что 
внешние (валентные) электроны рассеивают при малых углах 0, 
в то время как вклад в общее рассеяние при больших углах дают 
в основном лишь внутренние электроны. Этот факт используется 
при изучении рентгендифракционным методом распределения 
электронной плотности в кристаллах для определения позицион
ных и температурных параметров электронных остовов атомов.

Отметим, что в рентгеноструктурном анализе кроме таблич
ных значений атомных амплитуд / [ (sin 0)/А,] используется и их 
аналитическая аппроксимация,- ■

(,-2Л7)£=1
Значения а«, bt и с привдены в ин
тернациональных таблицах [8] для 
многих свободных атомов и их ио
нов. Подобное представление атом
ной амплитуды удобно при расче- • 
тах структур на ЭВМ, так как от
падает необходимость в хранении 
в памяти ЭВМ большого набора 
числовых значений /[(sin0 )A].

Все предыдущее рассмотре
ние велось в рамках предположе
ния, что атом в кристалле может 
быть описан сферически-сим' 
метричной функцией электронной 
плотности р(V). Это условие и 
позволило получить довольно -7L (Slp Щ/Х'...
простую формулу (1.2.12) для Р и с . 8 . /  — кривые для отдельных 
атомной амплитуды. Однако яс- электронных групп иона калия 
но, что для кристаллов, характе
ризующихся ковалентной связью, это предположение является 
грубым и для решения ряда прецизионных задач необходимо ис
пользовать атомные амплитуды, учитывающие требование асфе
ричности р (г). Это обстоятельство приводит к существенному 
усложнению вида зависимости /(S ) . Действительно, поскольку 
функция р (г) описывает анизотропное распределение плотности 
электронов в атоме, то выражение (1.2.12) неверно, и функция 
атомного рассеяния /(S ) характеризуется наиболее общей фор
мулой (1.2.7):

/(S) = Jp(r) exp (i2nSr)dn.
Отсюда следует, что так как р (г )# р (—г), т. е. описывается 

.нецентросимметричной функцией, то / ( S ) — комплексная величи
на и для ее задания необходимо знать модуль | /(S) | и фа

U
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зу ct (S ):
. /(S) =  If(S) |ехр ia(S). (1.2.18)

Их определение является самостоятельной задачей и выходит за 
рамки данного рассмотрения. Кроме того, нужно обратить вни
мание на то, что при этом функция атомного рассеяния /(S) за
висит не только от (sin 0)/Я, т. е. от модуля вектора S, но также 
и от его направления. Если электронная плотность атома описы
вается центросимметричной функцией, т. е. р (г )= р (—г), то 
атомная амплитуда / ( S ) — вещественная величина, но строго го
воря, в зависимости от вида функции р(г) может принимать как 
положительные, так и отрицательные значения. Таким образом, 
в самом общем случае функция атомного рассеяния есть ком
плексная величина; к такому же выводу приводит и учет очевид
ного факта, что электроны в атоме являются не свободными, а 
связанными (см. ниже).

§ 3. Дисперсионные поправки к атомной 
амплитуде

При выводё соотношений для атомной амплитуды предпола
галось, что электроны в атоме рассеивают рентгеновские лучи 
как свободные частицы. Однако электроны в атоме связаны с 
ядром и уравнение движения такого электрона под воздействием 
электромагнитной волны E =  Eoexpicoi (о — частота падающего 
излучения, t  — время) имеет вид, отличный от (1.1.1), а именно

х +kx  + (Оо х =  -^^-expicoi. . (1.3.1)

В этом уравнении & — коэффициент затухания, а еоо— собствен
ная частота колебания электрона.

Непосредственной подстановкой можно проверить, что реше
ние этого уравнения имеет вид

е2 E0 ехр Ш
т a>Q — ш? +  ika '

(1.3.2)

Так как ех представляет собой дипольный момент, ось которого 
параллельна направлению вектора Eo в падающей волне, то 
уравнение (1.3.2) фактически описывает вынужденные колеба
ния диполя под действием падающего электромагнитного излу
чения. Такой колеблющийся диполь является источником-вторич
ной электромагнитной волны той же частоты, причем, как сле
дует из уравнений классической электродинамики, амплитуда А 
рассеянной волны в точке, находящейся на расстоянии R от ди
поля, определяется соотношением

е* P — g8gQp (13 3)
CaR mc2R j — со2 +  ika> '
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Поскольку сомножитель — е^ЕоРJtnciR определяет амплитуду 
волны, рассеиваемой свободным электроном, то согласно (1-2.7), 
(1.2.16) и (1.3.3) для ' атомной амплитуды многоэлектронного 
атома имеем

ikca
/=1 /=1

(1.3.4)

Как видно из выражения (1.3.4), атомная амплитуда f при 
учете связи между электронами и ядром оказывается комплекс

’ ной величиной; она обычно обозначается
f=fo+Af'+iAf", (1.3.5)

где /о — атомная амплитуда, рассчитанная в приближении сво
бодных электронов в атоме, т. е. когда A =  O и ©>а»о (см. урав
нения (1.1.1) и (1.31)). Условие сопело означает, что где
X— длина волны падающего излучения, а под Xh понимают дли
ну волны края полосы поглощения. Отсюда следует, что если 
используется рентгеновское излучение, длина- волны которого 
существенно меньше длин волн краев полос поглощения атомов, 
составляющих кристалл, то приближение свободных электронов 
в атоме правомерно при рассмотрении атомной амплитуды.

Если же условие ©>-(Оо не выполняется, то необходимо при
нимать в рассмотрение и поправки Af' и Af", которые получили 
название дисперсионных поправок. Можно найти аналитические 
зависимости для действительной /о + Д /'= /' и мнимой Af" частей 
атомной амплитуды f для одноэлектронного атома; умножая чис
литель и знаменатель величины со2/(со2— ©о2 — iAco) на со2 — 
— ©o2+i£<o, получим:

0)*(<0а — tog)

(со2 — оф2 +  *2©2’
(1.3.6)

A f  = _______kafi_______
(со2 — tog)2 +  ftW (1.3.7)

Если в формуле (1.3.6) положим со<соо, т. е. то f' стано
вится отрицательной и тогда фаза волны, рассеянной атомом, 
становится равной я, а амплитуда пропорциональна квадрату 
частоты падающего излучения.

В двух рассмотренных случаях (со>-соо и со<Ссоо) членом iAco 
в знаменателе (1.3.4) можно было пренебречь, однако из (1.3.7) 
видно, что значение Af" максимально при со=©о, т. е. когда дли
на волны падающего излучения совпадает с длиной волны края 
поглощения данного атома. При выполнении условия со=соо пре
небрегать мнимой частью атомной амплитуды нельзя, так как 
амплитуда и фаза рассеянного излучения Становятся зависящи
ми от частоты рентгеновского излучения со. При отклонении 
длины волны падающего излучения от края полосы поглоще
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ния Af" уменьшается. Дисперсионные поправки Af' и Af" дАр 
большинства атомов, и наиболее часто используемых в рентгено
структурном анализе излучений, рассчитаны и приведены в ин
тернациональных таблицах [7]. Эти таблицы также дают воз
можность оценить целесообразность введения в расчет дисперг 
сионных поправок для решения той или иной задачи.

Вообще говоря, дисперсионные поправки слабо зависят от 
угла рассеяния 0 (но сильно от длины волны А.), поэтому при 
малых значениях в их влияние не очень существенно ввиду 
больших значений /0, однако при больших углах 0 величины Afr 
и Af" могут оказаться сравнимыми с Д>, и поэтому в каждом кон
кретном случае следует оценить их влияние на дифракционную 
картину. Особенно это важно при ©«coo, т. е. когда Af" ФЪ, и 
атомная амплитуда становится комплексной величиной. Это обг 
стоятельство приводит к ряду принципиальных изменений в ха
рактере дифракционной картины, которые подробно рассмотрены 
в § 4 третьей темы.

В заключение параграфа рассмотрим связь дисперсионной 
поправки Af" с линейным коэффициентом поглощения среды р. 
Для этого воспользуемся известным из теории прохождения рент
геновских лучей через вещество соотношением между показате
лем преломления п и атомной амплитудой f :

п = 2я Ne2 ,
I/псо® •’ (1.3.8)

здесь N — количество рассеивающих диполей в единице объема 
среды. .

Так как f в нашем случае комплексная величина, то. и пока
затель преломления п формально также можно рассматривать 
как комплексную величину, т. е. v

я =  1 — а  — ф, (1.3.9)
где

а  = 2 ZtNe2
т а г r> P = 2 пЫег . я

/ПО)2 '
(1.3.10)

При рассмотрении электромагнитной волны в поглощающей сре
де, имеющей показатель преломления п, фазовый множитель, 
волны равен ехр(—i2nrikr) (к — волновой вектор) или с подста
новкой (1.3.9) его можно записать в виде ехр [—/2л;(1 — a) kr] X 
Хехр(—2яркг). В результате первый сомножитель указывает на 
изменение фазы распространяющейся волны, а второй — на 
уменьшение (ослабление) амплитуды волны при возрастании 
|г |,  поэтому его можно трактовать как фактор поглощения. Так 
как линейный коэффициент поглощения обычно связан с ослаб
лением интенсивности излучения, а не его амплитуды, то можно 
записать

. _ ехр(—4я0кг) =  ехр(—рг). (1.3.11)
Отсюда легко получить, что для волнового вектора k ( |k |= A -1),.

24



совпадающего по направлению с вектором г, выражение для ко
эффициента поглощения р имеет следующий простой' вид:

4яР
Я

(1.3.12)

Объединяя (1.3.10) и (1.3.12), получаем, что линейный коэффи
циент поглощения р для излучения с частотой со(«соо) связан с 
мнимой частью атомной амплитуды Af" соотношением

I t -  l8"’№' A f ,  д г .
тк(ог ттс (1.3.13)

где для связи X и <о использовано равенство

Х =  (1.3.14)
0)

Соотношение (1.3.13) интересно тем, что описывает важное 
физическое явление: при падении рентгеновского излучения ча
стоты ico «<оо на кристалл оно испытывает поглощение, величина 
которого пропорциональна мнимой части атомной амплитуды 
Af". Следовательно, большое значение Af" порождает и сильное 
поглощение. По этой причине его часто также называют ано
мальным поглощением.



Тем а  2

Рассеяние рентгеновских 
лучей кристаллом

Краткое содержание темы
Вследствие трехмерной периодичности кристаллической ре

шетки дифракционные отражения могут возникать только при 
строго определенных условиях, а именно aS=/i, bS = &, cS =  /. 
Этот же результат вытекает и из формулы Вульфа—Брэгга 
2d Sine =  HA-, при выводе которой дифракция рассматривается 
как отражение рентгеновских лучей от совокупности параллель
ных кристаллографических плоскостей (hkl). При этом для кри
сталла бесконечных размеров структурная амплитуда F(H) 
определена лишь в дискретных точках H обратного простран
ства. Для конечного кристалла произвольной формы структур
ная амплитуда является функцией вектора S, а объем и форма 
узлов обратного изображения определяются фурье-трансформан- 
той функции формы образца Ф(г). В выражение для интенсив: 
ности рассеяния необходимо ввести интегральный фактор L, 
учет которого является обязательным при экспериментальном 
определении модулей структурных амплитуд. Кроме того, рас
пределение интенсивности в узле обратного изображения зависит 
также от расходимости первичного пучка, мозаичности кристал
ла и конечности спектрального интервала ДА.

§ 1. Рассеяние рентгеновских лучей «простым» 
кристаллом. Интерференционный фактор

Назовем «простым» кристалл, состоящий из элементарных 
ячеек, каждая из которых содержит только один атом. Элемен
тарная ячейка такого кристаллу обязательно будет примитивной. 
Выделим в кристаллической решетке параллелепипед, в котором 
содержится N элементарных ячеек, определяемых системой ко
ординат с единичными векторами а, Ь, с. Пусть ребра пь п2, п3 
этого параллелепипеда совпадают с векторами а, Ь, с соответ
ственно и П) =JVia1 п2=JV2I*, Пз = NsC, где JV1, JV2, AJ3 — некоторые 
целые числа, произведение которых JViJV2AJ3 равно N. Будем счи
тать, что атомы помещаются только в узлах решетки. ^

Рассчитаем разность хода лучей, рассеиваемых любой парой 
атомов A u A2 (рис. 9), расстояние между которыми в общем 
виде определяется модулем вектора г. Эти вычисления проведем 
для точки наблюдения Q, в которой в дальнейшем будет опре
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деляться интенсивность рассеянного кристаллом излучения. По
ложим, что расстояние R ot кристалла до точки Q является 
большим по сравнению с |г |,  как это бывает в реальных слу
чаях: размеры кристалла, на котором происходит дифракция 
при исследовании структуры, редко 
превышают IO-1 см, в то время как 
расстояние от кристалла до регистри-. 
рующей пленки или счетчика состав
ляет сантиметры и даже десятки сан
тиметров. Тогда дифрагированные лу
чи /IiQ и A2Q можно считать парал
лельными. Направление дифрагиро
ванных лучей определим вектором s, 
а нормаль к фронту падающей волны— 
единичным вектором So- Разность хода 
волн D дифрагированных лучей от 
двух атомов равна A{N—АъМ, т. е. 
разности между проекциями г на s и
So. Величину D можно записать как разность между скалярными 
произведениями векторов

Рис. 9. Разность хода волн, ко
торая образуется при дифрак
ции рентгеновских лучей на 
двух атомах, отстоящих друг 

от друга на расстоянии г

D - A i N —/42M =  rs—rso= (s—s0)r. (2.1.1)
От разности хода волн D переходим к разности фаз х, как 

обычно умножая О на 2я/А., где Л — длина волны падающего из
лучения,

/  х =  г (s — S0) == 2nSr. • (2.1.2)
Л • .

Зная величину х, определяем комплексную амплитуду поля, 
рассеиваемого любым (одним) атомом структуры в данном на
правлении:

£ '= /exp(t2nSr). (2.1.3)
Положение любого атома в выделенном параллелепипеде, содер
жащем N элементарных ячеек, можно задать вектором

г =  ыа+пЬ-|-и»с, (2.1.4)
где и, V, w — целые числа, принимающие значения от нуля до 
N I — I, N2— I, N2— 1. Суммируя комплексные амплитуды по 
всем атомам кристалла, получим из (2.1.3) и (2.1,4) комплекс
ную амплитуду результирующего луча в виде тройной суммы: •

W1- I  W j- I  Wj- I

Екр — f  £  exp (i2jiuaS) ^  exp (i2nvtiS) £  exp (i'2xffi>cS) =
W=0 o=0 . W==O

=  /O 1O2O3 =  /Ф. (2.1.5)
Множитель Ф в уравнении (2.1.5) называется интерференционной 
функцией Лауэ. От комплексной амплитуды поля можно перейти
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к интенсивности излучения, рассеянного кристаллом,
/  =  /эл |/|2|Ф |2, (2.1.6)]

1

где множитель |Ф |2, определяющий картину дифракции рентге
новских лучей на простом кристалле, является интерференцион
ным фактором. Рассмотрим свойства интерференционного фак
тора, а затем перейдем к структурам более сложным, чем те, ко
торые содержат один атом на элементарную ячейку, и изучим 
другие факторы, которые формируют дифракционную картину.

Итак, интерференционная функция (2.1.5) есть произведение 
трех однородных сомножителей, каждый из которых представ
ляет собой сумму геометрической прогрессии. Сумма первой из 
трех прогрессий равна

Ni-I
У] exp (Z2n«aS) =
и—0

exp(/2nA^1aS) — I 
exp(/2jtaS) — I

(2.1.7)

Аналогичный результат получается для двух других сомножите
лей в (2.1.5). При переходе от амплитуды к интенсивности ди
фрагированного излучения необходимо умножить Ф на ком
плексно-сопряженную величину Ф*. После преобразований полу
чаем для нового сомножителя (все три сомножителя можно при 
этом рассматривать в отдельности)

ф  12 _ I — cos 2nA^aS 
1 1 — cos 2naS

sin8 N1xP1 
sina Y 1 ’

(2.1.8)

где
Y1 =  naS. (2.1.9)

В целом для интерференционного фактора | Ф |2 получаем 
,в Sin2ZV1Y1 sin2 Af2Y2 sin2 N9xP3Ф|*

sina Y 1 sin2 Y a sin4 Y s
где

Ya =  nbS, 
Y3 =  ncS.

(2 . 1. 10)

(2.1.11)
(2.1.12)

Найдем зависимость величины |Ф |2 от угла рассеяния. Пер
вый из трех сомножителей в (2.1.10) достигнет максимума, рав
ного Ni2, когда Yi=Zin (А— целое число или нуль). Этот резуль
тат получается после раскрытия неопределенности, которую при
обретает отношение (2.1.8) при Yi=An (А=0, ±1, ±2, ...), с 
помощью правила Лопиталя. Назовем максимумы функции 
(2.1.8) со значениями Yi=An (А=0, ±1, ± 2 ,...)  главными мак
симумами. Если Yi=^An, где A =  O, ±1, ± 2,..., знаменатель дро
би (2.1.8) отличен от 0, а числитель принимает значения равные
нулю при Y1 =  п -^ - ,  где A=O1 ±1, ±2,..., т. е. в интервале меж-

N i
ду главными максимумами функции |Ф | 2 имеется Ni — 2 по
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бочных максимумов. Два побочных максимума по обе стороны 
от главного достигают наибольшего значения, но составляют ма
лую долю от его величины, а высоты последующих максимумов 
очень быстро падают. Каждая из величин Nu N2, N3 в реальных 
кристаллах равна десяткам тысяч единиц. Из этого следует, что 
побочные максимумы несопоставимо меньше главных максиму
мов и поэтому первыми можно пренебречь, т. е. можно считать, 
что функция IФ 12 для большого кристалла практически равна 
нулю во всем интервале 1Ki кроме Ti=Zw с целочисленными Zi. 
Так как интерференционная функция (2.1.10) является произве-, 
дением трех однородных сомножителей, то |Ф |2 отлична от нуля 
(в указанном выше приближении) только при одновременном со
блюдении трех условий:

T i  =  Zm, Т 2= 6я , T 3 =  Zn, (2. 1. 13)

а с учетом значений Ti в (2.1.9), T 2 в (2.1.11) и T 3 в (2.1.12) 
получаем

aS =  Zi, bS=k,  cS=Z, (2.1.14)

где h, k, I — любые целые числа. При этом \ФI2= N i2N22N32=N2r 
т. е. интерференционный фактор равен квадрату общего количе
ства элементарных ячеек в кристалле. Это означает, что ди
фракция рентгеновских лучей на кристалле наблюдается только 
в строго определенных направлениях и, следовательно, при фото
графической регистрации дифракционной картины рентгенограм
ма с любого кристалла выглядит как набор дискретных точек — 
следов пересечения дифрагированных лучей с плоскостью плен
ки. Если в качестве регистратора дифракционной картины 
используется дифрактометр, то |Ф |2-функции дают основания 
считать, что исследовать все пространство нецелесообразно. Нуж
но выводить счетчик квантов только на те направления, которые 
отвечают условиям (2.1.14).

§ 2. Дифракция как отражение

Рассмотрим теперь дифракцию рентгеновских лучей на кри
сталлической решетке с несколько иных позиций. Из курса кри
сталлохимии известно, что в кристаллической решетке можно 
провести бесчисленное количество серий параллельных узловых 
сеток, в которых плоскости сеток отстоят друг от друга на оди
наковом расстоянии d (расстояние d измеряется длиной отрезка 
нормали к плоскостям данной серии, заключенного между двумя 
соседними плоскостями). Серии параллельных плоскостей пере
секают координатные оси и делят их на целое число частей Zi, 
& и Z, которые называются индексами плоскостей узловой сетки; 
они однозначно определяют соответствующие плоскости и запи
сываются в круглых скобках без разделительных знаков (hkl).
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Оказывается, дифракционный эффект можно формально тракто
вать как отражение рентгеновских лучей от узловых сеток.

Положим, что в кристалле выделена одна серия параллель
ных узловых сеток и расположена так, что узловые сетки пер
пендикулярны плоскости листа бумаги (рис. 10) и следы от их 
лересечения с плоскостью чертежа горизонтальны (на рисунке

Рис. 10. Рассеяние рентгеновских лучей кристаллом, рассматриваемое 
как отражение от узловых плоскостей кристаллической решетки

эти следы отмечены двойными линиями). Пусть далее на эту се
рию плоскостей падает пучок лучей. При каких условиях падаю
щий луч отразится от выбранной серии __плоскостей? Допустим, 
падающий луч составляет с плоскостью сетки такой угол 0, что 
наблюдается его отражение плоскостью. При этом угол отраже
ния равен углу падения. Но рентгеновский луч обладает способ
ностью проникать внутрь вещества, поэтому он отражается от 
внешней плоскости рассматриваемой серии плоскостей Только ча
стично. Значительная часть лучей проникает глубже, и некото
рая их часть отразится от второй, третьей и т. д. плоскостей. 
Путь луча M2A2N2, отраженного от второй плоской сетки, боль
ше пути луча MHiArI, отраженного от первой плоской сетки, на 
отрезок В2А2С2, длина которого v равна 2В2А 2. Длина отрезка 
B 2A2 равна cfsinf). При отражении (а выше предположено, что 
оно имеет место) лучи M 1A 1N 1, M2A2N2, M2A2Nz и т. д. должны 
совпадать по фазе, а значит, на отрезке 2 ^ 2А2 должно уклады
ваться целое число длин волн. Таким образом, мы получаем со
отношение Вульфа—Брэгга

2dhhisinQ=n'K, (2.2.1)
где п=  1, 2, 3... называется порядком отражения, a h, k и / — 
взаимно-простые числа. Формула Вульфа—Брэгга показывает, 
сколько длин волн укладывается на отрезке 2В2А2 при отраже-

30



нии монохроматического рентгеновского луча от выбранной се
рии плоскостей, характеризуемых величиной йиы, под разными 
,углами отражения 0. -

В мировой научной литературе закон отражения рентгенов
ских лучей от семейства кристаллографических плоскостей (2.2.1)' 
называется неоднозначно: в зарубежной литературе — законом 
Брэгга, в советской — законом Вульфа—Брэгга [9], Брэгга [10] 
и, наконец, Брэгга—Вульфа [13, с. 7]. В предисловии редактор 
перевода книги В. И. Иверонова [1, с. 5] пишет: «Джеймс, к со
жалению, мало цитирует работы наших отечественных ученых, 
вклад которых в области рентгенографии огромен. Еще в 1913 г. 
Ю. В. Вульф дал свою замечательную формулу, которая яв
ляется основой теории структурного анализа. Здесь необходимо' 
отметить, что в оригинале1 эта формула, к сожалению, назы
вается формулой Брэгга, хотя была получена Брэггом позднее 
Вульфа» (Инициалы Вульфа пишутся двояко: Г. В. или Ю. В., в- 
Большой советской энциклопедии (БСЭ) читаем «Вульф Георгий 
(Юрий) Викторович [10 (22).6.1863—25.12.1925]» [11].) Извест
ный советский кристаллограф академик А. В. Шубников, ученик 
Г‘. В. Вульфа, в статье, написанной для БСЭ, о Г. В. Вульфе го
ворит по-другому [11]: «...в 1913 открыл закон интерференции 
рентгеновских лучей, отраженных атомными плоскостями кри
сталлов, и независимо от У. Г. Брэгга вывел основную формулу 
рентгеноструктурного анализа...» (в БСЭ опечатка, формулу вы
вел Уильям Лоуренс Брэгг, сын У. Г. Брэгга (см. [12]).

Статья с выводом формулы 2d sin 0=/гЯ была опубликована 
У. Л. Брэггом в 1913 г. [13]. Статья Вульфа о законе отражения 
рентгеновских лучей также была опубликована в 1913 г. [14] 
(поступила в редакцию 3 февраля 1913 г.). В этой статье упомя
нутый выше закон записан в виде

А/2=Д е/т, ' , .
где'Я. — длина волны; Д — расстояние между соседними сетчаты
ми плоскостями; т — целое число; е — косинус угла между нор
малью к сетчатой плоскости и первичным лучом. Полагая т — п; 
Д=d; e=cos(90° — 0) =  sin 0, получим известное соотношение
2dsinQ=nX. Важно отметить, что ни у Г. В. Вульфа [14], ни у 
У. Л. Брэгга [13] нет ссылок на статьи [13] и [14] соответ
ственно. Следовательно, можно считать, что закон отражения 
рентгеновских лучей от кристаллографических плоскостей был 
сформулирован У. Л. Брэггом и Г. В. Вульфом одновременно и 
независимо друг от друга.

Этой же точки зрения придерживался и сам Г В. Вульф. 
В предисловии к книге [15], переводчиком которой он был, 
Г. В. Вульф писал: «В предисловии к английскому оригиналу 
Брагг-отец говорит, что «за идею отражения рентгеновских лу
чей от кристаллографических плоскостей ответственным является

1 Имеется в виду оригинал книги [1].
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•его сын». Справедливость требует, однако, отметить, что одно
временно с Браггом-сыном и совершенно независимо от него к 
той'же идее пришел и переводчик этой книги, также независимо 
установивший и закон этого отражения.Этот закон заключается 
в формуле nX=2dsinQ». В более поздние годы Г. В- Вульф 
также придерживался той же точки зрения. В 1922 г. в своей 
книге [16] он писал: «Кроме того, Браггом и автором этой кни
ги доказано, что отражению подвергаются лишь избранные вол
ны, длина которых стоит в простой связи с расстоянием парал
лельных молекулярных слоев и с углом, под которым волна па
дает на плоскости этого слоя». Таким образом, правомерно на
зывать закон отражения рентгеновских лучей от системы парал
лельных кристаллографических плоскостей законом Вульфа— 
Брэгга или законом Брэгга—Вульфа, как это делается, напри
мер, в БСЭ [12] или фактически предполагается в примечаниях 
профессора А. Б. Млодзеевского к книге [17].

При записи закона Вульфа—Брэгга в виде (2.2.1) все три 
индекса hkl не должны содержать общего множителя, так как в 
уравнении включен порядок отражения п. Это дань традиции — 
в кристаллографии индексы граней кристалла обязательно дол
жны состоять из трех взаимно-простых чисел. Для плоских атом
ных сеток это правило не обязательно и индексы плоскостей мо
гут состоять из наборов любых чисел. Тогда формула Вульфа— 
Брэгга 2dhM s in 0 = l (2.2.1а) (где h, k, / — любые целые числа) 
указывает угол отражения для данного набора плоскостей с 
межплоскостным расстоянием ёиы, при котором на отрезке 
2В2А2 укладывается только одна длина волны.

Чтобы не возвращаться к анализу формулы Вульфа—Брэгга, 
покажем, как с ее помощью можно доказать, что при фиксиро
ванной длине волны падающего луча количество отражений от 
кристалла ограниченно. Казалось бы, отражений от кристалла 
должно быть неограниченно много, так как можно провести бес
численное множество узловых сеток. Однако для того чтобы се
рия плоскостей могла дать хотя бы одно отражение (первого по
рядка), должно выполняться условие 2d[X= (1/sin 0) >  1, ^т. е. 
d>X/2. Это устанавливает предел количеству отражений по 
duHH, а ^макс ограничено параметрами элементарной ячейки.

Между условиями дифракции (2.1.14), полученными в резуль
тате анализа интерференционной функции |Ф |2, и условием вы
раженным уравнением Вульфа—Брэгга, существует взаимно-од
нозначное соответствие. Для доказательства этого преобразуем 
условия дифракции (2.1.14), используя соотношение (1.2.14):

aS = aS cosa= 2sin i0a(cosa)A = /i,
bS= bS cos р=2 sin Qb (cos p )/%=k, (2.2.2)
cS =  cS cos у = 2 sin 0c (cos y) IX=I,

где a, p, Y — углы между вектором S и осями элементарной 
ячейки а, Ь, с соответственно. Преобразуем выражение (2.2.2)
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,  s h r  =  T cosa  =  T cosp =  T msv- <2'2'3)
Величины а/А, b/k и с/1 — длины отрезков в А, отсекаемых отра
жающей плоскостью (hkl) от осей элементарной ячейки а, b и с. 
Произведение этих величин на cos a, cosp и cosy соответственно 
дает расстояние от плоскости (AAZ) до начала координат. А так 
как через начало координат всегда проходит одна плоскость из 
любой серии параллельных плоскостей с индексами (AAZ), то это 
расстояние равно межплоскостному расстоянию dhku т. е.

Y  cos а  = - J  cos P =  - J  cos Y =  dhki • (2.2.4)

Объединяя этот результат с (2.2.3), получаем X/2sin в = йш  
или 2di,ki sin0 =  X с точностью до порядка отражения. Таким об
разом, условия дифракции (2.1.14), вытекающие из формулы 
интерференционного фактора, и формула Вульфа—Брэгга суть 
различные способы выражения одного и того же явления.

следующим образом:

§ 3. Обратная решетка и обратное изображение

Из (1.2.14) и (2.2.1а) получаем еще один способ записи ус
ловий дифракции: - „

I s - S 0I = - 4 —.- ' (2.3.1)
"  dhkl

где A, A, Z - любые целые числа. Формула (2.3.1) означает, что 
отражение от плоскости (AAZ) имеет место только тогда, когда 
модуль вектора |s  — S01 достигает определенных значений, а 
именно X/dhki• Сам вектор s — So всегда перпендикулярен к отра
жающей плоскости. Этот вывод следует из принятых определе
ний: во-первых, I s I =  I So I = 1, в силу 'чего четырехугольник, по
строенный на векторах s и So, всегда является ромбом, а вектор 
s — so, будучи диагональю, всегда делит пополам угол между
векторами s и So*, во-вторых, угол падения луча на отражающую 
плоскость равен углу отражения (см. рис. 10). .

Если при каждой установке кристалла в положение, в кото
ром одна из плоскостей (AAZ) отражает, отмечать ту точку про
странства, в' которой находится конец вектора s — S0, то полу
чится пространственная решетка. Количество точек в этой ре
шетке будет равно максимально возможному количеству поряд
ков отражений от каждой отражающей плоскости, взятых по 
всем плоскостям (AAZ) при заданной длине волны. Эти точки 
можно «маркировать» тем же образом, что и плоскости, т. е. 
индексами (AAZ), так как между отражающей плоскостью и кон
цом нормали к этой плоскости существует взаимно-однозначное 
соответствие. Такая трехмерная решетка жестко связана с кри-
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сталлом и следует каждому повороту или переносу кристалла. 
Она получила название обратного изображения, а точки, обра
зующие решетку, называются узлами обратного изображения.

Из уравнения (12.3.1) видно, что длины векторов в решетке 
обратного изображения зависят от длины волны используемого 
рентгеновского излучения так, что длина волны X является мас
штабным коэффициентом. Однако возможен и другой подход. 
Предположим, что длины векторов s и So равны 1Д, а не 1, как 
было, принято раньше. Тогда уравнение (1.2.14) должно быть 
преобразовано к виду

| s —s0 2 sin 9 

X (2.3.2)

Подставляя (2.3.2) в (2.2.1а), получаем

Is (2.3.3)

Рис. 11. К выводу соотношений меж
ду векторами кристаллической и об

ратной решетки

Обозначим
тывая условие дифракции (2.3.3), можно 
для узла обратного изображения (100)

где h, k, I '— любые целые чис
ла. Впредь будут использоваться 
оба подхода.

Пусть на рис. 11 векторы а, 
Ь, с обозначают ребра" элемен
тарной ячейки, a ON — нормаль 
к плоскости OBDC. C нор
малью ON будут совпадать все 
векторы s—so, являющиеся нор
малями к плоскостям (ZtOO) и 
имеющие разные длины в зависи
мости от величины Zt. Рассмот
рим один из этих векторов, кото
рый соответствует значению Zt = 1.

его через а*. Учи- 
получить уравнения

и по аналогии

1 _ 1

l̂OO I a I cos (аа*)

1 1

^OlO I b I cos (6b*)

I . 1

^ooi I C I COS (сс*)

(2.3.4а)

(2.3.46)

(2.3.4b)

Примем нормали к*плоскостям (100), (010) и (001) кристал
ла за координатные оси обратного изображения, а в качестве 
осевых единиц выберем отрезки, модули которых определяются 
выражениями (2.3.4). Иными словами, осевыми векторами об
ратного изображения а*, Ь*, с*, выбираются векторы, выходя- , 
щие из начала координат в узлы обратного изображения с ин-_
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дексами (100), (010), (001). Углы между векторами а*, Ь*, с* 
обозначим через а*, р*, у*; угол а* лежит между Ь* и с* и т. д.

Из этого построения следует, что скалярные произведения 
разноименных векторов обратной и кристаллической решеток 
равны нулю:

a*b = a*c=b*c=b*a =  c*a=c*b=0, (2.3-5)
а одноименных векторов — единице:

a*a=b*b =  c*c= 1. (2.3.6)
Соотношения (2.3.5) и (2.3.6) позволяют построить для лю

бого кристалла бесконечную трехмерную решетку, связанную с 
кристаллической решеткой и получившую название обратной ре
шетки. В силу того что количество отражающих плоскостей в 
кристалле, как показано в конце § 2, ограничено, количество уз
лов в обратном изображении не бесконечно. Таким образом, пер
вое отличие обратного изображения-от обратной решетки со
стоит в том, что обратное изображение содержит ограниченное 
число узлов и является частью обратной решетки. Второе раз
личие рассмотрим после того, как введем понятие структурного 
фактора. . . '

Обратная решетка очень удобна для решения геометрических 
задач,, возникающих при исследовании дифракции рентгенов
ских лучей. Это объясняется тем, что, двухмерной . отражающей 
плоскости ставится в соответствие вектор. Преимущества, давае
мые обратной решеткой, сделали это понятие незаменимым 
математическом аппарате кристаллографов. Поэтому рассмотрим- 
обратную решетку более подробно.

Найдем длины осевых векторов обратной решетки а*, Ь*, с*, 
исходя из параметров элементарной ячейки кристалла. Для 
общности выберем триклинную ячейку: афЬфс, аф $ф у, объем 
ячейки V=\abc, где ! =  ( l + 2coS'acospcosy — cos2 a — cos2 P — 
—cos2 y)'/’. Рассмотрим вектор а*, который перпендикулярен век
торам b и с, а следовательно, по направлению совпадает с век
торным произведением [Ьс]. Для того чтобы приравнять векто
ры а* и [Ьс], введем скалярный масштабней множитель к:

а*=/с[Ьс]. (2.3.7)!
Задача теперь сводится к определению величины коэффициен
та к. , •

Как известно, объем параллелепипеда V определяется сме
шанным произведением трех векторов

, V= а [Ьс]. (2.3.8)
Подставляя (2.3.7) в (2.3.8), получим

V=&a*/к, (2.3.9)
откуда, учитывая (2.3.6), имеем

K = lI v ,  (2.3.10)
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а следовательно,

P • Il

^ 
I или а* =  - be sin а  

V ' (2 .3 .11)

Аналогично можно получить выражение для других осевых век-
торов обратной решетки:

ь* =  [са]* V
, ь* = са sin P 

V ’ (2 .3 .12)

с* - i 5 ! l
V , С* = tab sin у 

V *
(2 .3 .13)

Единицы измерения осей обратной решетки А-1. Углы обрат
ной решетки а*, P*, 7* выражаются через параметры кристалли
ческой решетки легче всего с помощью правил сферической три
гонометрии. Для этого нужно сделать следующее построение 
(рис. 12). Совместим начало координат элементарной ячейки 
триклинной решетки с центром сферы произвольного радиуса. 
Обозначим эту точку буквой О. Обозначим точки пересечения

осевых направлений элементар
ной ячейки кристаллической ре
шетки с поверхностью сферы бук
вами А (пересечение сферы и 
оси а), В (сферы и оси Ь) и C 
(сферы и оси с). Взяв эти точки 
попарно, проведем на поверхно
сти сферы экваториальные дуги 
АВ, АС, ВС, которые являются 
сторонами сферического тре
угольника АВС. Стороны сфери- 
рических треугольников обычно 
выражаются в угловых едини
цах — градусах или радианах. 
Сторона AB равна углу АО В, т. е. 
углу у, а стороны AC и BC — уг
лам р и а. К плоскости большого 
круга, в которой лежат точки В, 
О и C1 из точки О проведем пер
пендикуляр до переселения с по- 

Точка А* называется полюсом к 
большому кругу, содержащему дугу ВС. Таким же способом по
строим цолюсы В* и С* к большйм кругам, содержащим дуги 
AC и АВ. Соединим точки А*, В* и С* попарно дугами, которые 
лежат на поверхности сферы, и являются частями окружностей 
с общим центром в точке О. Получится второй сферический тре
угольник со сторонами А*В*, А*С* и В*С*. Величины сторон 
будут равны углам обратной решетки 7*, р* и а* соответствен
но, что вытекает из построения.

Два сферических треугольника ABC и А*В*С* называются 
взаимно полярными, и, как доказывается в курсе сферической

Рис. 12. Взаимное расположение ба
зисных векторов кристаллической и 

обратной решетки

верхностью сферы в точке А*.
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тригонометрии [18], их стороны связаны следующими соотноше
ниями: . .

*  cos 6 cos V  —  cos аcosa = ---- -—-1--------- ,
s in  р s in  у

cosp - = _cqsjcosa-eosP  (2.3.14)
[sin Y sin а

*  cos a cos 6  —  cos Ycosy ------------- --------
S i n a s i n p i

■ - $ 1
Уравнения (2.3.11) — (2.3.14) лежат в основе расчетов парамет
ров обратной решетки по параметрам элементарной ячейки кри
сталла. Из них выводятся все остальные соотношения: для кри
сталлов более высоких сингоний, для расчета параметров эле
ментарной ячейки из экспериментально найденных величин па
раметров обратной решетки и т. д. Некоторые из них приведены 
в табл. 1. Доказательства важнейших соотношений можно найти 
в книге Бургера [19, с. 312]. Наибольшее значение имеют фор
мулы для триклинной сингонии, так как они имеют самый об
щий характер. Частные формулы для более высоких сингоний 
употребляются только при фотографической регистрации отра
жений на этапе предварительной оценки. Этот этап выполняется > 
вручную. При дифрактометрической регистрации дифракционной 
картины программа для управляющей ЭВМ обычно содержит 
формулы только для триклинной сингонии, так как составить и 
пользоваться программой, содержащей формулы для всех син
гоний кристаллов, значительно труднее, а выигрыша машинного 
времени практически нет.

Вернемся к выражению (2.3.3) и перепишем его в векторной 
форме, для чего обозначим длины векторов s — So, перпендику
лярных к отражающим плоскостям, через IH | =  —— , считая,

«ш
что индексы hkl не взаимно-простые числа и общий для них мно
житель— это порядок отражения. Векторное соотношение

S - S 0= H  (2.3.15)
называется интерференционным уравнением, которое может быть 
преобразовано в условия дифракции (2.1.14) и уравнение Вуль
фа—Брэгга (2.2.1). C точки зрения аналитической геометрии вы
ражение (2.3.15)— уравнение. сферы в векторной форме записи: 
вектор S0 фиксирует точку на поверхности сферы, вектор s яв
ляется бегущим, причем векторы s и S0 имеют общее начало и 
одинаковые длины |s | =  |s0| =  1/Х. Сфера, описываемая уравне
нием (2.3.15), называется сферой отражения, или сферой Эваль
да. Как только узел обратной решетки, характеризуемый векто
ром Н, попадает на поверхность сферы отражения, плоскость 
(hkl) заканчивает поворот в отражающее положение по- отно
шению к первичному пучку S0 и дифрагированный луч идет по 
направлению вектора s. .
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Т а б л и ц а  I

Соотношения между параметрами элементарных ячеек прямой 
и обратной решеток кристаллов различных сингоний [!9]

Триклинная сингония

а* =  •

6* =

be sin а  
V

r CLC sin P

с* =  

1

ab sin у

Ь*

a sin a* sin у a sin a  sin y*
I I

t b sin a* sin у b sin a sin y*
I I

а*'.Ь*:с* =  

cos а* =

с sin а* sin P с sin а sin Р* 

sin а sinP sin у
а Ъ ’ с

cos P cos у  — cos а

cos у*

sinP -siny  
cos а cos у — cos P 

sin а sin у 

CQS а COS P — COS у

COS Р* =

sin а 5*
sin а 'sinP 

sin Р* sin у*
sin а sin P sin у  

V* =  a*b*c* ( I +  2cos а* cos р* cos у* — 
— cos2 а* — cos2 Р*~— cos2 у*)1/2

V* =  —
V

Моноклинная сингония (с — ось 2)

 ̂ be 1

Ь* =

V
ас

' с* —

a sin у
_______1__

V b sin у 
ab sin у 1

V с
у* =  180° — у 
V =  abc sin у

d2 [ '
Zt2

(a /s in a )2 +

+  ■
U2

(6/sin P)2 
hk

(c/sin у ) 2 +

+  2 — -*■ (cos a cos P — cos у ) +ab .
Ih

+  2-r—  (cos у cos a — cps P ) +  
ca .
'kl I

+  %------(cos P cos у — cos a) L
be J

где £2 =  I +  2 cos a cos P cos у —
— cos2 a — cos2 p — cos2 y .

Ромбическая сингония 

a* =  I /а 
b* =  I Ib
C* =  I I c

V =  abc
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Продолжение табл. 1

Тетрагональная сингония 

а* =  1 /а 
с* =  1/с
V  = A 2C

* - Д [ —a L ( 1 -

Ромбоэдрическая ячейка 

I + c o s a 11/2

cos а* =  -

cos a ) (I + 2 c o s  а) 

cosa
I +  c o sa

Гексагональная сингония

• а* = 2 . 1 
V T  ' а

с

Кубическая сингония 

а* =  1/а
V =  O?

П р и м е ч а н и е .  Приведенные формулы выведены при условии IS0 1 =  | s | =  1/Я.

На рис. 13 изображено сечение сферы отражения плоскостью 
чертежа, в которой лежит один из слоев обратной решетки кри
сталла. Ось вращения кри
сталла перпендикулярна пло
скости чертежа. Центр сферы 
отражения лежит в точке А.
Рисунок демонстрирует воз
никновение одного отражения, 
однако часто одновременно 
возникают два и более отра
жений при синхронном пере
сечении сферы отражения не
сколькими узлами обратной 
решетки. Следует обратить 
внимание на то, что в выпол
ненном построении обратной 
решетки и сферы отражения 
радиус сферы отражения — 
переменная величина, т. е. 
зависит от длины волны рент
геновских лучей I s I =  I so I =
==1/Ai, а параметры обратной 
решетки постоянны и зависят 
только от параметров элементарной ячейки кристалла.

Если принять IsI =  | S0I =  I и тем самым фиксировать радиус 
сферы отражения для излучения с любой длиной волны, то раз
меры обратной решетки будут увеличиваться или уменьшаться 
прямо пропорционально длине волны рентгеновских лучей. Тогда

Рис. 13. Геометрическая интерпретация 
возникновения отражений с помощью 
обратной решетки, сферы отражения 1 

'и  сферы ограничения 2
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формулы табл. 1 можно использовать лишь после того, как пра
вые части всех уравнений, определяющих линейные параметры 
обратной решетки, будут умножены на длину волнь! X9 а квад
ратичная форма и формулы объемов ячеек обратных решеток — 
на X2 и А,3 соответственно. Соотношения между угловыми пара
метрами могут использоваться в приведенном виде.

Отметим некоторые особенности обратной решетки. Во-пер
вых, обратная решетка всегда центросимметрична. Если отраже
ние от плоскости (Iikl) происходит под углом 0, то от обратной 
стороны этой плоскости первичный луч отразился под тем же 
углом, так как межплоскостное расстояние, характеризующее 
отражающую плоскость, от поворота на 180° не меняется. При
нято обозначать «обратную сторону» отражающей плоскости 
(TikT)t если противоположная ей сторона той же плоскости ранее 
была обозначена (hkl). .

Во-вторых, полезно ввести понятие сферы ограничения наря
ду с понятием сферы отражения. Центр сферы ограничения по
мещается в конце вектора S0 (центр сферы отражения находится 
в начале этого вектора). Радиус сферы ограничения принимается 
равным двум (у сферы отражения радиус равен единице). 
Смысл этого понятия заключается в следующем: все узлы об
ратной решетки, находящиеся за пределами сферы ограничения, 
не принимают участия в отражении, так как не пересекают сфе
ру отражения. На рис. 13 центр сферы ограничения находится в 
точке В. Все узлы обратной решетки, находящиеся внутри сфе
ры ограничения, образуют обратное изображение.

В-третьих, сингония обратной решетки всегда совпадает с 
сингонией кристалла. Это очень важно для определения синго- 
нии кристалла, по рентгендифракционным экспериментальным 
данным. В-четвертых, из условий (2.3.5), вытекает, что узлы об
ратной решетки располагаются слоями, перпендикулярными к 
ребрам элементарной ячейки кристаллической решетки. Три на
бора плоскостей, перпендикулярных трем осям элементарной 
ячейки, пересекаются друг с другом в узлах обратной решетки.

§ 4. Рассеяние рентгеновских лучей «сложным» 
кристаллом. Структурная амплитуда

Откажемся от принятого ранее допущения о том, что в эле
ментарной ячейке кристалла содержится только один атом. Оно 
было нужно_ для того, чтобы в выражении-амплитуды дифраги
рованного кристаллом луча атомная амплитуда присутствовала 
в простейшем виде и можно было сосредоточиться на интерфе
ренционном факторе интенсивности, определяющем геометрию 
дифракционной картины. Закончив анализ интерференционного 
фактора, перейдем к другому важнейшему сомножителю в выра
жении интенсивности дифрагированного луча — структурному 
фактору.
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Итак будем считать, что в элементарной ячейке кристалла 
имеется несколько атомов разных химических элементов, кото
рые размещаются в разных частях элементарной ячейки. Назо
вем такой кристалл «сложным». Каждый атом в элементарной, 
ячейке сложного кристалла образует со своими аналогами в дру
гих ячейках простую подрешетку, поэтому сложный кристалл 
можно представить в виде суммы определенного числа вставлен
ных друг в друга простых подрешеток, одинаковых по своим 
геометрическим параметрам, и смещенных друг относительно 
друга. Если рентгеновский луч падает в направлении, не удовле
творяющем условиям дифракции (2.1.14) для одной из подреше
ток, то в силу коллинеарности векторов всех подрешеток эти ус
ловия ни для одной из них не выполняются. Если же усло
вия (2.1.14) выполняются, то для всех подрешеток сразу. Таким 
образом, направления дифрагированных лучей сложного кристал
ла остаются теми же, что и у простого кристалла.

Сложный кристалл не имеет дополнительных отражений по 
сравнению с простым кристаллом, но интенсивности отражений 
сложного и простого кристалла не совпадают. Строго говоря, в 
бесконечно малом объеме dV элементарной ячейки такого кри
сталла нужно считать электронную плотность р (г) отличной от 
нуля при любом г, где г — радиус-вектор из начала координат 
элементарной ячейки в любую точку ее объема. Иными словами, 
следует полагать, что электроны атомов распределены по всему 
объему элементарной ячейки, хотя это распределение неоднород
но— электроны концентрируются у ядер атомов. Электронная 
плотность меньше в областях химических связей и еще меньше 
в' остальных точках элементарной ячейки. Комплексная ампли
туда волны, рассеиваемой бесконечно малым объемом элемен
тарной ячейки dV, равна (по аналогии с (1.2.5)) при условии

а комплексная амплитуда волны, рассеиваемой всей элементар
ной ячейкой,

От выражения (2.4.2) можно перейти к соотношению Е3.я/Еэл, 
которое является комплексной амплитудой волны, дифрагирован
ной одной элементарной ячейкой и выраженной в электронных 
единицах. Это соотношение называется структурной амплитудой, 
обозначается E(H) (или E(S), если компоненты вектора S мо
гут принимать любые значения, а не только целочисленные, как 
в случае Н) и имеет важное значение в структурном анализе. 
Таким образом, из (2.4.2) имеем

I s I =  IS01 =  1
*£Еэ.я=£элр(г)ехр (i2nHr)dl/, (2.4.1)

E3.я == Еэл J р (г) exp (i2nHr) dV. (2.4.2)
V

(2.4.3)
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Эта формула применяется во многих теоретических исследо
ваниях, так как для выражений такого вида существует хорошо 
разработанный математический аппарат. Однако для практиче
ских расчетов структурных амплитуд рассеяния рентгеновских 
лучей кристаллами конкретных химических веществ интеграль
ная формула (2.4.3) неудобна. Поэтому пользуются другой фор
мой записи того же уравнения, . переход к которой становится 
возможным, если отказаться от первоначального представления 
о распределении электронов (пусть и неравномерном) по всему 
объему элементарной ячейки и предположить, что электроны 
полностью концентрируются вокруг ядер атомов и в результате 
кристалл рассматривается как совокупность дискретных атомов. 
Вся многолетняя практика рентгеноструктурного анализа под
тверждает допустимость такого упрощения модели строения ве
ществ для целей рентгенографической расшифровки кристалли
ческих структур.

Используя приближение дискретных атомов, для электронной 
плотности р(г) в элементарной ячейке можно записать следую
щее выражение: • ‘

P (г) =  £  Р/ (г — г/>’ (2-4-4>
/= 1

где р̂  (г—rj) означает электронную плотность /-го атома, центр 
которого характеризуется радиусом-вектором г,-. Подставляя 
'(2.4.4) в (2.4.3), получим

N .
F (И) =  £  J  P1 (г —г/) ехр (»2яНг) dV, . (2.4.5)

. '  /=1 Vf

В формуле (2.4.5) ввиду дискретности атомов использовано при
' N

ближение, аналогичное (2.4.4), а именно V — £  Vi, где Vj—

объем, занятый /-м атомом в элементарной ячейке. Подставляя 
в (2.4.5) г — Tj=r', имеем

' N
Z7(H )= X

/=I Vi .
И тогда, заменяя интеграл в (2.4.6) на получаем другую ча
сто встречающуюся форму записи структурной амплитуды:

N .
F (H) =  X  // ехр (»2яНг/). (2.4.7)

/=1  '

Г р (г') ехр (»2яНг') dVj ехр (12яНг,). (2.4.6)

В этой формуле используются векторные соотношения, которые 
не всегда удобны для практических расчетов. Поэтому от векто
ров перейдем к координатной форме записи. Вектор г} в базисе
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а, b, с, где а, Ь, с — векторы, задающие элементарную ячейку 
кристалла, может быть записан в виде

. ‘ г,=х,&+у,Ъ+г,с. (2.4.8)
Так как т, задает положение центров атомов, то Xf, у,, г, есть 
координаты /-го атома в базисе а, Ь, с. Вектор Н, как показано 
выше, направлен из начала координат обратной решетки в узел 
обратной решетки с индексами (hkl), где h, k, I — любые целые 
числа, причем обратная решетка задается другим базисом — а*, 
Ь*, с*, который с векторами а, Ь, с связан соотношениями (2.3.5) 
и (2.3.6). . '
Тогда при I s I =  IS01 = 1 . '

Н=Ла*+&Ь* +  /с* (2.4.9)
и начальная фаза дифрагированного луча в выражении (2.4.7) 
с учетом (2.3.6) преобразуется к виду

Чтj —hXj-\-kyj-\-lzj. (2.4.10)
В итоге получаем

N ■ "
F (H) =  £  f, exp [i2n (hxj +  Hyj +  Iz,)]. (2.4.11)

/=* ’

При переходе от амплитуды рентгеновского излучения к его 
интенсивности величина амплитуды умножается на комплексно
сопряженную величину. В результате получается множитель, на
зываемый структурным фактором. Объединяя уравнения (1.1.10)' 
и (2.4.11), а также учитывая, что множитель |Ф | 2 (2.1.10) при 
соблюдении условий (2.1.13) обращается в N2, получаем выра
жение дЛя интенсивности рентгеновского луча, рассеиваемого 
кристаллом:

/(И* = jO (-^-)2-^-JV°l'F(H)l“" <2'4Л2)
где через P обозначен поляризационный фактор, определяемый 
уравнением (1.1.11). Структурный фактор в уравнении (2.4.12) 
является тем сомножителем, который содержит всю информацию 
о расположении атомов внутри элементарной ячейки кристалла.

§ 5. Интегральная интенсивность 
дифрагированных лучей. Фактор Лоренца

На протяжении всех предыдущих параграфов этой темы ис
пользовалась упрощенная картина дифракции рентгеновских лу
чей на кристалле. Подразумевалось, что

1) кристалл имеет
— большие размеры,

... — идеальное строение, т. е., кристалл состоит из одного
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блока, кристаллическая решетка которого не имеет на
рушений;

2) рентгеновские лучи в пучке
— строго параллельны,
— строго монохроматичны.

На самом же деле обычно используемые в рентгеноструктурном 
анализе монокристаллы имеют размеры 0,1—0,5 мм, и, как пра
вило, кристалл стараются выбрать малых размеров для умень
шения поглощения рентгеновских лучей исследуемым кристал-

gtn г7У- 
Sint V

Рис. 14. График функции (sin*7t|))/(sins\|>) от ф /я

лом. Кроме того, реальные кристаллы имеют мозаичное строе
ние, т. е. каждый монокристалл срстоит из мелких блоков, слег
ка разориентированных друг относительно друга. Условия ди
фракции выполняются для каждого блока в отдельности, т. е. 
блоки рассеивают рентгеновское излучение независимо. Интер
вал мозаичности обычно не превосходит одного градуса.

Рентгеновские лучи в падающем пучке не строго параллель
ны. Любой, даже самый длинный и тонкий, коллиматор не может 
полностью устранить расходимость лучей, полученных в рентге
новской трубке. Более высокой является коллинеарность лучей в 
пучке синхротронного излучения, но и там имеется определенная 
расходимость пучка.

Наконец, рентгеновские лучи даже после отражения от моно
хроматора нельзя считать строго монохроматичными. Они почти 
всегда состоят из дублета Ka1Ot2-

Посмотрим, как изменяется идеальная дйфракционная кар
тина при переходе к реальным условиям эксперимента. Сначала 
откажемся от Представления о больших размерах кристалла, 
оставив в силе все остальные допущения. Оказывается, чем мень
ше размеры кристалла, тем больший объем имеют узлы обратной 
решетки. (Узлы обратной решетки были бы точками в том слу
чае, если бы кристалл был бесконечным.) Чтобы показать это, 
вновь обратимся к формуле интерференционного фактора
(2.1.10). Каждый из трех сомножителей в уравнении (2.1.10)
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является функцией, имеющей главные максимумы (рис. 14) в 
точках, определяемых уравнениями (2.1.13), причем каждый из 
этих максимумов имеет конечную ширину, равную расстоянию 
между двумя минимумами, примыкающими к главному макси
муму. Координаты этих минимумов на оси абсцисс определяются 
соотношениями:

1F1 =  A i t i - J - ,  1F3 =  Z J t i - I - .  (2.5.1)
N1 N2 N3

Следовательно, узел обратной решетки имеет форму параллеле
пипеда с длинами ребер:

AVi-2/ZVi, A1F2=2/iV2, A1F3= 2 IN3. (2.5.2)
Линейные размеры узла обратной решетки A1Fi, A1F2 и A1F3 вы
ражены здесь в долях ячейки обратной решетки а*, Ь*, с*, а 
в единицах длины обратного пространства они будут иметь зна
чения:

Ax* =  A1F1E* =(2/ЛГ,)а*, Ду* =  Д ^2Ь*= (2/iV2)b*,
Az* =A1F3C* =  (2/ЛГ3)с*. (2.5.3);

Тогда объем узла обратной решетки

Д Г =  Ах* [ Ду* Az*]]= — i —  Г  =  4  Г ,  (2.5.4)
• N  2 Ar з N  «

где У* =  а*[Ь*с*]— объем элементарной ячейки обратной решет
ки; N  — количество элементарных ячеек в кристалле.

В силу соотношения объемов ячеек кристаллической и обрат
ной решеток Vb- lKiIV  (при условии |s | =  |so| = l, У — объем 
элементарной ячейки кристаллической решетки) получаем .

Д Г = 81?
NV

81?

Fkp '
(2.5.5)

где Укр — объем кристалла.
Положение центра объема узла обратной решетки опреде

ляется уравнением (2.4.9). Любая другая точка узла обратной 
решетки должна быть задана тем же уравнением, но с нецело
численными h, k и Z. Однако, по традиции, индексы отражений 
плоскостей и т. п. всегда принимаются равными целым числам. 
Поэтому h, k и Z заменим коэффициентами g, tj и £, которые мо
гут принимать дробные значения, близкие к Zi, k и Z соответ
ственно. Введя обозначения

1Fi = |я, 1F2-Tjn, 1F3=Cji (2.5.6)
и подставив (2.5.6) в (2.1.10), получим

I ф  I2 __ sin2(яЛД|) ' Sin2(JtAl2T)) sin2(nN3Z) 
sin2(ng) sin2(m j) sin2(n£)

(2.5.7)

Итак, величина интенсивности рентгеновского луча, отраженного 
плоскостью (hkl) кристалла конечных размеров, определяется
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выражением (2.4.12), в котором множитель N1 2 заменен на интер
ференционный фактор (2.5.7): .

/(S) ( ^ ) 2 ^ W I f ( S ) I 2- ' (2-5.8)»

Рассмотрим более подробно зависимость формы узлов обрат
ной решетки от формы моноблочного (идеального) кристалла. 
Определить влияние огранки кристалла на форму ,узЛов обратной 
решетки можно довольно просто, если рассмотреть функцию фор
мы Ф(г). Она определяется следующим образом:

внутри кристалла 
вне кристалла

(2.5.9)

Как видно из (2.5.9), функция Ф(г) из бесконечного кристалла, 
характеризующегося распределением электронной плотности 
Pc0(г), выделяет функцию рКр(г), определяющую кристалл конеч
ных размеров и заданной формы
' рКР(г) = Роо(г)Ф(г). (2.5.10);

Фурье-преобразование рКр(г) дает структурную амплитуду Fkp(S) 
рассеяния (отнесенную к одной элементарной ячейке) кристалла 
заданной формы:

• Fkp (S) =  J  рКр (г) ехр (/2 л Sr) dV (2.5.11)
V

и, следовательно, описывает распределение величины Fkp в  зави
симости от вектора S, т. е. также характеризует форму и объем 
узла обратной решетки. Таким образом, для определения влияния 
габитуса кристалла на форму узлов обратной решетки необходи
мо выполнить фурье-преобразование правой части (2.5.10) . 'Обо
значим через .D(S) интеграл Фурье от функции формы кристалла
Ф( г) :

D (S) =  j  Ф (г) exp (t2nSr) dV =  J exp (t2nSr) dV. (2.5.12)
v KP • v KP

Интегрирование в (2.5.12) ведется по всему объёму кристалла 
VKp. Так как фурье-преобразование от произведения двух функ
ций выражается через свёртку их фурье-трансформант2, то из

1 Здесь для вектора обратной решетки использовано обозначение S, а не 
Н, как ранее, для того чтобы еще раз подчеркнуть, что компоненты вектора

-S  могут принимать не только целочисленные значения, как в случае ,Ht но и 
дробные
- ^ S=ga*+T]&* + £c*, H=ha*+kb*+lc*. .

2 Понятие «свёртка двух функций» часто используется в теории дифракции, 
поэтому знакомство с ним необходимо для студента, изучающего структурный 
анализ. В качестве пособия можно рекомендовать книгу [20], где рассмотрены 
основные свойства сверток и некоторые их приложения в структурном анализе 
кристаллов.
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(2.5.10) и (2.5.11) следует
. F yip( S )  = F o o ( S ) * D ( S ) ,  (2.5.13)

где F a o ( S )  — структурная амплитуда рассеяния бесконечным 
кристаллом, а символ * обозначает свертку двух функций. Рас
пишем подробнее свертку функций T700(S) и D ( S ) .  Так как ранее 
было указано, что в случае бесконечного кристалла узлы обрат
ной решетки являются точечными, т. е. F00 (S )= F 00(H) , ТО можно 
записать

^KP (S) = j  F00 (H) D( S -  H )> • .  (2.5.14)
, о*

Здесь интегрирование охватывает всю область обратного прост
ранства V*. Интеграл (2.5.14) по области v* можно разбить на 
сумму интегралов по отдельным узлам, характеризующимся век
тором обратной решетки Н; в свою очередь благодаря точечному 
объему отдельного узла интеграл по нему просто равен подын
тегральной функции, т. е. F OO (H )D (S -H ).

В результате для FKp(S) получим
Fkp(S) = ^ i F(Hkt)D (S -H ), (2.5.15)

ш .
т. е. форма узла обратной решетки для кристалла конечных раз
меров описывается функцией D (S—Н) (и поэтому зависит от 
габитуса кристалла), а его «вес» определяется значениями 
F ( h k l ) .  Так как функция D ( S—Н) при S =  H равна объему крис
талла VKp и, следовательно, не зависит от Н, то распределение 
D(S) одинаково для всех узлов h k l  обратной решетки, в том чис
ле и для нулевого *. Рассмотрим влияние внешней огранки крис
талла на форму узлов обратной решетки в том случае, если 
кристалл представляет собой ' параллелепипед с линейными 
размерами ребер, равными Au Аг, А$. Тогда функция D (S -H ), 
описывающая форму узлов обратной решетки, для H=O равна

A J  2 A J  2 A J  2

D (S) =  J - J  • I  ' ехр If2jt (I* +  4W +  &)] dxdydz =
—A J2  - A J 2  - A J 2

_  sin яA1I sin JiA2r\ rsin лА3£, g  j g ,

где | ,  т) и £ — компоненты вектора S. Функция (s in n ^ ii) /n l 
встречается в теории дифракции, ее график изображен на рис. 15 
(см., например^ книгу [1]).

• Как видно из рис. 15, график функции (s in n ^ i |) /n | представ
ляет собой затухающую косинусоидальную кривую с главным

1 Еще раз подчеркнем, что сейчас рассматривается идеальный кристалл ко
нечных размеров, влияние других факторов — мозаичности, конечности интерва
ла AX и неколлинеарности первичного пучка на форму узлов обратной решетки —  
будет учтено ниже. '



максимумом (при g = 0), значительно превосходящим остальные 
побочные экстремумы (функция в первом побочном минимуме
р а в н а ----- . Так как интенсивность дифракционной картины

1,5 я /
определяется квадратом модуля интерференционной функции 
Лауэ (2.1.6), то можно считать, что линейный размер узла обрат
ной решетки в направлении S = £a* определяется шириной глав
ного максимума, т. е. равен 2jA\. Таким образом, в случае конеч
ного кристалла, имеющего форму параллелепипеда, с линейными 
размерами ребер, равными А\, А% и Л3, узлы обратной решетки 
представляют робой также параллелепипеды, но с линейными 
размерами ребер, равными 2/Au 2/A2 и 2/Л3; аналогичный резуль
тат был получен ранее при анализе интерференционной функции 
Лауэ для кристаллов той же формы. Как видно из (2.5.16), при 
неограниченном возрастании линейных размеров образца получа
ются точечные узлы обратной, решетки, • характерные для беско
нечного идеального кристалла.

Для образца, имеющего форму сферы, радиуса Ri как обычно, 
удобно перейти к сферическим координатам, в результате чего 
для.D(S)  имеем

Л  2Я

f exP
0 0 0

(i2n IS 11 г I cos 6') гг sin 6' drdb' dq>. (2.5.17)D (  S ) -  f

Рассуждая, как и в ранее подробно разобранном выводе атомной 
амплитуды f(S)  для сферически-еимметричнбй электронной плот
ности р(г) (здесь р (г) =  1), получаем

. D(S) =  4яГг* dr,. P =  JiLiiH l
J  [Ir X =  2jc|S |. (2.5 .1 8)

Последний интеграл легко берется по частям [21]. Обозначим 
х = \хг, тогда можно записать

IbijR M<R M--R
щ $ )  =  -й .  J xsin xdx = 4л Sin X XCOSX

4 я R3 3(sinp/? — pftcosp#)
з (itfj*

=  -Н-я/??Ф (рЯ).
О (2.5.19)

Здесь сомножитель 4я/?3/3 обозначает объем кристалла, а функ
ция Ф(рЯ) часто используется в теории дифракции, ее график 
изображен на рис. 16. Как и ранее, без большой ошибки можно 
считать, что «ширина» узла обратной решетки определяется ши
риной главного максимума. Как видно из графика, первый раз. 
функция Ф(р#) обращается в ноль при р#*®4,5, т. е. протяжен
ность узла обратной решетки S«4,5 /(2rti?) «1/(1 ,4 i?). Таким об-, 
разом, сферическому кристаллу с радиусом R соответствует сфе
рическая форма узлов обратной решетки с радиусом ■—1/ ( 1,4 R),
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Бесконечное увеличение радиуса сферического кристалла приво
дит к точечной форме узлов обратной решетки, характерной для 
бесконечного кристалла. Указанным выше путем можно в прин
ципе проследить влияние любого внешнего габитуса кристалла на 
форму узлов обратной решетки. *

Однако делать вывод о форме пятен на рентгенограммах из  ̂
этих заключений преждевременно, так как надо еще учесть из--

Sin 
Sr?

.JL - i . vAt At At

Рис. 15. График функции (sin я .Aie)/ 
/ ( я | )  в зависимости от £

Ф(/иЛ)

Рис. 16. График функции Ф(\хЯ) 
от \iR

менения в дифракционйой картине при отказе от идеального 
строения всего кристалла в целом.

Именно то обстоятельство, что узлы обратной решетки имеют 
вполне определенный объем и форму, влечет за собой важные 
изменения в дифракционной картине, которая получается при ис
пользовании точечных узлов обратной' решетки. Рассмотрим пе
ресечение сферы отражения узлами обратной решетки конечных 
размеров под малыми и большими углами 0 (рис. 17) при вра
щении обратной решетки во
круг оси, проходящей через 
точку О перйендикулярно пло
скости чертежа. Как только 
узел обратной решетки коснет
ся сферы отражения, возникает 
отражение в направлении от 
центра сферы отражения к то
чке касания; Отражение на
блюдается до тех пор, пока. 
узел отражения пересекает 
сферу отражения любой сво
ей частью.

В отличие от точечного 
приближения узел обратной 
решетки с конечным объе
мом пересекает сферу отра
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жения в некотором диапазоне углов поворота кристалла вокруг 
оси вращения. От величины объема и формы узла обратной ре
шетки, а также от величины угла 0 зависит величина угла пово
рота кристалла, при котором узел обратной решетки пересекает 
сферу отражения какой-либо своей частью. C ростом угла 0 уве
личивается диапазон углов е, в котором кристалл находится в от
ражающем положении. При малых углах 0 узел обратой решетки 
пересекает поверхность сферы отражения. приблизительно вдоль 
ее радиуса, а при больших углах 0 траектория движения узла 
обратной решетки сближается с касательной к поверхности сфе
ры отражения. В силу этих отличий длина следа на сфере, отра
жения от пересечения с узлом обратной решетки увеличивается 
с ростом угла отражения. Это означает, что возрастает диапазон 
углов, в котором, распространяются отраженные кристаллом лучи 
(Q): на рис. 17 8i<82 и Qi< Q 2.

Из сказанного вытекают два вывода. Во-первых, для получе
ния пучка лучей, отраженных всем объемом кристалла, необходи
мо повернуть кристалл на некоторый малый угол е, причем вели
чина поворота зависит от ряда факторов, в том числе и от вели
чины угла отражения 0. Отраженные лучи рассеиваются кристал
лом в некотором диапазоне углов Q, величина которого также за
висит от угла 0. Во-вторых, интенсивность отраженного луча, 
распространяющегося вдоль радиуса сферы отражения, проходя
щего через точку пересечения сферы отражения с центром объ
ема узла обратной решетки, максимальна, но составляет часть 
от общего потока излучения рассеянного данной плоскостью 
(Jikl) кристалла. Суммарную интенсивность рентгеновских лучей, 
рассеянных плоскостью \hkl) в диапазоне углов Q, принято назы
вать интегральной. Ее величина зависит от угла отражения 0. 
Выявим- характер этой зависимости. Для этого используем спо
соб, который предложил Джеймс, и определим интенсивность лу
ча, отраженного кристаллом конечных размеров, купающимся в 
пучке рентгеновских лучей. .

На рисунке 18, а изображена четверть сферы отражения. Бу
дем считать I so I =  I s I — 1 и примем радиус сферы отражения за 
единицу масштаба, причем положим, что она в реальномчщрост- 
ранстве равна расстоянию от кристалла до точки наблюдения, 
которое выше обозначалось R, тогда OC=OMu=R = 1. Окруж
ность с центром в точке M схематически- изображает контуры 
объема узла обратной решетки. Дифрагированные лучи идут 
в любом направлении, соответствующем пересечению по линии 
D М'М" E сферы отражения с объемом узла обратной решетки. 
Обозначим одно из таких направлений линией OM', а бесконечно 
малый телесный угол, осью которого является линия 'OM', обо
значим . dQ. Тогда площадь, вырезанная телесным углом dQ на 
сфере отражения вокруг точки M', равна R2dQ, где R = OM' = 
= OMu=OC=I, а поток излучения, рассеянного внутри угла 
dQ, будет равен IR2dQ, где I  —  интенсивность, определяемая 
уравнением (2.5.8). Следовательно, полная энергия излучения,
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рассеянного внутри угла, определяемого пересечением сферы от
ражения с объемом узла обратной решетки, равна $IR2dQ. В силу 
того что радиус узла обратной решетки много меньше, чем ра
диус сферы отражения, заменим сферическую поверхность на 
пересечении сферы отражения с объемом узла обратной решетки 
плоскостью, перпендикулярной к радиусу ОМ. Обозначим прямо—

Рис. 18. К выводу формулы интегральной интенсивности: а — схема хода 
лучей до поворота кристалла; б — после поворота (на рисунке выбраны 

произвольные пропорции в целях наибольшей наглядности)

угольные координаты точки M' через х и у, а сечение телесноп* 
угла dQ с плоскостью аппроксимируем прямоугольником dxdy. 
Тогда dQ=dxdyl(OM')2=dxdy и

/ IR2dQ—R2JIdxdy= I'. (2.5.20)
Теперь повернем кристалл по часовой стрелке на бесконечйо- 

малый угол de. Рассмотренное нами сечение узла обратной ре
шетки сферой отражения займет нЬвое положение, обозначенное 
на рис. 18,6 дугой DNM"E, а на сферу отражения выдвинется 
другое сечение узла обратной решетки, обозначенное FM'MG. 
Проведем дополнительное построение. Дугу DNM"E проведем до 
пересечения с точкой C и отметим ее центр точкой О. Рентгенов
ские лучи распространяются вдоль линии О'С, поэтому в точке 
О' находится центр -сферы отражения. Угол поворота кристалла 
dz взят бесконечно малым, поэтому треугольник ОО'С, хотя и 
является равнобедренным, можно считать почти прямоугольным. 
То же самое можно сказать и о треугольнике ММ"С. Вследствие 
малости угла de Дуги CM и СМ" можно считать практически кон
центрическими в той их части, где они пересекают узел обратной 
решётки конечного объема. Рассмотрим теперь треугольник 
СММ". Сторона CM этого треугольника равна |s—So|, а ММ"— 
= CM s in d e « | s—s0|rfe. В треугольнике MNM" угол NММ" мож
но считать равным 0, a MNM" — прямым. Отсюда MN  =
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=  AfiwffCosO =  I s - S 0IdecosO. Примем направление OM за 
ось Z ортогональной системы координат. Тогда AfiV = dz. Следо
вательно,

de = dz (2.5.21)
I S —  S0 I cos 0

Интегральная интенсивность отражения £(Н ) равна сумме от
ражений при всех возможных положениях кристалла по отноше
нию к падающему пучку: .

E (H) = J/'de. (2.5.22)
C учетом (1.2.14) и (2.5.20) имеем

R2E ( H)
s i n  2 6

J Idxdy dz. (2.5.23)

Объединяя (2.5-23) с уравнением (2.5.8) и считая, что величи
на I^(H)I2 в пределах узла обратной решетки практически 
постоянна, получаем

Е (Н)=7° (-£г)2 р 1 f (Н) |2 ̂ л ф |2dxdydz- (2-5-24)
Интеграл в правой части уравнения (2.5.24) надо брать по всему 
объему ,узла обратной решетки. Заменим элементарный объем 
dxdydz на элементарный объем обратного пространства, выра
женный в долях объема элементарной ячейки кристалла

. dxdydz =  Vdtdndt, =  -y d g d r|d £ ,

где коэффициент K3 вводится потому, что радиус сферы отраже
ния выбран равным единице.

Тогда для кристалла, имеющего форму параллелепипеда, ин
теграл в правой части уравнения (2.5.24) распадается в соответ
ствии с формулой (2.5.7) на произведение трех интегралов вида

К = —  Г ..sinY lltE) d (Jtg). (2.5.25)
я J Sin2(Jtl) v ь у '

Так как N\ для реальных кристаллов велико, то линейные раз
меры узла обратной решетки очень малы — 2/JVi, а следователь
но,. мало значение произведения я |.  По этой причине можно за
менить в знаменателе уравнения (2.5.25) э т 2(я |) на ( я |) 2. Такая 
замена означает ликвидацию всех главных максимумов подын
тегрального выражения в (2.5.25) кроме рассматриваемого, что 
позволяет заменить пределы интегрирования в уравнении (2.5.25) 
с ±  l/N\ на ±оо. Эти преобразования приводят к табличному ин
тегралу

К = Ni
л

—во

Sin2(Af1Kl)
.(tfiK| ) 2

d (N1Jit) = N 1, (2.5.26)
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откуда
л  ф I2 dxdydz = b3N̂ V 3 =  2 ^ р  > (2.5.27)

и в целом

, £<н>=Ч ^)"3 |т |^ ^  <2-5-28>
где V — объем элементарной ячейки кристалла, а Укр — объем 
.кристалла.
. Таким образом, интегральная интенсивность отражения от 
кристалла конечных размеров определяется формулой (2.5.28), 
но при условии, что кристалл находится в монохроматическом 
пучке и все точки объема каждого узла обратной решетки выво
дятся на сферу отражения вращением кристалла с некоторой 
постоянной скоростью. -

Последний множитель в уравнении (2.5.28) возникает при пе
реходе от максимальной к интегральной интенсивности и описы
вает обсуждавшуюся выше зависимость величины интегральной 
интенсивности от угла отражения 0. Он называется фактором ин
тегральное™, или фактором Лоренца, и обозначается буквой L. 
В ходе вывода уравнения (2.5.28) все преобразования выполня
лись в предположении, что падающий и отраженные лучи лежат 
в экваториальной плоскости, т. е. плоскости, проходящей перпен
дикулярно оси вращения кристалла через центр сферы отражения 
(см. рис. 18, а и б: вектор обратной решетки CM вращается 
в плоскости чертежа и в той же плоскости находятся центр сферы 
отражения О, падающий и отраженный лучи — OC и OM соот- 

,ветственно). Именно в силу этого предположения последний мно
житель имеет значение 1/sin 20. Если бы взаимное расположение 
рентгеновских лучей оси вращения кристалла было иное, то на 
месте множителя 1/sin 20 в уравнении (2.5.28) стояло бы другое 

-выражение.
Найдем уравнение в общем виде, определяющее величину 

фактора Лоренца для вращающегося с постоянной угловой ско
ростью кристалла. Прежде всего выясним физический смысл 
фактора Лоренца. Знаменатель в формуле

L =  1/sin 20

с учетом выражения (1.2.14) примет вид

L = — =---- --------
I S — Sg I COS 0

(2.5.29)

(2.5.30)

Умножим и разделим правую часть уравнения (2.5.30) на скаляр
ную величину © — угловую скорость вращения кристалла. Про
изведение угловой скорости вращения на модуль радиуса-векто
ра © I s—So | , как известно из классической механики, равно мо
дулю. линейной скорости конца радиуса-вектора, т. е. узла обрат-
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ной решетки, определяемого вектором s—so,
со I s— S0 1 =  IV I. (2.5-31 J

Учитывая, что произведение |v |cos8 (рис. 19) равно нормаль
ной составляющей линейной скорости узла обратной решетки 
IV» I, находим, что фактор Лоренца '

L =  Y fV  (2-5.32)I Vrt I
обратно пропорционален линейной скорости пересечения сферы 
отражения узлом обратной решетки вдоль радиуса сферы отра
жения. Коэффициентом пропорциональности является угловая 
скорость кристалла, которую можно принять равной , единице*

Рис. 19. Расположение вектора ско
рости узла обратной решетки при 
его вращении в экваториальной пло

скости

Рис. 20. Обозначения углов, образуе
мых направлениями падающего н от
раженного лучей с  экваториальной 

плоскостью сферы отражения

так как интерес представляет не абсолютная величина L, а ее 
изменение при изменении угла отражения 0. Окончательно полу
чаем

(2.5.33>

Рассмотрим ход рентгеновских лучей при отражении от крис
талла, ось вращения которого ориентирована относительно пада
ющих лучей произвольно (рис. 20). Обозначим направление пада
ющего луча линией АВ, проекцию этого направления на эквато
риальную плоскость — EF, направление ■ дифрагированного лу
ча — OD и проекцию OD на экваториальную плоскость — ОС.

В рентгеноструктурном анализе приняты следующие обозначе
ния: угол AOE=BOF — р, угол COD.— v, угол COF — Т, а угол 
BOD — 20. В общем случае р=й=0, \ф 0 , p ^v , Т#=0.

Допустим, что кристалл вращается вокруг одного из ребер- 
элементарной ячейки кристаллической решетки, совмещенной 
с линией BB' (рис. 21). Тогда слои обратной решетки, перпен-
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дикулярные оси вращения кристалла, пересекают сферу отра
жения по окружностям, плоскости которых параллельны эквато
риальной плоскости. Выделим одну из таких окружностей с цент
ром в точке О'. Точку пересечения плоскости, проходящей через 
эту окружность, с осью вращения обозначим В'. Будем считать,

Ряс. 21. К выводу фактора Лоренца для общего случая дифракции 
рентгеновских лучей на вращающемся кристалле

что один из узлов обратной решетки пересекает сферу отражения 
в точке D: Вектор обратной решетки BD разложим на две вза
имно перпендикулярные компоненты BB' и B'D.

Определим проекцию вектора линейной скорости v движения 
узла обратной решетки D на радиус сферы отражения DO. Для 
этого разложим вектор v на составляющие Vt и vr, лежащие 
в плоскости круга с центром в точке О', а затем вектор Vr вновь 
разложим на составляющие, одна из которых — Vn — и есть иско
мая проекция (плоскость, проходящая через концы векторов 
V, Vr и vn, перпендикулярна прямой DO).

Рассмотрим' треугольник BrDO'. Прямая BrD является ради
усом-вектором для точки D, вращающимся вокруг оси BB'. Сле
довательно, вектор V перпендикулярен вектору B'D. Если обо
значить угол между векторами v  и Vr через б, то угол B'DO'
окажется равным —— 6. Отрезок OB по построению равен
IS01 =  1, а следовательно, ОВ"=ВО'—cos р. Из треугольника 
B'DO' следует, что .

sin Г IB'DI (2.5.34)
COSfi
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откуда
[ B'D I cos б = sin T cos p. (2.5.35)'

C другой стороны,
I v„ I =  I vr I cosv, I vr I =  I v I cos 6, I v I =co I B'D I (2.5.36)

или
I v„ I =tt> I B'D I cos 6 cosv. (2.5.37)

Подставляя (2.5.35) в (2.5.37), получаем
Ivn I=SinTcosijICosv (2.5.38)

и соответственно

L =  ■ ■ 1 . ■ . (2.5.39)
COS | l  COS V  S in  Г

Это выражение справедливо для методов Вейсенберга и фото
графирования обратной решетки с помощью КФОР'а. Выражение 
для фактора Лоренца в прецессионном''методе съемки рассматри
ваться здесь не будет. Запишем уравнение (2.5.28) в общем виде:

я  (H) =Z0 ( - £ г )  P ^ F ( H )  \2~ R -L . (2.5.40)

Выражение (2.5.40) справедливо для кристаллов с идеальной 
кристаллической решеткой. Мозаичное строение реальных моно
кристаллов, состоящих из блоков, слегка разориентированных 
друг относительно друга, приводит к тому, что кристалл, поме
щенный в пучок монохроматичных, коллинеарных рентгеновских 
лучей, никогда не рассеивает рентгеновские лучи всем своим 
объемом. Отдельные блоки рассеивают лучи независимо, причем 
отражают лучи только те блоки, для которых закон Вульфа— 
Брэгга выполняется строго, а каждый из остальных блоков начи
нает отражать тогда, когда кристалл поворачивается на нужный 
для данного блока угол, но при этом те блоки, которые отража
ли, выходят из отражающего положения.

Таким образом, законы дифракции рентгеновских лучей крис
таллом, рассмотренные ранее, и, в частности, формула (2.5.40) 
применимы на самом деле к блокам мозаичного кристалла, а не 
к кристаллу в целом. Интенсивность отраженного кристаллом 
луча равна сумме интенсивностей лучей, рассеянных отдельными 
блоками кристалла. Отсюда можно сделать вывод: чтобы полу
чить полную интенсивность излучения, отраженного заданной 
плоскостью (hkl) всех блоков кристалла, необходимо повернуть, 
кристалл на угол, равный интервалу мозаичности кристалла. Ре
зультирующая интенсивность есть интегральная интенсивность 
отражения реального кристалла. *

Рассмотрим теперь структуру узла обратной решетки мозаич
ного кристалла. Каждому блоку соответствует узел обратной ре
шетки, который имеет конечный объем и определенную форму 
из-за конечности размеров кристаллической решетки блока
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идеального строения. Длины векторов обратной решетки у всех 
блоков для данной плоскости hkl одинаковы. Начала координат 
этих векторов находятся в отдельных блоках, а благодаря этому 
концы векторов, определяющие форму узла обратной решетки, 
в определенной мере повторяют форму кристалла. В каждом 
кристалле размером 0,1 мм в поперечнике могут быть миллионы 
блоков, поэтому узлы обратной решетки отдельных блоков сли
ваются в узел обратной решётки кристалла, форма которого пов
торяет форму кристалла. При вращении кристалла разные узлы 
обратной решетки пересекают сферу отражения в разной ориен
тации относительно поверхности сферы отражения и, как резуль
тат, контуры сечения пучков отраженных лучей для узлов обрат
ной решетки с разными индексами отличаются (рис. 22).

Следовательно, мозаичное строение кристаллов определяет 
форму сечения отраженного пучка лучей — такую, какова про
екция кристалла, находящегося в отражающем положении, на 
плоскость, перпендикулярную отраженному пучку. На рис. 22, а 
показано, что ширина сечения Da пучка лучей, отраженного уз
лом Af меньше ширины сечения Db пучка лучей, отраженного уз
лом В (рис. 22,6). Е сли структурные факторы отражений А и В 
совпадают, то равные интегральные интенсивности отраженных 
лучей распределяются в двух пучках — А и В — по сечениям 
разной площади: площадь сечения отражения В больше площади 
сечения отражения А• Это означает, что плотность потока излуче
ния на единицу площади в пучке В ниже, чем в А . Отсюда мак
симальная интенсивность, определяемая в точке, в пучке В мень
ше, чем в А Для того чтобы найти интегральную интенсивность 
отражения, нужно измерить интенсивности лучей по всей ширине 
сечения пучка и сложить их.

Зависимость интенсивности отражения от угла поворота крис
талла часто изображают графически. На рис. 22, а и б площади 
под кривыми распределения интенсивности равны, хотя кривые 
и имеют разный профиль. Профилем отражения в рентгенострук
турном анализе называется кривая зависимости интенсивности 
от координаты точки измерения интенсивности внутри углового 
интервала, определяемого шириной сечения отраженного пучка 
лучей.

Следующий этап исследования дифракционной картины, воз- 
йикающей в реальных условиях, — это отказ от монохроматич
ности рентгеновского излучения.

Наличие рентгеновских лучей с длинами волн Xi и X2 в отра
женном от монохроматора пучке можно изобразить на чертеже 
двумя обратными решетками, отличающимися друг от друга 
масштабным коэффициентом Х1/Х2 (рис. 23). Для каждой из двух, 
обратных решеток выполняются соответствующие построения, 
при этом оказывается, что при малых углах отражения 0 два 
пучка лучей — от излучения ai и схг — сливаются в один общий, 
а при больших углах отражения 0 может произойти разделение 
Двух пучков и отражение от кристалла регистрируется в виде
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дублета. Величина угла 0, с которого начинается разделение от® 
раженного пучка лучей на две части, зависит в первую очередь 
от интервала мозаичности кристалла, а также от размеров крис
талла и соотношения длин волн Я1Д 2.

Рис. 22. Пересечение сферы отражения узлами обратной 
решетки мозаичного кристалла: рисунки а и б отлича

ются углами поворота кристалла

Таким образом, наличие в рентгеновском пучке, омывающем 
кристалл, лучей с разной длиной волны приводит к тому, что от
раженные лучи регистрируются в некотором интервале углов. 
Это обстоятельство является еще одной причиной, приводящей 
к необходимости введения понятия интегральной интенсивности* 

Наконец, отказываясь от коллинеарности рентгеновских лу
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чей, изобразим фокус рентгеновской трубки не в виде точки, а 
в виде штриха AB (рис. 24). Рассмотрим лучи, попадающие на 
кристалл из крайних точек фокуса. На этих лучах должны быть

Рис. 23. Графическая интерпретация дифрак
ционной картины от немонохроматического из-

Рис. 24. Дифракция монохроматических рентгенов
ских лучей, исходящих от неточечного фокуса рентге

новской трубки

построены две сферы отражения с центрами в точках О и О'. 
Так как между крайними падающими лучами OC и О'С можно 
провести бесконечное количество лучей, сходящихся в точке С, 
то и отрезок OO' представляет собой геометрическое место беско
нечно большого числа центров сфер отражений. В результате 
кристалл. находится в отражающем положении все время, пока
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узел обратной решетки движется в пространстве между двумя 
сферами отражения с центрами в точках О и О'. ,

Отраженные лучи находятся в некотором угловом интервале. 
Следовательно, неколлинеарность рентгеновских лучей — четвер
тая причина, влекущая за собой введение понятия интегральной 
интенсивности.

Из четырех перечисленных здесь причин, благодаря которым 
следует ввести понятие интегральной интенсивности, только пер
вая — конечность размеров кристалла — изменяет вид формулы, 
определяющей интенсивность рассеянного излучения при перехо
де от максимальной интенсивности к интегральной (при данном 
методе съемки). Влияние трех других причин может быть учтено 
простым суммированием интенсивности излучения, рассеянного 
в пределах определенного телесного угла.



Тема 3
Симметрия |F |2 -тела и её связь 
с симметрией кристаллической 
структуры

Краткое содержание темы
Симметрия дифракционной картины ( | F |2-тела) непосредствен

но связана с симметрией кристаллической структуры. При наличии 
в структуре элементов симметрии (R|t) (R — оператор симмет
рии точечной группы, a t  — оператор трансляции) между струк
турными амплитудами имеется следующая связь: F(H) =  
= ехр (i2nHt)F(R-iH) или после перехода к | ^ | 2-телу 
|F (H ) |2= |F (R -> H )|2. Последнее соотношение определяет сим
метрию дифракционной картины, которая описывается одиннад
цатью центросимметричными точечными группами, так как по за
кону Фриделя ^ | 2-тело имеет центр симметрии независимо от 
того, присутствует он в кристалле или нет, Симметрия атомной 
амплитуды /«(S) также определяется элементами симметрии R 
точечных групп /«(S) =/«(RS). При переходе к условиям ано
мального рассеяния имеет место нарушение закона Фриделя в не
центросимметричных кристаллах. В центросимметричных крис
таллах он остается в силе, но структурная амплитуда становится 
комплексной величиной. Симметрия дифракционной картины 
в случае аномального рассеяния определяется 32 точечными 
группами симметрии. .

§ 1. Правила погасаний рефлексов

Уравнение (2.4.11), определяющее' величину структурной ам
плитуды, выведено в предположении, что элементарная ячейка 
кристалла является примитивной и атомы внутри ячейки не свя
заны друг с другом никакими элементами симметрии. Такое пред
положение было сделано в начале второй темы и везде далее 
подразумевалось и использовалось. Теперь рассмотрим. законо
мерности дифракции рентгеновских лучей на непримитивных 
кристаллических решетках.

Все законы дифракции, выведенные в предыдущих парагра
фах, полностью ^справедливы и для непримитивных решеток. 
Однако в дифракционной картине, полученной от непримитив
ных решеток, появляются дополнительные закономерности. При
чина их возникновения заключается во взаимосвязи координат
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■атомов одной и той же химической природы, входящих в одина
ковые фрагменты молекул элементарной ячейки. Поясним это 
на примере. .

В кристаллах с объемно-центрированной элементарной ячей
кой все ато'мы попарно связаны между собой вектором ,

• [ 2 2 2 .
вследствие чего атомы в элементарной ячейке имеют координаты: 

X,, y h Zj И х' = X /+  -у ,  ^ = 0/ +  -!-, z'f = z . + - L '  (3.1.1)

Подставляя эти координаты в уравнение (2.4.11), получаем
N /2 . *

F (H) ^  S  6ХР ^2jt f̂ix* ^  k^i ^  ^
/=1 - -

N12

+  j / , e x p  [й я  [н ( * ,+  y ) +  k (уI +  у )  +  1 (Z/ +  т )  ] )  =
7=1 ~

N l  2

■= // ехр [12я (hxj +  kyt +  hj)\ ( I +  exp [in (h +  k +  Z)]} =
/=«

N/2
=  2 cos2 (h +  k +  /) j exp [i2n (h x +  kyt +  lzj)\, (3.1.2)

где N  — количество атомов в элементарной ячейке.
Коэффициент cos2 [я (Л+ k+ l) /2] в силу целочисленности 

/г, k и I может принимать только два значения: единицу при 
h+ k+ l= 2n  и ноль при h + k+ l= 2 n + 1. Это означает, что струк
турная амплитуда всех рефлексов с нечетными суммами индексов 
узлов обратной решетки равна "нулю, следовательно, интенсив
ности отражений также равны нулю. О таких отражениях гово
рят, что они погашены, а закономерности в сочетаниях индексов 
h, к и / у погашенных рефлексов называют правилами погаса
ния. Описанный прием позволяет найти правила погасаний для 
всех типов решеток Браве, а также для любых непримитивных 
решеток в нестандартной установке.

Погасания отражений вызываются не только непримитив
ностью кристаллической решетки, но и элементами симметрии, 
обладающими трансляционными переносами, т. е. плоскостями 
скользящего отражения и винтовыми осями. _

Возьмем для примера пространственную1 группу Cs2 = Pb^ и 
преобразуем формулу структурной амплитуды (2.4.11). Предва
рительно в (2.4.11) объединим члены от пар атомов, связанных 
плоскостью скользящего отражения (плоскость b перпендикуляр

1 В советской научной литературе термины «пространственная группа» и
«федоровская группа» эквивалентны.
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на оси Z):
exp [йя Qixj + kyf + Izj)] +  exp [йя (Hxj +  kyt — Izj +  6/2)] =

=  exp [t'2n (hxj +  kyj +  6/4)] {exp [й я  [Izj — 6/4)] +
+  exp [i2n (—— Izj +  6/4)]} =  exp [йя (Iixj +

+  kyj +  &/4)]2cos[2n(/z/ — 6/4)], (3.1.3)
после чего получим формулу (2.4.11) в виде

N / 2
' F (H) =  2 // cos [2я (Izj — 6/4)] ехр [й я  Qixj +  kyj +  6/4)]. (3.1.4)

/■=I
Сомножитель cos[2n(lZj—k/4)] превращается в ноль при /=O и 
6 = 2 « + 1. Это значит, что для всех рефлексов MO с нечетными 
k структурная амплитуда равна нулю и на фотографии слоя об
ратной решетки все отражения MO с 6 = 2 « + 1 будут погашены. 
Для плоскости скользящего отражения типа а на том же слое по
гашенными были бы рефлексы с нечетными h. Аналогично можш> 
показать, что винтовые оси вызывают погасания части отражений 
600, 060, 00/. Всевозможные погасания для всех федоровских 

. групп перечислены в первом томе Интернациональных таблиц 
рентгеновской кристаллографии (8], так что нет смысла их запо
минать и давать выводы для каждого конкретного случая. Поэто
му можно ограничиться приведенными примерами, но полезно- 
знать следующие простые правила.

1. Непримитивные решетки вызывают погасания отражений во 
всем объеме обратного изображения. Ячейка обратного изобра
жения базо- или бокоцентрированной кристаллической (прямой) 
решетки является также базо- или бокоцентрированной. Однако* 
обратное изображение гранецентрированной решетки имеет мо
тив объемно-центрированной решетки- и, наоборот, узлы в обрат
ном изображении объемно-центрированной кристаллической ре
шетки располагаются по гранецентрйрованному мотиву.

2. Плоскости скользящего отражения вызывают погасания 
только в тех координатных плоскостях обратного изображе
ния, которые расположены параллельно плоскостям скользящего 
отражения кристалла. Например, в моноклинной группе Pl lb  
плоскость скользящего отражения располагается вдоль осей а иг 
Ь, а в обратном изображении погасания сосредоточены в плоскос
ти (HkO) при 6 = 2 « + 1.

3. Винтовые оси гасят рефлексы в тех осевых рядах обрат
ного изображения, которые расположены параллельно винтовым 
осям кристалла. Например, в моноклинной группе P112i винто
вая ось проходит вдоль оси с, а в обратном изображении погаса
ния сосредоточены вдоль направления [00/] с /= 2 « + 1 .

4. Плоскости зеркального отражения, оси поворотные и ин
версионные, а также центр симметрии погасаний не вызывают.

Теперь можно вернуться к сопоставлению обратного изобра
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жения с обратной решеткой и назвать второе различие между 
ними: в обратном изображении, в отличие от обратной решетки, 
отсутствуют узлы из-за погасаний, обусловленных непримитив
ностью решетки, а также в силу наличия плоскостей скользяще
го отражения и винтовых осей. Несмотря на явные различия 
между обратным изображением щобратной решеткой, в литерату
ре в большинстве случаев используется одно понятие — «обрат
ная решетка», которое включает в себя оба понятия — обратное 
изображение и собственно обратную решетку. Дальнейшим раз
витием представления об обратном изображении является пред
ложенный Г. С. Ждановым образ |,Р|2-тела, который представля
ет собой обратное изображение, при этом его каждому узлу при
писывается вес, равный величине структурного фактора \F|2 
данного отражения, !^^-тело имеет симметрию центросимметрич
ных точечных групп. Это связано с центросимметричностью ди
фракционной картины. Ранее уже упоминалось о центросиммет
ричном расположении узлов обратной решетки. Теперь можно 
добавить, что и весовая функция тоже является центросиммет
ричной, т. е. IF(H)I2=IT7(H)I2 (более подробно об этом 
см. ниже).

Структурные факторы берутся в качестве весов к узлам об
ратного изображения при построении | ^ | 2-тела потому, что их 
величина зависит только от структуры кристалла. Если вместо 
факторов взять интенсивности отражений, то симметрия полу
ченной картины только приблизительно будет совпадать с сим
метрией IT712-тела, так как на величину интенсивности каждого 
рефлекса влияет много второстепенных факторов, например пог
лощение рентгеновских лучей кристаллом, одновременные отра
жения и т. п., причем симметрия /-тела всегда ниже или равна 
симметрии | ^ | 2-тела. На практике, однако, экспериментатор 
сталкивается прежде всего с I -телом — серией рентгенограмм 
слоев обратного изображения, узлы которого отмечены пятнами 
разной интенсивности. По интенсивностям пятен предварительно 
определяется симметрия дифракционной картины 1.

Если каким-либо способом удается получить | ^ | 2-тело для ис
следуемого кристалла, то, изучая его, можно получить следующие 
введения о кристаллическом строении исследуемого вещества:

1) сингонию кристалла;- *
2) параметры элементарной ячейки; .
3) дифракционный класс.
На этой стадии часто не .удается определить пространствен

ную группу однозначно по ряду причин. Во-первых, по погаса
ниям выявляются только элементы симметрии, содержащие пе
ренос, и остается неясным, содержит ли федоровская группа 
зеркальные плоскости и поворотные оси. Во-вторых, имеется 
одиннадцать пар пространственных групп с одинаковыми набо-

1 Здесь и в 'дальнейшем под симметрией дифракционной картины подразу
мевается симметрия IF |2-Te,na. *
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рами элементов симметрии в каждой паре, но с разным их распо
ложением относительно рыбранных осей координат. Естественно, 
в эти одиннадцать пар входят только те федоровские группы, 
в которых часть (или все элементы) по погасаниям не определя
ется. Примером такой пары являются группы Ртс2\ и Рта2. 
В-третьих, существуют пары пространственных групп, в которых 
имеются одинаковые наборы элементов симметрии и% элементы 
симметрии одинаково ориентированы относительно осей, но эти 
группы различаются взаимным расположением элементов сим
метрии. Например, в каждой из групп /222 и I2i2x2i имеются оси 
2 и 2i, направленные параллельно координатным осям. Однако 
в первой группе три оси 2 (и оси 2i тоже), пересекаются в одной 
точке, а во второй группе как оси 2\, так и оси 2 лишь скрещива
ются. В-четвертых, имёется одиннадцать пар энантиоморфных 
групп, в каждой из которых все идентично, за исключением на
правлений вращения винтовых осей, например РА\ и РА%. Три 
последние причины неоднозначного определения федоровских 
групп по погаеаниям рефлексов встречаются редко, а некоторые 
пространственные группы, имеющие к этому отношение, на прак
тике еще ни разу не были обнаружены. Поэтому на этих причи
нах останавливаться подробнее нецелесообразно. Желающим 
ознакомиться с данными вопросами более детально можно реко
мендовать книгу [2].

Таким образом, федоровская группа по погасаниям определя
ется во многих случаях неоднозначно. Ее уточнение часто может 
быть проведено на стадии расшифровки функции Паттерсона 
или даже определения и уточнения всей структуры кристалла.

§ 2. Эквивалентные рефлексы

При получении экспериментального набора дифракционных 
данных исследователю совершенно необходимо-знать, какие отра
жения в дифракционной картине (по величине |Е |2) независимы, 
а какие равны друг другу в силу симметричных закономерностей, 
присущих изучаемому кристаллу. Последний тип отражений по
лучил в литературе название эквивалентных. Подчеркнем еще- 
раз, что в принципе структурные факторы двух разных отраже
ний могут быть равными и случайно, но когда говорится об экви
валентных рефлексах, то имеется в виду, что равенство их обус
ловлено закономерными причинами, т. е. наличием той или иной 
симметрии в кристалле или законами дифракции. Об одной груп
пе эквивалентных отражений, (отражения, связанные центром 
симметрии) уже упоминалось. Если длина' волны падающего из
лучения лежит вдалеке от края полосы поглощения атомов, сос
тавляющих кристалл г, то дифракционная картина подчиняется 
закону Фриделя — структурные факторы отражений, связанных * 3

1 Случай, когда это условие не соблюдается, рассмотрен в § 4 этой темы.

3  Л. А. Асланов, Е. Н. Треушннков 65



центром симметрии, будут эквивалентными:
\F(hkl)\2=\F(hhl) \2, (3.2.1)

и дифракционная картина окажется центросимметричной. Следу
ет отметить, что из равенства модулей структурных амплитуд 
естественно не вытекает равенство фаз этих отражений. Как бу
дет показано позже, для нецентросимметричного кристалла в рас
сматриваемом случае соотношение между начальными фазами 
отражений, обозначаемых а, может быть записано в виде

a (hkl) Фа (hkl); a (hkl) = —a (HFl). (3.2.2)
При наличии в кристалле элементов симметрии в дифракционной 
картине могут возникать и другие группы эквивалентных отра
жений, отличных от (3.2.1). Это часто позволяет ограничиться 
съемкой независимых отражений, что существенно экономит вре
мя на сбор экспериментального материала.

Рассмотрим этот вопрос более подробно. Здесь возможны два 
подхода. Первый, традиционный, основан на том факте, что всю 
информацию о группе эквивалентных рефлексов (и о правилах 
погасания) можно получить из общего выражения для структур
ной амплитуды (2.4.11). Наличие определенной взаимосвязи в ко
ординатах Xj, уу, Zj эквивалентных атомов приводит к определен
ным зависимостям между структурными факторами \F(hkl)\2 
разных отражений hkl. Рассмотрим для примера пространствен
ную группу Cl =  Р2, принадлежащую к моноклинной сингонии. 
Пусть ось 2 совпадает с направлением оси с элементарной ячейки 
кристалла. Для простоты предположим, что атомная амплитуда 
fj зависит только от (sin 0) /Л., т. е. от модуля вектора Н, и, сле
довательно, обладает сферической симметрией. В этом случае 
можно считать, что f/ не изменяет своей величины при всех опе
рациях симметрии, оставляющих неизменным | H | .

Для пространственной группы Р2 имеем следующие координа
ты атомов: х/, г//, Zj и х/, pj, Z1. Тогда

'  N j  2

F (hkl) — ^  // ехр [/2я (hXj -f kyf)] exp (i2nlzf) +  .
/=»

' N I  2 '
+  £  fj exp [— i2n (hxj + kyf)] exp (i2nlzj) —

N/21

= 2 £  fj cos [2я (hxj +  kyj)] exp (i2nlzj). (3.2.3)
/=J

Рассмотрим теперь структурную амйлитуду F отражения hkl. 
Исходя из (3.2.3), имеем

„ F (h k I) =  2 ^  /,- cos [2я (hxj -I- kyf)] ехр (— i2nlzf). (3.2.4)
/=J
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(3.2.5)
Сравнивая (3.2.3) и (3.2.4), получаем

F(hkl)=F* (Rkl) ,
или более развернуто

. \ F (Hkl)\2=\ F (Rkl)I2,

a (Hkl) = —a (MZ).
(3.2.6)

Эти равенства можно трактовать как расширенный закон Фри- 
деля для нецентросимметричного кристалла, включающий соот
ношение фаз отражений. *

Из формулы (3.2.3) легко получить и другие соотношения, от
личные от (3.2.5), а именно

 ̂ F (Hkl) =F* (Hkl),
* I F(Hkl) 12=  I F(Hkl)W (3-2.7)

a (Hkl) = —a (MZ); -
F(Hkl) =F(Rkl),

|f (M Z )|2= |f ( M Z ) |2, . (3.2.8)
a(hkl) =а (RRl).

Аналогично можно показать, что
F(Rkl) =F(Hkl),

| f  (Rkl) |2= | f  (MZ)I2, (3.2.9)
a (Rkl) =  a (MZ); 

F(Rkl) = F*(hRl),
\F(Rkl) \2= \ F (hRl)\2, (3.2.10)

а (Rkl) =  —а (Hkl); 
F (Hkl) =F* (Hkl),

IF(Hkl) | 2= | f  (MZ)I2, (3.2.11)
а (M Z)=—a (Rkl). . -

Таким образом, для пространственной Р2 имеются следующие 
два набора неэквивалентных структурных факторов.
Первый набор '

|f(MZ) I2= |f(MZ) I2= | f  (Rkl) I2=  IF(RRl) I2. .(3.2.12)
Второй набор .

|f(MZ) I2=  | f ( M Z )  I 2=  |f(MZ) |2= i|F(Rkl) I2.

Полученные соотношения определяют симметрию | ^ 2-тела. 
Можно видеть, что симметрия дифракционного класса в этом 
случае описывается точечной группой См —2/т. Этот частный 
пример иллюстрирует упоминавшееся ранее общее правило: сим
метрия | f  |2-тела является суммой точечной симметрии кристалла
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и центра симметрии, т. е. описывается одиннадцатью центро
симметричными группами.

Разберем еще один пример. Рассмотрим пространственную 
группу той же моноклинной сингонии: C2h =  Р2/т (ось 2, как и 
ранее, параллельна оси с). Общее выражение (4.2.11) преобра
зуем к виду

 ̂ N t  4

* F (hkl) =  4 // cos [2я (Их, +  kyj)] cos (2nlz/), (3.2.13)
. /= I

т. e. структурная амплитуда является вещественной величиной, 
что естественно, так как Cyt == Р2/т — центросимметричная федо
ровская группа.

Из (3.2.13) получаем следующие равенства:
F (hkl) =F(Hkl) =F(Rkl) =F(Rkl),

(3.2.14)
F (hkl) =F (hkl) =F (hkl) =F (Rkl). .

Сравнивая (3.2.12) и (3.2.14), видим, что симметрия |К |2ттела 
для групп C\h = P2lm и C12 =  Р2 одна и та же: C2h=2/m. Этот 
пример иллюстрирует общее правило: если примитивные прост
ранственные группы, принадлежащие одной сингонии, не содер
жат в себе элементов- симметрии, включающих трансляционные 
сдвиги, то такие группы не различимы на дифракционной карти
не независимо от того, обладают лц они центром симметрии или 
нет. Так, к моноклинной сингонии кроме упомянутых двух групп 
относится еще и третья группа: C1s=Ptn. В триклинной сингонии 
таких групп две: Cj =  Pl и С\ =  Pl.. В ромбической три: Dx2h = Pmmni, 
C12v = Ртт2, D12 =  Р222. В тетрагональной восемь: три в дифракцион
ном классе- Cih =  4/т — С\h =  PAlm, Cl =  РА, 5] =  PA и пять в диф
ракционном классе Dih — 4[ттт — D\h = PAlmmm, D2d =  P42m, D2d =  
= РАт2, C\v = PAmm, D\ =  P422. В тригональной сингонии тоже во
семь: две в дифракционном классе C3l- =  3 — Ch=PZ, C3 = РЗ и 
шесть в дифракционном классе D3d = Zm — C3v = Р3\т, Dld = Р3т1, 
D3=  Р321, C3v = Р3т\, D3d = Р3\т, D3 = Р312. В гексагональной 
сингонии восемь: _три в дифракционном классе C6h =  6/т — Clh — Pbjm, 
Cl =  Рб, Cx3h = Pb и пять в дифракционном классе Deh =  Ь/ттт — 
. -D lh  = Pblmmm, Dl =  Рб22, Clv = Pbmm, Dhi = Pbm2, Dlh = Pb2m. 
И наконец, в кубической сингонии их пять: две в дифракционном клас
се T h = m3 — T xh =  РтЗ, T 1 = Р23 и три в дифракционном классе 
Oh = тЗт — O1h =  РтЗт, O1 =  Р432, T d = РАЗт. Все перечисленные 
здесь пространственные группы не имеют погасаний.

Кроме того, из рассмотренных примеров можно сформулиро
вать общую закономерность: если в кристаллической решетке 
имеется простой элемент симметрии M (не ,содержащий перено
сов на доли периодов идентичности) и начало координат кристал
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лической решетки расположено на этом элементе симметрии, то 
и пространство Фурье (IF I2-Teflo) обладает тем же элементом 
симметрии 1. Из этого следует, что если в кристаллической ре
шетке имеется набор простых элементов симметрии^ то при выбо- . 
ре начала координат в особой точке (точке пересечения элемен
тов симметрий) все элементы симметрии переносятся и в прост
ранство Фурье.

Рассмотрим другой случай, когда пространственная группа 
содержит элементы симметрии с переносами. В качестве примера 
возьмем федоровскую группу С\ = P2V Как и ранее, полагаем, 
что двойная винтовая ось 2\ проходит вдоль оси с, а начало ко
ординат выбрано на оси 2ь Тогда можно записать:

' N /2

F (hkl) = ^ / /  exp [12п (fix,- +  Iiyj +  Izj)] +
. * /-» - '

. N /  2

+ // exp [—£2я (Iixj + Iiyj)] exp [i2nl (Zj +  1/2)] =
y=i

. N/ 2  ■

=  exp 2 JJ//COS £ 2я  ̂ Ivcj -Fkyj -----J exp (i2nlzj). (3.2.15)
/=I .

Таким образом, структурная амплитуда пространственной группы 
Р2\ (3.2.15) отличается'от таковой для пространственной группы
Р2 (3.2.3) лишь наличием множителя ехр и дополнитель
ным слагаемым —я//2 в аргументе косинуса. Непосредственным 
вычислением можно проверить, что симметрии |Е |2-тела для 
групп Р2\ и Р2 совпадают.

. Из этого примера вытекает следующее правило: если в крис
таллической решетке имеется простая операция M плюс трансля
ции на долю периодов идентичности в соответствующих направ
лениях, то в пространстве Фурье существует простая операция 
Симметрии того же порядка M для модулей структурных ампли
туд. •

Еще раз отметим, что последнее утверждение касается сим
метрии модулей структурных амплитуд, т. е. симметрии |Е |2-тела,- 
а не симметрии F. Ясно, что симметрия F будет отличаться от 
симметрии |F | хотя-бы потому, что одному и тому же • модулю 
в симметричных соотношениях можно приписать разные фазы 
(см., например, (3.2.2)). Симметрия F (hkl) описывается группами 
обобщенной симметрии, но нашей целью является описание экви
валентных отражений в дифракционной картине, поэтому вопросы

1 Более подробно ознакомиться с общими закономерностями отображения 
физического пространства в обратное можно в книге [22].
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симметрии структурных амплитуд в обратном пространстве здесь 
рассматриваться не будут.

Итак, на примере трех пространственных групп С\ — Р2, 
С% =  W 1 и Сгл =  Р21т рассмотрены закономерности симмет
рии I Zr 12-тела. Теперь в наиболее общем виде проведем вывод 
свойств симметрии |.Р|2-тела, причем эти результаты можно при
менять к любой из 230 федоровских групп. Для этого нужно вос
пользоваться выведенным ранее общим соотношением между 
структурной амплитудой F(H) и функцией электронной плотности 
р(г) (2.4.3). Сделаем фурье-обращение (2.4.3),тогда придем к сле
дующей (основной) форме записи для р(г):

p ( r )= - f  J ]  7̂ (H) ^ ( - й я Н г ) .  (3.2.16)
н

Поставим задачу следующим образом. Пусть функция р(г) пре
образуется под действием одной из возможных групп. Какие при 
этом соотношения существуют между структурными амплитудами 
F(H) и, в частности, между модулями структурных амплитуд 
И Н ) |  в обратном пространстве? Представим федоровскую 
группу как группу операций симметрии вида (R|f) *, где R — 
оператор вращения или отражения, a T ■— оператор трансляции. 
Действие оператора (R |t) на вектор г заключается в преобразо
вании • ’

• (R |t)r= R r+ t, (3.2.17)
где вектор трансляции

t= ^ ia+  ̂ b + з̂С (3.2.18)
не обязательно должен содержать только целочисленные значе
ния tu h  и h, и потому вектор t содержит информацию как об 
одной из 14 решеток Браве, так и о трансляционных движениях 
элементов симметрии. Вращательная часть операторов (R |t), 
т. е. операторы (R| О) (б  — оператор, соответствующий нулево
му вектору О), действующие по закону

(RI О) г = Rr, (3.2.19)
образуют группу симметрии, совпадающую с одной из 32 точеч
ных групп.

При действии операции (R |t) на функцию электронной плот
ности р (г) последняя остается инвариантной, т. е.

(R11) р (г) — Ep (г), (3.2.20)

где Б — оператор идентичной операции, а
_________ (R |t)p(r) = p (R r+ t) . (3.2.21)

1 Для написания операторов симметрии пространственных групп использо
ваны обозначения, принятые в книге [23].
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Тогда, учитывая (3.2.21)' и (3.2Л6)', можно записать: •

(RID р (г) =  р (Rr +  t) =  - L ' 2  F (H) exp [ - <2* (Н, Rr +  t)] =
, H

=  —  У  F (H) exp [— i2n (Н, Rr)] ехр (— гёяШ). (3.2.22)
H

Проведем фурье-преобразование этого выражения:

F (H) ехр (— /2яЖ) =  J p  (г) ехр [»2я (Н, Rr)] dV. (3.2.23)
V

Однако рассматриваемые нами преобразования являются орто
гональными и, следовательно, сохраняют скалярные произведения 
и длины векторов неизменными, поэтому можно записать следу
ющие соотношения:

(Н, Rr) =  (Н, г") =  (H", г) -  (R -1H, г), (3.2.24) 1

где R-1 — оператор, обратный оператору R.
Исходя из общей формулы (2.4.3), имеем .

F  (R-1H) =  J р (г) ехр [гёя (R-1H, г)] dV. - (3.2.25)
• V '

Сравнивая (3.2.25) и (3.2.23) и учитывая (3.2.24), получим общее 
соотношение между структурными амплитудами отражений H и 
R-1H:

. F(H)exp(—1'2яШ) = F (R -1H) . (3.2.26)
Полученное рассмотренным выше способом общее соотношение
(3.2.26) в принципе содержит в себе правила погасаний и набор 
эквивалентных отражений для операций симметрии (RIt) всех 
230 федоровских групп. Для примитивных решеток с простыми 
(без скольжения) элементами симметрии ехр(—i2jxHt) =  1, поэтому

F (H )= F (R -1H), (3.2.27)]
т. е. преобразованию R векторов физического пространства со
ответствует обратное преобразование R-1 векторов Н. Исходя из
(3.2.26) , получим соотношение

|F(H ) J2=  IF(R-1H) |2, - (3.2.28)
которое определяет симметрию ^ | 2-тела. Как видно из (3.2.28), 
симметрия |F |2-Tefla определяется только преобразованиями R-1

1 Соотношение (3.2.24) можно проверить геометрически. Кроме. Того, оно 
является частным случаем более общего равенства (Н, Rr) =  (R*H, г) (где
R* — сопряженный оператор). Однако для ортогонального преобразования R *=  
= K " 1 (см. [83, с. 423]). .
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,точечных групп, а все элементы, содержащие . трансляционные 
сдвиги, исчезают при переходе от структурных амплитуд к струк
турным факторам. Это обстоятельство, в частности, обусловлива
ет то, что симметрия дифракционной картины описывается точеч
ными группами, даже если пространственная группа кристалла 
содержит все элементы с трансляционными сдвигами. Учитывая, 
что дифракционная картина содержит центр симметрии, из 
(3.2.28) сразу в общем виде получается, что дифракционных 
классов, описывающих симметрию | F | 2-тела, будет всего лишь 
одиннадцать, о чем ранее и было сказано, исходя из частных 
примеров. Соотношение (3.2.28) включает в себя и сформулиро
ванные выше в этом параграфе общие положения относительно 
Сохранения простых операций симметрии при переходе от физи
ческого пространства к обратному 1. .
. Для иллюстрации соотношения (3.2.28) рассмотрим несколь
ко примеров. Так как в. дальнейшем необходимо знать конкрет
ный вид операторов R (и R-1), то целесообразно привести 
матричное представление всех порождающих операций для 32 то
чечных групп, имея также в виду и то, что матричное представ
ление кристаллографических точечных групп находит широкое 
применение при описании физических свойств кристаллов. Табл. 2 
матриц порождающих операций для 32 точечных групп заимство
вана из книги [24], в которой дано подробное изложение сим
метрии на основе математического аппарата теории групп. Эту 
книгу можно рекомендовать как современное дополнение к уже 
перечисленным выше руководствам при изучении теории сим- • 
метрии. Как уже было сказано, табл. 2 дает только матрицы по
рождающих операций, производные операции могут, быть получе
ны путем умножения этих матриц, по обычным правилам матрич
ного умножения .

îk =  aiiaik< (3.2.29)
, . / ■ 

где а,-/ и Cijk — матричные элементы умножаемых матриц. Так, 
для уже встречавшейся точечной группы Сгл=2/т в табл. 2 ука
заны две матрицы:

/ —1 0 0 \ /1 0  0\ .
0 —Г OJ и |0  1 0 .  (3.2.30)

_________  \  0 0 1/ VO 0 —1/
1 Соотношение (3.2.28) является математической формулировкой общего пра

вила сохранения в пространстве фурье-операции симметрии порядка M для мо
дулей структурных амплитуд, о котором упоминалось выше. Однако (3.2.28) 
еще более конкретизирует это правило, утверждая, что элемент симметрии R 
прямого пространства преобразуется в обратный ему элемент симметрии R-1 
пространства Фурье, что7 впрочем, несущественно, так как изменение направле
ния вращения всех операций, естественно, не изменяет симметрии |^ |2-тела, что 
можно легко доказать также и математически. Действительно, так как |F (H |2=  
=  IF(R-1 H )I2, то, воздействуя оператором R на вектор Н, имеем 

|F (R H ) I2=  |F (R R -1 H) I2-  |F (H ) | 2.
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Т а б л и ц а  2
Матрицы порождающих элементов 32 точечных групп [24]

Сингония и метрические 
соотношения

Международное
обозначение

Матрицы порождающих элементов 
в ортогональной системе координат

Триклинная

аФ ЪФ с 
ъ ф  РФ  Y

M O O  
0 1 0 

(0 0 1
{ — 1 о о 

0 — 1 о 
I 0 0 —1

Моноклинная

аФ ЬФ с 
у ф а  — P =  90° т

2 Im

/ —1 0 0 
0 —1 0  

V 0 0 1
/1 0 0\ 
0 1 о 

VO 0 - 1 /
/ —1 0 0 
( 0 —1 0  
V o o i

1 о о ,
0 1 о
О О - 1 )

Ромбическая

а ф  ЬФ с 
Ъ =  P =  Y =  90°

222

mm2

/1 0 0\ / — 1 0 0\
( 0 —1 0 0 —1 О
Vo о — 1 / V o o i y
/ —1 0 0\ / —1 0 0\

0 1 0 ]  0 —1 0
V o o i y V o  0 1 /
/ — 1 0 0\  /1  . 0 0 \  /1  о 0 \  

0 1 0 0 — 1 0 0 1  о )  
V О О I /  Vo 0 1 /  \ 0 О — 1 /

Тетрагональная *

а =  Ь ф с 
а  =  р =  у =  90°

/ 0 1 0\ 
- 1 0  0 

V o o i /

J)/ О - 1  
1 0 Vo о

422

4/т

/ 0 —1 0\ /1 0 0\ 
1 0 0 0 — 1 O J

Vo о \) Vo 0 — 1 /
/О —1 0\ /1 0 0\

1 0 0 0 1 о
Vo O l /  Vo о - l /
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Продолжение табл. 2

Сингония и мётрические Международное Матрицы порождающих элементов
соотношения обозначение в ортогональной системе координат

Тетрагональная Amm /0 —1 0\ /—1 0 
1 0 0 0 1 

\0 0 1 /  \  0 0
0^а — ЪФ с 

(X = P = Y =90* ?)
42 т / 0 1  0\ /1 0 °\—1 0 0 0 —1 0] •

V 0 0—1/ \0 0 - \ )

" Ajmmm / 0 —1 OV /1 0  0 
( 1 0 0 0 1 0 
\о o i /  \о о —1

\ /-1  0 0\ 
H S i  V

Тригональная в ромбо- 3 . / —1/2 —/3/2 0\эдрических осях /3/2 -1/2 0
а = Ь = с 
а = р = у Ф 90*

\ о о  I j

(возможно описание в 
гексагональных осях)

3 (  112 /3/2 0\ 
I - /3 /2  1/2 0 |
V 0 0 - 1 /

32 /—1/2 —/3/2 0\ /1 0 0 \
I /3/2 —1/2 0 0 -1  0
V o 0 1/ Vo 0 - 1  /

Зт / —1/2 —/ з "/2 0\ / —1 о о\
/3/2 -1/2 0 0 1 0

V o  0 1 / V 0 0 1/
. 3т - /  1/2 3/2 0\ / - 1  о о\

[ - / 3 /2  1/2 0 0 1 0V o  0 — IJ V o o i /
Гексагональная 6 (  112 —/3/2 0\
а = Ь = с [/3 /2  1/2 0
a = P = 90° V o  0 1J
Y = 120° 6 (  —1/2 /3/2 0\ 

—/3/2 —1/2 0V 0 0 - 1 /
6т2 > /  -1/2 /3/2 0\ /' - I  0 0\

- /3 /2  —1/2 0 N 0 1 0
V o o  —i/  \, 0 0 1 /

** 622 /  1/2 - /3 /2  0\ /1 о о\
/3/2 1/2 0 1(0 -1 0

\  0 0 l /  \ 0 0 - I  J
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Продолжение табл. 2

Сингония и метрические 
соотношения

Международное 
обозначение ‘

Матрицы порождающих элементов 
в ортогональной системе координат

Гексагональная 6\т I  1/2 - / 3 / 2 0\ (\
а — Ь —'_с /3 /2 1/2 0 (°

R Il "DO Il СО о о V о 0 1/ VO
Y = 120° , 6mm I 1/2-- /3 /2  0\  / -1

(1/3/2 1/2 0 0
V 0 0 1/  V 0

. 6 Immm (  1/2 —/3 /2  0V - -100
/3 /2 1/2 0 010

v о 0 1./V 001

Кубическая 23 /0 0 1\ / —1 0

о

. 
ВIl

<оIl 
Il

*о со.
Il 

Il
в 

8

432

I 0 
\0 I

О
 О

о о -̂1
0 ?)

/0 0 1\ /0 - -1 (
I 1 0 0) ( 1 0 ())
\0 1 0/  Vo о :1/

m3 /0 1 0\ / -1 0 0N0 0 1 I 0 —1 о)
\1 0 0/ V 0 0 IJ

43m /0 0 1\ /  0 1 о.\
1 0 о ( -1 0 0 I\0 1 0/ V 0 0 --1 /

m3m ( Q - 1 Q\ / 0 - -1 0’
I 0 0 - 1 )  I 1 0 0

■* . V - I 0 0/ \ 0 0 Г

П р и м е ч а н и е .  Приведенные матрицы R соответствуют преобразованию координат 
точек. Для преобразования координатных осей следует выполнить 
обратную операцию R"1.

Первая из них соответствует двойной оси 2, направленной вдоль 
оси' с, а вторая — плоскости т, перпендикулярной оси с. Произ
водной этих двух операций является центр симметрии 1. Действи
тельно, умножая матрицы (3.2.30), согласно (3.2.29) имеем 
матрицу (с,*), равную

/ - 1 Д 0\ .
0 —1 0 , (3.2.31)

V 0  o-i).  _
что, как видно из табл. 2, соответствует операции 1. Для другой
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точечной группы Сзл=6, принадлежащей гексагональной сингонии, 
в табл. 2 указана одна матрица

Однако и в этом случае, применяя правила умножения матриц, 
можно вывести все производные элементы симметрии, фигури
рующие на стереографической проекции рассматриваемой точеч
ной группы. Рассмотрим произведение тройной оси 3, проходя
щей вдоль с и перпендикулярной ей плоскости т. В матричном 
представлении для произведения 3/т имеем .

/ — 1/2 —У 3/2 0 \ /1 0 0 \ / —1/2 —У 3/2 0 \
1/3/2 —1/2 0 0 1 0 =1 УЗ/2 —1/2 0 • (3.2.33)

\ 0 0 1/\0 0 —1/ Д о  0 —1/
Полученная в правой части (3.2.33) матрица R является транс
понированной R по отношению к матрице. (3.2.32). Но так как для 
ортогональных преобразований в ортонормированном базисе 
R=R- .1 - (можно проверить непосредственным вычислением; кроме 
того, см. (23, с. 92]), то (3.2.33) также описывает поворот 6 (но 
в противоположную ‘ сторону) и, следовательно, полностью опре
деляет симметрию группы Сзл = 6. Таким образом, с применением 
правила умножения матриц доказано, что действие инверсионной 
оси 6 эквивалентно действию операции 3/т, т. е. 6= 3 /т, поэтому 
на стереографическом изображении точечной группы Сзл=6 кро
ме шестерной инверсионной оси обычно указывают еще тройную 
ось 3 и перпендикулярную ей плоскость т.

Рассмотрим примеры. Для сравнения приведенного выше под
хода с традиционным рассмотрением подробно разберем встре
чавшуюся ранее пространственную группу C2 =  P2V Правильной" 
системе точек: (1) х, у, г; (2 )—х, —у, г + 1/2 — соответствуют 
матрицы ' .

Обратные матрицы R i1 и R2 1B этом случае совпадают с Rr и R2. 
Поэтому ,

(3.2.32)

/1 0 0 \ / —1 0 0 \ /0 \
R1 =  O l O K R 2 =  O - I O l t 2 = O  ). (3.2.34)

V o o i ;  V o  O i ;  • V v 2 ;

(3.2.35)

и, следовательно,
F (hkl) =ехр [inl)-F (ИЩ. 
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Применяя операции Ri 1 и R2 1 к рефлексам типа Ekl, получим 

F(Ekl) = exp(int)F(hkl). (3.2.37)
Выражения (3.2.36) и (3:2.37) дают соотношения между 

структурными амплитудами всех независимых групп. Добавление 
центра симметрии•> дополнит каждую группу до четырех отраже
ний. Переход к модулям структурных амплитуд ̂ приведет к уже 
выведенным ранее соотношениям между эквивалентными рефлек

с а м и  (3.2.12). Отметим, что из соотношений (3.2.36) и (3.2.37) 
также вытекает и правило погасаний для данной федоровской 
группы. Действительно, рассматривая рефлексы типа 00/, из ука
занных равенств имеем

F (001) =ехр (ini) F (001). . (3.2.38)

Отсюда видно, что если /=2/г+1, то

F(OOl) = —F(00/), (3.2.39)

что может быть, только если F(OOl)=O (при l=2n+l) .  В качест
ве второго примера рассмотрим федоровскую группу S\ = Р4. 
В табл. 2 оси 4 соответствует матрица

(3.2.40)

Правильная система точек пространственной группы 5* =  Р4 
получается_путем последовательного (четырехкратного) воздей
ствия оси 4 на координаты точек. Аналогично в обратном прост
ранстве имеем следующий эквивалентный набор точек:

Запишем группу эквивалентных рефлексов в соответствии 
с (3.2.41):

" F (hkl) =F(kEJ) =F (Ekl) = F (khl) . (3.2.42)
Добавляя к (3.2.42) рефлексы, связанные центром симметрии

. F* (Ekl)=F* (khl) =F* (EkT) = F*(kEl), (3.2.43)
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получим окончательный набор рефлексов, характеризующихся 
симметрией С4/, = 4 /т  |.Р |2-тела.

IF(Hkl) I2=  IZr(MZ) I2=  \F(RRl) I2= IF(RhJ) |2=
=  \F(RU) I2=  \F(khl) |2= | F(Rkl) I2=  \F(kRl) |2 (3.2.44)

§ 3. Соотношения между функциями атомного 
рассеяния при наличии элементов симметрии

В практике рентгеноструктурного анализа в большинстве слу
чаев используют приближение сферически-симметричной элект
ронной плотности атомов, т. е. р*(г) = р к(г). Это обстоятельство, 
как было показано в § 2 первой темы, приводит к тому, что атом
ная амплитуда fK(S) зависит лишь от модуля вектора S, но не от 
его направления, т. е. fK(S) —fK(S) . Исходя из этого можно за
писать следующее общее выражение для структурной амплитуды 
при наличии в кристалле элементов симметрии (RIt)

' ^  (S) =  £  Ac (5) E  exp [t'2nS, (R1t) гк]. ; (3.3.1)
" (ОД

В этом выражении первое суммирование осуществляется по всем 
атомам, расположенным в независимой части элементарной ячей
ки, а второе — по всем элементам симметрии (R |t), входящим 
в состав данной федоровской группы. Важно, что в выражении
(3.3.1) за знак второй суммы вынесена атомная амплитуда fK(S), 
так как она обладает сферической симметрией и, следовательно, 
не изменяет своего значения при воздействии на нее операторов 
симметрии пространственной группы, оставляющих неизменными 
длины векторов. Равенство (3.3.1) несправедливо, если атомная 
амплитуда M S) зависит от вектора S и, следовательно, преобра
зуется под действием элементов симметрии. Такая ситуация воз
никает, если электронная плотность рк(г) атома является анизо
тропной функцией, т. е. зависит от вектора г. В связи с этим об
стоятельством необходимо вывести соотношения между функция
ми атомного рассеяния при наличии элементов симметрии. Запи
шем общее выражение для функции M S ): -

Л  (S)=  j  Pk (г — гк) exp [t2nS, (г — rK)] dV. . (3.3.2)
M  , •

Как и ранее, рк(г—гк) — электронная йлотность к-го атома,, 
центрированного в положении rK, a V3T — объем данного атома, 
по которому происходит интегрирование в (3.3.2). Множитель 
exp(i2jtSr,c) играет роль фазового множителя для атомной амп
литуды M S) и может быть вынесен за знак интеграла

/к(S)exp(t2jtSrK) =  Г рк(г — rK)exp(Z2nSr)dV. (3.3.3)
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Поэтому, не уменьшая общности, для отдельного атома можно 
положить^ Гк =  0, т. е. считать, что рассматриваемый атом нахо
дится в начале координат элементарной ячейки. В этом случае 
получим наиболее часто встречающуюся формулу для /к(S)

(3.3.4)/к (S) =  J  Pk (г) exp (i2nSr) dV.

Отметим, что фазовый множитель необходимо учитывать при 
записи структурной амплитуды, где атомная амплитуда Zk(S) вы
числяется из выражения (3.3.4). Из этого- выражения также вид
но, что функция /«(S) полностью определяется распределением 
рк(г), которое в свою очередь зависит от характера окружения 
рассматриваемого атома. Поэтому можно считать, что симметрия 
рк(г), а следовательно и Zk(S), определяются элементами симмет
рии точечной группы той позиции, которую занимает атом. Это 
обстоятельство особенно отчетливо видно из формулы (3.3.4), где 
рассматриваемый атом находится в начале координат и поэтому 
располагается либо на элементе симметрии, либо на их пересе
чении (если элементов несколько). В этом случае симметрия 
Zk(S) определяется симметрией точечной группы этого частного 
положения. Отметим, что трансляционные компоненты, сущест
вующие в некоторых пространственных группах, приводят лишь 
к добавлению в (3.3.4) фазового множителя, зависящего от 
трансляции, без изменения при этом характера распределения 
атомной функции. Действительно, если в структуре имеется 
трансляция t, переводящая рк (г) в рК' (г +  t), то атомная ампли
туда к'-го атома, центр которого характеризуется положением t, 
определяется интегралом

Рк' (Г +  t) exp [i2nS (г +  t)] dV =I
аТ

. =  exp (i2nSt) J  рк (г) exp (i2nSr) dV = fK (S) exp (i2nSt). (3.3.5)
Var . '

Рассмотрим теперь, как меняется функция Zk(S ) при воздей
ствии на рк (г) оператора R точечной группы данного частного 
положения. Поскольку

£рк (г) = P k(R t) =рк (г) ,  . (3.3.6)
то можно записать:

/к (S) =  J  Рк (r) exp (i2nSr) dV = j  рк (Rr) exp (t2nSr) dV. (3.3.7)

Обозначив *Rr=r' и учитывая, что R-1r '= r , выражение (3.3.7) пе
репишем в виде

Zk(S )=  J  Pk (r') exp [i2n (S, R- l r')]dF'. (3.3.8)
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Положив, как и ранее в (3.2.24)
(S, R-'r') = (RS, г'),

запишем (3.3.8) в форме -
L  (S) =  f  рк (Г') exp [t2n(RS, г')] dV =  fK (RS). (3.3.9)

. а̂т
Таким образом, при воздействии оператора точечной группы 

на функцию рк (г) соответствующая атомная амплитуда fK отра
жения S преобразуется в атомную амплитуду отражения ^S. Оп
ределив действие оператора R в виде

(S) =Zk (RS), (3.3.10)
можно получить следующее общее соотношение между функция
ми рк(г) и /«(S) при воздействии на них операторов точечной 
группы: ~

R/к (S) =  J Rp« (г) exp(i2nSr) dV, (3.3.11)
а̂т • ^

из которого видно, что все операторы в прямом (физическом) 
пространстве сохраняют свою природу и в обратном. C другой 

„ стороны, кроме операторов точечной симметрии данного частного 
положения в кристаллической структуре существуют и операторы 
пространственной симметрии (Rft), в общем случае переводящие

центр /с-го атома из положения 
г« в положение (6Ц)гк=Гк'- 
Какие при этом возникнут изме
нения в записи (3.3.1) структур- 
н.ой амплитуды /(S )?  Ранее, бы
ло показано (см. выражение
(3.3.5)), что наличие трансля
ции t приводит лишь к появле
нию фазового множителя для 
атомной амплитуды, поэтому 
для выяснения вопроса о преоб
разовании Zk(S) под действием 
элементов симметрии достаточно 
рассмотреть .пространственные 
группы, не имеющие трансляци
онных переносов. В этом случае 
для Zk' (S) можно записать (см. 
рис. 25):

/к' (S) =  [  рк' (г'  — гГ') X  ' 

X exp,[t2nS(r'— J k i) ]  dV =

Л  ( г - п )

Рис. 25. К выводу формулы (3.3.13): 
О — начало координат, т — плос
кость отражения, взятая в качестве 
примера действия ’ одного из операто

ров C  R(r—г * )=  г'—гк'
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или

R ( г - г ,)]dV =

= j  рк (г -  rK) exp [i2nR -1S1 (г -  r j ]  dV =  fK (R-1S), (3.3.12)?

. . h '  (RS) =  /к (S). (3.3.13)'
Тогда структурная амплитуда F(S) при наличии элементов сим
метрии (Rft) может быть записана в следующем общем виде:

F(S) =  SS /к (RS) exp [t2nS, (R11) гк], (3.3.14).
* (Rff)'

где, как и в (3.3.1), суммирование по к идет по независимым, 
атомам, а суммирование по (Rft) охватывает все операторы дан
ной пространственной группы, включая и единичный.

Рассмотрим некоторые особенности дифракционной картины,, 
возникающие в результате наличия анизотропии электронного' 
распределения в атоме и симметрических соотношений (3.3.13). 
д л я /(S ). -

Предположим, что центросимметричный кристалл содержит P 
зависимых атомов, базисный из которых характеризуется функци
ей атомного рассеяния M S). Тогда для структурной амплитуды, 
по аналогии с (3.3.14) можно записать:

F(S) =  £  RnA (S) eXP [t2nS, (R„ | t)_rn]. (3.3.15)?
Л = 1

(RnH)
Если же предположить, что атомы в кристалле имеют сферичес
кую симметрию, то формула (3.3.15) перепишется в виде _

F(S) =  Z1(ISI) £  exp(i2nS, (R„|t)г„], (3.3.16>
П— 1

(RnIt)
так как в этом случае для всех операторов точечных группе 
R U(S)=U(S).

Допустим, что положение «первого» атома определяется век
тором Гь а его комплексная амплитуда описывается выражением1.

' ' U(S) A +if в, (3.3.17).
где /л и fa — действительная и мнимая компоненты Zi(S) соот
ветственно.

Так как центр симметрии переводит «первый» атом из поло
жения Ti в положение Гг=—п, то его атомная амплитуда (SJ. 
равна •

^ Z2(S) =IZi(S) =Zi (—S) =h* (S) =fA—ifa, - (3.3.18)
где Г — оператор центра симметрии.
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Тогда соответствующий вклад в структурную амплитуду от двух 
атомов, связанных центром симметрии, будет равен:

/i(S)exp(t'2jiSr,) + f2(S) exp (t‘2nSr2) =
=  2/л (S) cos 2jtSri—2/в (S) sin 2nSrb (3.3.19)

в то время как аппроксимация F(S) выражением (3.3.16) дает 
лишь первый член правой части (3.3.19). Поэтому для рефлексов 
с cos2jtSri = 0 сферическое приближение приводит к нулевому 
вкладу в структурную амплитуду от атомов, связанных центром 
симметрии, в то время как учет анизотропии электронной плот
ности атомов дает значение, равное ± 2 /b(S).

Таким образом, учет анизотропии электронной плотности в ато
ме в данном случае приводит к иному значению структурной 
амплитуды, чем для приближения сферической симметрии 
атомов.

§ 4. Аномальное рассеяние рентгеновских лучей.
. Симметрия дифракционной картины ■

Как было показано в § 3 первой темы, атомная амплитуда 
рассеяния рентгеновских лучей с учетом дисперсионных поправок 
Af' и Af" может быть представлена в виде (1.3.5)
- f= f0+Af'+iAf",

причем мнимая часть Af" принимает максимальное значение при 
K=Xk- Говорят, что в кристалле имеет место аномальное рассея
ние рентгеновских лучей, или эффект аномальной дисперсии, если 
хотя бы для одного атома в элементарной ячейке рассматрива
емого кристалла А$"ф0. Наличие мнимой части в выражении для 
атомной амплитуды приводит к принципиально иному характеру 
дифракционной картины по сравнению с традиционным случаем, 
когда длина волны падающего рентгеновского излучения лежит 
вдали от краев поглощения атомов исследуемого кристалла. Рас
смотрим последовательно возникающие при этом изменения 
в выражениях для структурной амплитуды F(H) и структурного 
фактора IF(H) I2. Не уменьшая общности, рассмотрим случай, 
когда в кристалле, содержащем N атомов в элементарной ячейке, 
P атомов являются аномально рассеивающими. В дальнейшем 
для сокращения записи действительную часть атомной амплитуды 
обозначим через f', т. е. fo+Af'=f', а мнимую через f", T.e.Af"=f".

Структурную амплитуду рассеяния F(H) можно записать как 
сумму структурных амплитуд Fq(H) о т  Q=N—P атомов, для ко
торых эффект аномального рассеяния не проявляется и Fp(H) 
от P аномально рассеивающих атомов, т. е.

F(H) = F q(H) + F p (H),
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причем  д ля  F q (H ) и F p (H )  вы полняю тся следую щ ие соотнош е
ния

Q
Fq (H) =  £  /о.„ ехр (12яНг„), (3.4:2)

п=1

P .
Fp  (H) =  £ ( / m +  t/m) ехр (12яНгт),

. т=1/  ' 
где индексы п и т  нумеруют «обычные» и аномально 
ющие атомы. Для F q (H) справедливы равенства:

ч F q (H) =  F q* (—Н),

IFq(H) I * - |F « ( - H ) |’, .

(3.4.3)^

рассеива-

(3.4.4)'

что же касается |F p(H )|, то для них в нецентросимметричных 
кристаллах имеет место нарушение закона Фриделя, но он соб
людается для центросимметричных кристаллов. В последнем слу
чае при суммировании в выражении (3.4.3) по т пределы сумми
рования можно уменьшить вдвое и для Fp(H) записать:

р/2 .
Fp  (H) = £ ( / « +  ifm) ехр (;2яНгт) +

т=  1

Р/2 P12 '
+  £  (/«(+ ifm) ехр (— t'2nHrm) =  2 £  (/« +  t /m )  COS 2яНгт . (3.4.5)
• т = 1  т = 1

Полученное соотношение показывает, что при наличии в кристал
ле аномального рассеяния структурная амплитуда Fp(H), а сле
довательно, и F(H) даже в случае центросимметричного кристал
ла являются комплексными величинами.

Для квадрата модуля |Fp (H) | 2, исходя из (3.4.5), легко полу
чить

IFp (H)I2- F p (H)Fp (H) =
Р /2  P l l f i

=  4 j ]  £  (/Wm' +  /m/m') COS 2яНгт COS 2яНг,„-. (3.4.6)
' т=1  т ' = 1

Так как в рассматриваемом случае приближения сферических 
атомов атомная амплитуда зависит только от (sinв)/Я, то f(H) =  
—f(—Н) и при замене вектора H на обратный —H выражение
(3.4.6) не изменяется, т. е. для центросимметричного кристалла 
при аномальном рассеянии

. |Fp(H) I2=  |Fp(—Н) I2; (3.4.7)

1 Здесь предполагается, что неаномально рассеивающие атомы описываются» 
атомной амплитудой /о.' .
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это же соотношение сохраняется и для суммарной структурнрй 
амплитуды F(H). Таким образом, характер дифракционной кар
тины относительно центра обратной решетки сохраняется, т. е. 
закон Фриделя. остается в силе. Покажем, что это важное утверж
дение не выполняется для аномального рассеяния в нецентросим
метричном кристалле.

В отсутствии центра симметрии комплексность величин Fp(H)' . 
и F(H) естественно остается, но, однако, вместо выражения 
(3.4.5) необходимо воспользоваться более общей формулой
(3,4.3). Перепишем ее в следующей форме:

. р
Fp (H) =  Y t (fm cos 2яНг,„ — fm sin 2JtHrm) +  *

m—I 
P .

-И  Y  (/msin2nHrm +  /mcos2nHrm). (3.4.8)
m=l ’

Эту формулу можно легко преобразовать к традиционному виду 
для структурной амплитуды, если считать, что fm '= 0, т. е. пола
гать, что в рассматриваемой кристаллической структуре нет ано
мально рассеивающих атомов. В противном случае, как видно из 
(3.4.8),' под знаком суммы появляются два новых члена: 

sin 2jtHrm и / ffl"cos2nHrm, величины которых прямо про
порциональны мнимой части атомной амплитуды.

Умножая (3.4.8) на комплексно-сопряженную ей величину, 
получим выражение для IFp(H)I2: .

. р
I Fp (H) I2 =  [ Y  (&■«* 2яНгт -  fm Sln 2ЛHrm) J2 + -

т= 1

• +  [ 2) (fm Sln 2яНгт -f fm cos H r j j2. (3.4.9)т=1
Приведем его к более компактному виду, для этой цели возведем 
указанные суммы в квадрат. Тогда, сгруппировав соответствую
щие члены, получим

'  I Fp (H) I2 =  Y  J ]  if'mf'm' + fmfm') COS 2яНгт COS 2яНгт - +
. т=\ т '= 1  4 *

P P -  . '
"Ь ( / т / т '  4" / т / т ' )  Sitl 2 я Н г т  Sitl 2 я Н г т '  + •

т—1 т '= 1  ‘
^ p p f

+  2 ^  Y  fmfm' Sln 2яНгт cos 2яНгт» —-
т= 1  т '= 1

P p f f  ' • .
; . — 2 Y  /т/т' sin 2яНгт cos 2яНгт >. (3.4.10)

т= 1  т '= 1  ‘
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Воспользовавшись теоремой умножения тригонометрических 
функций, структурный фактор можно записать в виде

я р , ,  '
I F p  (H) I2 =  £  {f'mf'm' +  fmf'm') COS2llH (rm — Гт<) +

т= 1  т '= 1  .

+  E  £  fmf'm') S i n 2 n H ( r m - r m >). (3.4.11)1
т= 1  т '= 1

И снова, полагая и f m> равными нулю, приходим к обычной 
форме записи структурного фактора. Здесь важно отметить, что 
выражение для | .Fp(H) |2 при аномальном рассеянии не сохраняет 
своего значения при замене вектора H на —Н. Действительно, '

I Fp (—н)|2 =  е е  + ^ " т,) cos 2яН (г,п ~ Гт<) “
т= 1  т'=\ .

- E  E  ( / X ' - / X ) s t a 2nH(rm- i v ) ,  (3.4.12)
т= 1  т'=»1 . ...

и поэтому
- I Fp (H) |2 +  I Fp (— Н) I2 =

р р , ,
=  ^ £  £  ifrnfm* +  fmfm0) OOS 2яН (Гт Гт')>

т= 1  т'—\ ’

I Fp(H) I2 —|Fp (—Н) I2 =  •

=  2 E  £  (/т/т ' —/« /  т') sin 2яН (гт  гт '). (3.4.13)
т=*1 т'=^1 ~ .

Из этих соотношений непосредственно следует, что для нецентро
симметричного кристалла

IFp(Н )|2=#= IFp(—Н) I2. (3.4.14);
Так как структурная амплитуда рассеяния всем кристаллом пред
ставляется в виде суммы Fq(H) и Fp(H) (см. соотношение
(3.4.1)), то . . . .  .

F(H) =  [ F 'q ( Н) +  F 'p  ( Н) ] + i  [F " q ( H)+F"p (H) I,
(3.4.15)

F(—H) =  [F 'q(H) +F'p(—H)]—![F^q(H)—F " p { —H )].
, P  P

1 Двойная сумма E  E  ( 4 4 '—/£,/£,*)sin2nH(rm +  rm,)> появляющаяся
m =  I m'=l -

при разложении sin2яНгт  cos2яНгт ,, равна нулю, что легко доказать, группируя 
члены

( 4  4 '  ~  4  4»>sin 2llH +  rm') и (fm> fm ~  fm, fm) Sin 2лН (rw, +  Jm). •
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Здесь для записи этих формул использовались обычные обозна
чения действительных и мнимых частей структурных амплитуд

Fq(H) -F '« (H ) -H F70(H), .
(3.4.16)

Fp (H) =  F 'P(H) + iF"P(H)
и тот факт, что для F q(H) имеют место соотношения:

- F 'q(H) = F q( ^ H ) ,
(3.4.17)

F"q(H )-----F"q(—H)./
Таким образом, из (3.4.15) вытекает, что

F (H )# F * (—Н) (3.4.18)
и, следовательно,

|F (H ) |2# | F ( - H ) | 2. (3.4.19)
Соотношение (3.4.19) утверждает, что в нецентросимметрич

ных кристаллах аномальное рассеяние приводит к нарушению 
закона Фриделя, т. е. интенсивности рефлексов hkl и ЯШ не равны 
друг другу. Из этого обстоятельства следует необходимость для 
триклинных кристаллов, имеющих пространственную группу F l, 
снимать полную сфер^ отражений, что обусловливает в ряде слу
чаев существенное удлинение времени эксперимента. C ‘‘другой 
стороны, указанные особенности дифракционной картины могут 
оказывать существенную помощь в процессе расшифровки крис
таллической структуры, так как такая дифракционная картина 
содержит дополнительную информацию по сравнению со случаем, 
когда длина волны рентгеновского излучения лежит вдали от кра
ев поглощения атомов кристалла. Останавливаться на этапах оп
ределения кристаллической структуры с использованием аномаль
ного рассеяния нецелесообразно, так как такое рассмотрение вы
ходит за рамки этой темы; для желающих можно рекомендовать 
монографию [25].

Нарушение закона Фриделя приводит к иной форме записи 
функции р(г). Действительно, общее выражение для р(г) (см.
(3.2.16)): * .

: P (г ) =  Y  2 F  (н ) exP (_  1’2 л Н г )
H

в отсутствие аномального рассеяния преобразуется к традицион
ному виду:

р(г) =  у  [F(O) +  £  F(H )ехр(— йяНг) +
. н>0

exp (t‘2nHr) J =
н>о
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=  - у  JF (O) +  IF (H) I e x p t-  йяНг +  ia (H)] +
, Н>'0

+  J jF (H) I exp [(2яНг — ia (H)]} =
. • H>0 .

=  i_  J f(O )+ 2 ^  I^(H)I COS [2яНг —a  (H)] J , (3.4.20)
н>о

где а (H) — фаза отражения hkl, а суммирование охватывает 
половину возможных значений H (обозначено символом Н >0). 
Указанный вид функции р(г) прежде всего подчеркивает одно из 
основных свойств электронной плотности — ее действительность 
(вещественность), что полностью согласуется с физическим смыс
лом. В случае аномального рассеяния функция р(г) утрачивает 
свой физический смысл, из вещественной области она переходит 
в поле комплексных чисел. Действительно, ввиду нарушения за
кона Фриделя в соотношении (3.4.20) нельзя перейти от первой 
части равенства ко второй, а можно лишь записать

•р (г) =  FF (0) + V F  (H) ехр ( -  *2яНг) +  J ]  F ( -  Н) ехр (йяНг) 1.
, Н>0 Н>0

(3.4.21)
И поскольку F (H )# F * (—Н), то р(г) определена в области комп
лексных чисел, т. е. является комплексной величиной

р(г)=рд(г) +  фв(г). (3.4.22) 1
Кроме выражения (3.4.21) можно использовать и другую форму 
записи р(г), которая непосредственно вытекает из (3.4.21),

р (г) =  ±  {F (0) +  ± --!-(~ -Н) ] ехр( -  (2яНг) +
Н*0 L

' +  ^  J- M - .р - н .!  j ехр( -  1'2яНг) j . (3.4.23)

Эта форма записи удобна тем, что в отсутствие аномального рас
сеяния второй член обращается в нуль и преобразуется в тради
ционную формулу (3.2.16) для функции электронной плотности.

В заключение параграфа рассмотрим эквивалентные рефлексы 
при наличии в кристалле аномально рассеивающих атомов 
(табл. 3). Напомним, что в § 2 третьей темы было получено со
отношение (3.2.26) для эквивалентных структурных амплитуд

F(H) =  ехр (£2я H t) F(R-1H)
1 Очевидно, что в этом случае уже неправомерно отождествлять функцию 

(3.4.22) с функцией электронной плотности, означающей количество электронов 
в единице объема элементарной ячейки.
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Т а б л и ц а  3
Эквивалентные рефлексы при наличии в кристалле аномально 

рассеивающих атомов для нецентросимметричных точечных групп [26]

Точечные группы (ihkl) (hkl)
Лауэвская сим

метрия* 
(hkl) =  (hkl) •

1 hkl ' W l i
2 • ' hkl, hkl W l hkl 2 Im
т hkl hkl hkl hkl 2 Jm
mm2 hkl hkly hkly hkl hkl hkl hkl hkl 2 / т  2 / т  2 / т
222 hkl, hkl, hkl, hkl hkl, hkl’, hkl, hkl 2 / т  2 /т  2 /т
4 hkl, khl, hkl, khl hkl, kill hkl, khl 4 / т  ‘
4 hkl; khl, hkl, khl Tikii U li hkl, khl 4 / т  ^
42т hkl khl +  4 W li Ш + 4 4 / т  2 / т  2 / т
4т2 hkl, khl +  4 . W li Ш + 4 4 / т  2 / т  2 / т
4 т т hkl, hkl+  4 W li Ш  +  4 4 / т  2 / т  2 /т
422 hkl Щ  +  4 W li Ш  +  4 . ‘ 4 / т  2 / т  2 /т .
3

Примитивная
hkl ihl kil hkl ih l k il 3

Ромбоэдрическая hkl Mhi Ihk hkl, Mhi Ihk 
(цикл, перестановка)

3ml. hkl k h l+  3 W li kh l+  3 3 2 / т
31m hkl khl + '3 W li Ш  +  3
3m

(Ромбоэдрическая)
hkl khl +  цикл. hkl khl +  цикл.

312 , hkl khl +  3 W l k h l +  3 • . 3 2 / т
321 . hkl k h l+  3 TTkli U l +  3
32

(Ромбоэдрическая)
hkl khl +  цикл. TTkii khl +  цикл. ~

6 .hkl Ihl k il hkl Ш , Ihli h il hkl 6 / т

ih l  kil % Uiii kil
6 hkl ih l k il hkl ihl hkly ih l Tili hklt 6 / т

kil . ih l kil
622 hkl k h l+  6 Fkli U l +  6 • 6 / т  2 / т  2 / т
6mm . hkl khl +  6 • Fklt k h l+  6 6 / т  2 / т  2 / т
6m2 hkl U l+  6 Fkli khl +  6 6 / т  2 /т .  2 / т
62m hkl khl +  6 Wii Wi +  6

23 v то же, что и 222 +  цикл, перестановка 2 / т  3
432 то же,, что и 422 +  цикл, перестайовка 4 / т  3 2 / т
43m то же, что и 42 т +  цикл, перестановка 4 / т  3 2 / т

* В зарубежной литературе дифракционную симметрию часто называют лауэвской 
симметрией, а классы дифракционной симметрии — классами Лауэ.

П р и м е ч а н и е .  Точечные группы 4 2 т  Зт , 32, 6 т  2 даны в нескольких уста
новках.
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IZ7(H) I2=  |f ( R _IH) I2.
Можно утверждать, что эти соотношения сохранятся и при нали
чии в кристалле аномально рассеивающих атомов. Действитель
но, так как структурная амплитуда Z7(H) в этом случае представ
ляется суммой амплитуд Z7Q(H) и Z7̂ (H) (см. (3.4.1) — (3.4.3)) 
и для каждой из них справедливо соотношение (3.2.26) (предпо
лагается, что fm"(H )=  fm" ( I H I)), то оно верно также и для 
Z7(H).

Из изложенного выше следует, что симметрия дифракционной 
картины аномально рассеивающих кристаллов описывается 32 
точечными группами, причем 11 центросимметричных точечных 
групп описывают центросимметричные кристаллы, а остальные — 
нецентросимметричные, т. е. эффект аномального рассеяния поз
воляет однозначно определить точечную группу кристалла *.

Последнее обстоятельство имеет существенное преимущество 
перед традиционным случаем обычного (неаномального) рассея
ния, когда симметрия дифракционной картины описывается 11 
центросимметричными точечными группами и нельзя .однозначно 
решить вопрос о наличии (или отсутствии) центра симметрии 
исследуемого крйсталла. Однако, даже если априори известно, 
что кристалл не обладает центром симметрии, и то не всегда 
можно однозначно определить его точечную группу. Например, 
для трех точечных моноклинных групп Cs=m, C2 = 2 и C2H=2/т 
симметрия дифракционной картины описывается группой C2H =

■ = 2 /т , и если даже известно (из других исследований), что крис
талл не обладает центром симметрии, то все же нельзя однознач
но решить вопрос, к какой группе — Cs=m  или C2= 2 — относит
ся кристалл. .

или применительно к структурным факторам (см. (3.2.28))

1 Подчеркнем еще раз, что под симметрией дифракционной картины следу
ет понимать симметрию \F\2-тела, а не симметрию отдельных рентгенограмм,, 
полученных разными методами съемки.



Т е ма  4
Влияние теплового движения 
атомов на интенсивность 
рентгеновских дифракционных 
отражений
Краткое содержание темы

Атомы в кристалле находятся в тепловом движении. При этом 
смещение и(к1, t) к-го атома, находящегося в l-й элементарной 
ячейке (/=1, 2, , N) в момент времени / из своего положения
равновесия г(к1), определяется суперпозицией воздействий всех 
возможных в кристалле 3nN индивидуальных колебаний (п — чис
ло атомов в элементарной ячейке), характеризующихся частотой 
ю/ (Я). поляризационным вектором е(/е, jq) и энергией Е,(q);

' и (к/, t) = (NmK)~1/2 V ( )  1/2 е (к, jq) exp {qr (tcl) — со, (q) t).
" V  ®2(q) I ■ . . . .

Здесь волновой вектор q принимает N значений в первой зоне 
Бриллюэна, тк — масса /е-го атома, а индекс / (/=1, ..., 3«) нуме
рует моды колебаний с волновым вектором q.

Учет смещения и (к1, t) в формуле для интенсивности рассеян
ного излучения /(Q ) (Q — вектор рассеяния) приводит к тому 
факту, что кроме брэгговского рассеяния /о (Q), возникающего 
при Q=2nH, имеет место также и тепловое диффузное рассеяние 
(ТДР) — однофононное Zi(Q), двухфононноеh (Q ),..., появляюще
еся при условиях Q=2nH +  q, Q=2nH +  q + q ', ... соответственно при 
этом /(Q ) =Zo(Q) + /i  (Q) /2(Q) +•••

Кроме того, учет смещения и (к/, /) приводит к понижению ин
тенсивности брэгговского рассеяния (по- сравнению со случаем, 
когда тепловые Колебания атомов отсутствуют), так как в выра
жении для структурной амплитуды F ( Q )  функция атомного рас
сеяния fK(Q) умножается на температурный фактор Tk(Q) = 
= ехр[—DFk(Q)], где

Wk(Q) =
1

2 Ntnfc s I Qe (к, jq) I2 Ei (ч)

В гармоническом приближении Tk(H)=Cxp ( - И И )  =  
=  ехр—(pi i/i2+ M :2+ M 2+ 2p12ft£+ 2р,3Л/+ 2р236 0 ; здесь шесть 
коэффициентов Pu, Р22 Рзз, Р12, Р13, Р23 симметричной матрицы P 
анизотропного температурного фактора Tk(H) в  структурном ана
лизе являются уточняемыми параметрами в МНК. В изотропном
случае Wk =  Bk|sin2 0 

Я2 где В — фактор к-го атома Вк=8п2(и2(к)),
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а <w2(/c)) — среднеквадратичное смещение атома к в любом на
правлении.

Теоретическое вычисление температурного факхора Ts(H) в 
ангармоническом приближении возможно лишь в простых случаях, 
поэтому в структурном анализе в разложении
. Ts (H) =  exp ( -  -  idj%hihk +
учитывающем ангармонические члены CiikHihihk, di^hihjhkhi, . . .  , 
коэффициенты clJk, diiH, . . . ,  являющиеся компонентами симмет
ричного по всем индексам тензора третьего и четвертого рангов 
соответственно (суммирование в Ts(Н) идет по индексам i, /, k, 
I= 1, 2, 3.), также рассматриваются как уточняемые параметры. 
Причем их количество существенно увеличивается по сравнению с 
гармоническим приближением, однако учет точечной симметрии 
положений атомов позволяет уменьшить их число. В данной теме 
приведены соответствующие таблицы.

Количество уточняемых параметров при описании тепловых 
колебаний также можно уменьшить, если /с-ю молекулу в молеку
лярном кристалле рассматривать как «жесткое тело» и ее сме
щения характеризовать с помощью векторов трансляционного 
и (к) и либрационного (углового) 0(/е) движений. Такое описание 
приводит к тому, что для учета тепловых колебаний в модели 
жесткого тела необходимо знание трансляционной T (к) =  
=  (и(к)ит(к)), либрационной L(/e) = (0 (к)0т(к)) и трансляцион- 
но-либрационной S ( k ) =  ( u ( /c) 0 t ( k ) >  молекулярных матриц (сим
вол ( ) означает усреднение колебаний по времени). Их элементы 
могут быть получены в процессе уточнения MHK либо непосред
ственно, либо из коэффициентов р(/- анизотропного теплового фак
тора индивидуальных атомов. Учет симметрии точечных групп со
кращает число независимых элементов матриц Т, L и S.

Так как волновой вектор q принимает N  значений в первой зо
не Бриллюэна, то интенсивность ТДР в обратном пространстве 
практически распределена непрерывно и ее величина часто пре
вышает значение фона и, следовательно, дает вклад в измеряемую 
интегральную интенсивность Епзм брэгговского отражения. В ре
зультате этого £ Изм оказывается больше истинной интенсивности 
брэгговского пика Eo на величину аЕо, т. е. £ Изм(Н) = .E0(H) X 
Х(1 +  а (Я )). Учет поправки a (H) на ТДР в большинстве случаев 
прецизионных исследований необходим. Величина а (Я) может быть 
вычислена для разных Методов сканирования, но ее определение 
требует знания упругих постоянных кристалла. Игнорирование по
правки на ТДР приводит к искажению тепловых параметров 
атомов. •

§ 1. Тепловые колебания. Основные понятия

Рентгеноструктурные экспериментальные данные всегда отно
сятся к атомам, находящимся в тепловом движении, и кристалло
граф должен знать, как объяснить эффекты этого движения, что
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бы выделить максимум информации из экспериментальных резуль
татов. Освободиться от теплового движения, используя низкотем
пературное оборудование [27], сложно и не всегда возможно, по
этому учет поправки на тепловое движение атомов — необходимое 
условие решения прецизионных рентгеноструктурных задач.

Следуя Виллису и Прайеру [28], рассмотрим, каким образом 
можно описать тепловые колебания атомов в молекулах и крис
таллах. . -

Предположим, что изолированная молекула содержит п ато
мов. Тогда для описания смещений атомов из положений равнове
сия необходимо Zn координат в произвольной декартовой системе. 
Если символ к будет' нумеровать атомы молекулы (1 <«<:«), тог
да п смещений могут быть записаны посредством п отдельных 
трехмерных векторов и (к) ( и л и  о д н и м  Зга-мерным вектором и с 
Zn компонентами). Силы, действующие между атомами, есть функ
ции атомных смещений. В гармоническом приближении силы ли
нейно связаны, с атомными смещениями, т. е. не зависят от второй 
и более высоких степеней смещения. Тогда сила, действующая на 
атом к со стороны атома к', имеет вид . .

-- F (к) =  —Ф (кк') и (к'),. .. (4.1.Ij:
где Ф (KKr) — так называемая силовая матрица *. Ее элемент 
Фот' (кк>) определяет силу, действующую на атом к в направле
нии оси а, когда атом к' смещается в направлении оси а'. Эта 
матрица может быть введена следующим образом. Запишем по
тенциальную энергию всей молекулы V в виде ряда Тэйлора по 
степеням атомного смещения:

ка  ка к'(х9

X Ua (tf) Uxf (к') +  . . . ^
(а, а ' =  1, 2, 3; к =  1, 2, . . .  , п). (4.1.2)

Здесь индексы а и а ' нумеруют три координатные оси, подстроч
ный индекс «нуль» около каждой производной показывает, что 
она берется в точке положения равновесия. Так как минимум энер
гии соответствует положению равновесия всех атомов, то в точке
равновесия j = 0  и первая сумма обращается в нуль.
В гармоническом приближении по определению все члбны выше . 
квадратичного также обращаются в нуль. Выбирая уровень от
счета потенциальной энергии равным потенциальной энергии рав
новесной конфигурации Vo = O, окончательно получим

________________ ка к 9а 9 '
1 В данной теме в соответствии с принятыми обозначениями матрицы обоз

начены полужирным шрифтом. Их не следует путать с векторами, ймеющйми та
кой же шрифт.
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Отсюда выражение для а-й компоненты силы, действующей на 
атом к при смещении атома к' в а'-направлении, запишется:

™  — <4 1 '4>
и, следовательно, аа'-элемент матрицы Ф (/с/с') представляется как

a w  ( ^ ' ) = ( диаЛ а;ю  ) о- (4Л-5>

В этих рассуждениях используется не только гармоническое» 
но также и адиабатическое приближение, которое предполагает, 
что электронная система мгновенно следует за смещением ядра к 
поэтому можно говорить об атоме как о делом.

Располагая силовой матрицей Ф(/с/с'), можно записать уравне
ние Ньютона для движения атома к с массой тк:

тки (к, t) — — ^  Ф (/с/с') и (/с', t). (4.1.6)
Kr '

Для осцилляционного смещения и (/с, t) полагаем зависимость 
от времени в виде ехр(—Ш),  т. е.

и (/с, t) =  U(/c)exp(i—Ш),  • (4.1.7)'
где U (/с) обозначает амплитуду колебаний, а со — их частоту1. 
Уравнение движения приобретает вид

e WIkOo2U (/с) =  V Ф (/c/c')JU (к'). (4.1.8)
Kf

Переходя от п трехмерных векторов U (к) к единственному Зга-мер- 
ному вектору U (/) (1< /< Зл ), матричное уравнение (4.1.8) можно 
свести к задаче на собственные значения, метод решения которой 
подробно описан в математических руководствах по линейной ал
гебре [29]2 Собственными значениями уравнения (4.1.8) будут 
частоты со/2, а собственные векторы принято записывать в виде 
U (/) =  IА (/) I е (/), где е (У) — ортогональные единичные собствен
ные векторы, IА (/) I — скалярная константа, характеризующая 
амплитуду собственного вектора.

Иначе, уравнение (4.1.8) можно рассматривать как систему 
однородных линейных алгебраических уравнений порядка 3п. Как 
известно, такая система имеет нетривиальное' решение при усло
вии, что ее детерминант обращается в нуль. Это приводит к одно

■ 1 Естественно, что только действительная часть (4.1.7) описывает реальные
смещения атомов. ,

2 Решение матричного уравнения вида M U =  «о 2U (U — собственный вектор» 
а ш * — собственные значения) — часто встречающаяся задача в физике и кван
товой химии (здесь уместно заметить, что уравнение Шредингера H V = E 1P, за
писанное в матричной форме, как раз относится к типу рассматриваемых урав
нений),, поэтому читателю, не знакомому с этим вопросом, полезно изучить ре
комендованную литературу. В качестве дополнения можно указать упомянутую 
монографию [28], где в приложении в кратком виде рассмотрен этот вопрос.
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му алгебраическому уравнению степени Zn, корнямй которого 
будут Zn действительных положительных величин <оД называемые 
собственными частотами.

Колебания атомов зависимы друг от друга. В теоретической 
механике доказывается [30], что систему связанных колеблющих
ся частиц (атомов) всегда можно рассматривать как систему та
кого же числа независимых частиц, но в других обобщенных ко
ординатах. При этом Zn независимых колебаний называются нор
мальными модами системы.

Полная амплитуда колебания к-то атома U (к) получается по
средством суммирования амплитуд индивидуальных мод U (к, /):

U(K)=m 71/2 £ и (к> /) =  /пГ,/2^ |.А (Л |е (к , /), (4.1.9)
' / /

где е(/с, /) — трехмерный вектор, представляющий к-ю компоненту 
собственного (Зл-мерного) вектора е(/), е(/с, у) известен как поля
ризационный вектор к-го атома, колеблющегося в моде (у). Атом
ное смещение является результатом суперпозиции всех Zn нор
мальных мод, поэтому (4.1.7) примет вид

u1 (к, t) =  Шк1/2 Y t IA (J) I е (к, у) ехр (— Ц /) . (4.1.10)
" /

Можно показать [28], что энергия (/)-й моды выражается сле
дующим образом:

£ /—со/21А (у) I21 (4.1.11)
т. е. для атомного смещения окончательно получаем •

и (к, t) =  m71/2 ̂  j 1/2 е (к, у) exp (— m,t). (4.1.12)
• I i

Перейдем от молекулы к кристаллическому твердому телу. 
В пределе больших длин волн колебания в кристалле описывают
ся классической теорией упругости, где твердое тело представля
ется как континиум, обладающий макроскопическими упругими 
константами. В таком теле в данном направлении распространяют
ся три звуковые волны: одна продольная и две поперечные, одна
ко это описание недостаточно для колебаний с малыми длинами 
волн в многоатомных кристаллах. Кристалл можно представить в 
виде гигантской молекулы, т. е. системы независимых ZnN линей
ных гармонических осцилляторов (п — число атомов в элементар
ной ячейке, N — число ячеек в кристалле). Но в отличие от моле
кулы кристалл обладает периодичностью. Из" свойств периодично
сти вытекает, что одинаковые атомы в разных элементарных ячей
ках будут иметь одинаковые амплитуды колебаний. Поэтому сово
купность ZnN линейных гармонических колебаний можно предста
вить как комбинацию выражений вида ‘

ц(к/, Zj =  U(X q) exp (Zfqrf/c/)—co(q)Z]}, (4.1.13)
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соответствующих бегущим плоским монохроматическим волнам с 
волновым вектором q, где u (/с/, t) — вектор смещения к-то атома в 
/-й ячейке из равновесного положения г (/с/). Смещение, как видно 
из (4.1.13), теперь зависит от волнового вектора q бегущей волны Ч 
Направление вектора'совпадает с направлением распространения 
волны, его модуль равен 2яД.1 2 Амплитуда U (к, q) волны q 
определяет максимальное смещение атома (к1), и направление 
этого смещения не зависит от номера ячейкиг I вследствие перио
дичности кристалла. Иначе можно сказать, что каждой такой вол
не соответствуют Sn степеней свободы — по числу независимых 
компонент вектора U (к, q). Следовательно, для каждого задан
ного значения q частота со может иметь 3п различных значений,, 
т. е. (0 = 0) ( ч )  — многозначная функция волнового вектора, обла
дающая 3п ветвями.‘ Среди этих Sn ветвей должны быть такие* 
которые соответствуют трем обычным упругим (звуковым) волнам 
в кристалле. Их отличительной особенлостью является обращение 
частоты в нуль при q->0. Эти три ветви колебания называются 
акустическими. В остальных Sn—3 типах волн частота не обраща
ется в нуль при q =  0, а стремится к постоянному значению. Эти 
колебания решетки называются оптическими. Акустические волны 
соответствуют колебаниям ячеек друг относительно друга, а опти
ческие описывают колебания атомов в ячейке.

Волновой вектор q обладает следующей важной^ особенностью. 
Он определен с точностью до любого вектора обратной решетки 
Н, умноженного на 2я, Поэтому в каждой ветви функции co(q) 
достаточно рассматривать значения, лежащие в некотором опреде
ленном интервале размером 2яН. А именно, если выбрать оси ко
ординат по трем основным периодам обратной решетки, то доста
точно рассматривать значения трех компонент волнового вектора 
в интервалах

— n a *< q x<cna*, — n b *< q y<gnb*, — nc*<cqz< n c*. (4.1.14J
Другими словами, для вектора q/{2n) надо брать все его возмож
ные значенйя, лежащие в одной ячейке обратной решетки. Эти 
значения равномерно распределены в обратном пространстве, а 

( их число в одной ячейке равно N. В качестве этой ячейки обычно 
выбирают ячейку Вигнера — Зейтца в обратном пространстве и на
зывают ее первой зоной Бриллюэна3. Зависимость o)(q) называ-

1 Появление в (4.1.13) в отличие от (4.1.7) зависимости от q есть принци
пиальный момент при переходе от молекулы к кристаллу. Подобная ситуация 
также реализуется, например, при рассмотрении энергетических уровней моле
кулы и кристалла. Если в первом случае одноэлектронные волновые функции 
ф(г) являются численными значениями (при данном г), то во втором — функ
циями от q, т. е. ар (q I г ) , или в более принятых в физике твердого тела обозна
чениях ф к (г).

2 Часто для волнового вектора q принимается |q | =  lA , а не 2 я Д  (см., на
пример, § 4 первой темы), кроме того, для волнового вектора также используют 
и иное обозначение, а именно к.

3 Понятия о ячейке Вигнера—Зейтца в первой зоне Бриллюэна широко ис* 
пользуются в физике твердого тела, например при расчете энергетической зон-
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•ется законом дисперсии, или фононным спектром. C точки зрения 
квантовой теории квантовые свойства волн проявляются в том, что 
существует наименьшая порция энергии колебаний кристалла с 

.,данной частотой. Квант энергии упругой волны называется фоно
ном. Поэтому вместо волн, под действием которых атомы испыты
вают в каждый момент времени определенное смещение, в кван
товой теории твердого тела вводится понятие фононов, как рас
пространяющихся по решетке '«квазичастиц», обладающих опреде
ленными энергиями, частотами и направлением движения. Энер
гия фонона равна E=Hcо, а его импульс P =  Aq (А — постоянная 
Планка, деленная на 2я). Отметим, что фононы с импульсом pi =  
= Aq и p2 = A(q + 2nH) физически эквивалентны* 1.

Вернемся к нашей задаче описания смещений атомов при теп- 
.ловом движении в кристалле. Для расчета амплитуды тепловых 
волн необходимо снова записать потенциальную энергию кристал
ла в виде (4.1.2), но суммирование в этом выражении будет вес
тись не только по к и а, но и по /. От I зависит и силовая матрица, 

.^которая войдет в уравнение Ньютона для и (к/, t) . Решение этого 
уравнения опять приведет к задаче на собственные значения. Од
нако каждое собственное значение со теперь зависит от q и дан -' 
ному q будет соответствовать Зя-мерный собственный вектор e(/q), 
определяющий ветви закона дисперсии. Индекс / нумерует эти вет
ви. Каждая ветвь содержит N частот, соответствующих N точкам 
зоны Бриллюэна. Таким образом, окончательное выражение для 
•смещения атомов в кристалле представляет собой суперпозицию 
•смещений всех SnN мод колебаний и дается выражением

и (к/, 0  =  (Nm,)~ 1/2  ̂ 1/2 е (к, /q) exp {i [qr (id) — ш7 (q) /]}. .
/q . '

. . (4.1.15)

Здесь суммирование идет no SnN модам колебаний; £/(q) — сред
няя энергия моды (/q); to/(q) ее частота; тк — масса к-то атома;

V «(/с, /q) — вектор поляризации моды (/q) для атома к, индекс / 
.нумерует ветви фононного спектра (/=1, 2, .... 3«), а вектор q 
лробегает N равноотстоящих значений в первой зоне Бриллюэна.

Энергия £j(q) /-й ветви закона дисперсии дается следующим 
выражением: .

E f (q) =  ^to/ (я) | —  +  [ exP — 1 ] * } .  (4 . 1 . 16)

тде й = Л/(2я); ^  — постоянная Больцмана; T — температура
Кельвина. -

ной структуры кристаллов. Для желающих детально познакомиться с этими по
нятиями можно рекомендовать книгу [31].

1 Понятие о фононах является одним из фундаментальных понятий кванто
вой теории твердого тела. Для более детального ознакомления с ним можно 
.воспользоваться книгой [32].
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При высоких температурах ^вГ>Й(о/ и выражение (4.1,16) пе
реходит в простую зависимость-энергии E1- от T:
- , E ^ k BT, (4.1.17);

которая в дальнейшем часто используется.

§ 2. Выражение для интенсивности рарсеяния 
рентгеновских лучей при учете тепловых колебаний 
атомов ,

Часто при выводе соотношений, используемых в рентгенострук
турном анализе, предполагается, что атомы или группы атомов 
жестко закреплены в своих положениях. Такое допущениё значи
тельно упрощает вывод основных соотношений, касающихся интен
сивности брэгговских отражений.

Ясно, что тепловые колебания атомов приводят к изменениям 
в дифракционной картине. Причем анализ экспериментальных 
фактов показал, что в первом приближении учет колебаний ато
мов сказывается лишь на изменении интенсивностей брэгговских 
отражений, а не на их уширении или смещении. .

Принимая во внимание это обстоятельство, можно предполо; 
жить, что поправка на тепловые колебания изменит формулу для 
структурной амплитуды следующим образом: '

F (H) =  £  /к (H) Tk (H) exp (|2яНг (к)), (4.2.1)1
K = I ;

где суммирование ведется по всем атомам ячейки, а величина Тк, 
определяющая влияние температуры на функцию атомного рас
сеяния. /к покоящегося атома, называется! температурным факто
ром атома. , .

Рассмотрим строгий учет влияния тепловых колебаний атомов 
в решетке на дифракционную картину. ’
- Пусть равновесное положение к-го атома в I-й ячейке есть

г(к1) = г (к) +г(1), ' : (4.2.2)
где г (/) — определяет положение начала l-й ячейки, а }г(к)г— по* 
ложение /с-го атома в элементарной ячейке. Мгновенное смещение 
и (к1, t) из этого положения, возникающее благодаря тепловому 
движению, дается формулой (4.1.15)2: .

u (Kt) =  (M n J-1/2 1/2e^ - fa) exp (t [qr (к1) — ю, (q) /]}.
________ - ' /я 7 - ’

1 В литературе, посвященной вопросам учета тепловых колебаний атомов 
при дифракции рентгеновских лучей в кристалле* рассеивающий вектор часто 
обозначают как Н, так и Q. М ежду ними при условии брэгговского отражения 
имеет место следующее соотношение: Н =  0 /(2 я )  (см., например [28]). Ниже 
в этой теме будут использованы оба этих обозначения.

* 2 Здесь для сокращения записи опущен индекс t в и(к1, t), означающий вре
менную зависимость смещения атома к в кристалле. л
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Используя тот факт, что электроны мгновенно следуют за сме
щением ядер (адиабатическое приближение), представим полное 
распределение электронов суперпозицией их распределений для 
индивидуальных атомов, локализованных в положениях г (к/)+ ' 
4-u(/cZ). Тогда интенсивность рассеяния, равная средней величине 
квадрата модуля амплитуды рассеяния, есть

/(Q) =  ( Г  (Q) У (Q)), (4.2.3)
где

Y(Q) =  £ / K(Q)exp{;Q[r (к/) +  U (K Z )]), (4.2.4)
Kl

а среднее берется за период времени много больший, чем период 
колебаний атомов.
Тогда

/  (Q)= E  E  f* (Q) ?*•(Q) ехр <lQ [r {Kl) ~ r (k7')]} x. Kl KtV

X (exp (ZQ [u (kZ) — u (k'Z')]}). (4.2.5)
В выражении (4.2.5) величина (exp{ZQi[u(/cZ)—u (k'Z')]}) характе
ризует уменьшение интенсивности дифракционного отражения, 
вызванное смещениями и(к1) и и(кЧ') атомов в результате тепло
вых колебаний. Эта величина носит название фактора Дебая — 
Уоллера *.

Для гармонического приближения справедливо соотношение 
[28, с. 92]: . . ’

(exp(ZQu));= exp Y ( (Qu)2) j , (4.2.6)

и, следовательно, фактор Дебая — Уоллера выражается как 

‘ ехр { -  - I  < IQ [u ( K l ) - и ( к Г ) ]  I2) J . (4.2.7)

Подставив в (4.2.7) выражение (4.1.15) для и (к1) получим

ехр { — “ < I ( A f o O - w J Q e ( K j q )  ( " S ( J ) " ) ' ^ exP ^ qr ^  М ч ) 0 ]  —
/Ч 7

-  (N m K> ) -4 2 £ Qe (к', /q) ( ^ - )  ' /2ехр [Z (qr (/сТ)]-®, (q) Z)] |2)] j .

• (4.2.8)
Фазы всех мод (/q) независимы друг от друга, поэтому при 

усреднении по времени вклад перекрестных членов будет равен 
нулю. Показатель экспоненты разобьется на четыре члена в соот-

- 1 В отечественной литературе этот фактор также называют фактором Дебая—  
Валлера. . ' .
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ветствии с общей формулой |с —Ь |2= | а | 2—ab*—a*b+ \b\2:

I (A feg-l S l  «>• <*•*>!*■- § £ +
® ;(q )/Ч

IV (NmK>)-^\Q it(K ', jq) |2^ L .

II -  ЛГ1 {щ пк'У-"2 (Qe (к, /q)) х.
/Q

X (Qe* (к', /я)) £ (̂— exp(Iq[г (к/) — г («'/')]}, 
. ®/(ч)

IH _  (т/ст л0” 1/2 ] £  (Qe* («. /я)) X

(4.2.9)

. fa

X (Qe (к', /ч))-^М . ехр (— »q [г (к/) — г (/сТ)]}. 
. ©/(ч)

Введем следующее обозначение: ’

/ Q “/(Я)
(4.2.10)

Тогда член I в (4.2.9) будет piaeeH 2WK(Q), а член IV,— 2iyV(Q)i 
Выражение (4.2.8) примет вид

exp [—WK (Q)] ехр [— Wк> (Q)] ехр х

Х { I aT J ]  “5 ^ -  KQe (*» /Я)) (Qe* (*'. /Я)) X
/я 1 '

X ехр [tq [г (к/) — г (rc'/')]] +  (Qe* (к, /q)) (Qe (/c', /q)) X

X ехр [— tq [г (id) — г («'/')]]] J. (4.2.11)

Разложив экспоненту, показатель которой взят в фигурные скоб
ки, в ряд Тэйлора, запишем уравнение для интенсивности в виде

. /(Q )= Z 0+ / ,  +  ..., (4.2.12)
где .

7O =  I I / , ( Q ) ехр [ -  Wk (Q)] U  (Q) ехр[ -  WK> (Q)] X
Kt к'У

X ехр {tQ [г (к1) — г (к'/')]}. (4.2.13)

7i =  2  S Ш )  ехр l"  Wk (Q)] / : ' (Q) exP 1~ Wk' (Q)] X
Kl Kf I t
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iX I

2 N (тктк, ) 1/2 —  ш, 
/а '

Ei (д)
О»? (q)

- (Qe (к, jq)) (Qe* (к', jq)) X

X exp [t (Q +  q) (г (id) — г {к'I'))] +  

+  2  S  /« (Q ) [ -  Wk (Q)] fr' (Q ) exp [ -  Wk- (Q)I
I

Kl KfV
2N (mKmk,)

X

X
/q

Ei (q)
®?(q)

(Qe* (к, /q)) (Qe (k', jq))-exp [i (Q — q) (r (kI) — r («:'/'))]•
(4.2.14)

Так как в выражение (4.2.13) для Iq члены с к1-и к'I' входят не 
зависимо, мы можем написать:

V. =  | J / 1c(Q)exp[-lf«(Q)lexp(/Qr (/cO)|V. . (4.2.15)
Kl .

и, разделяя суммирование по к и I, получим (см. формулу (4.2.2)) : 
=  I J  /к (Q ) exP[—Wk (Q)]exp(iQr(«)) |2| J  exp (tQr (/)) |2. (4.2.16)

к I
Квадрат модуля второй суммы представляет собой рассмотренный 
в § 1 темы 2 интерференционный фактор, который принимает мак
симальное значение в тех точках вектора Q, которые удовлетворя
ют условиям брэгговского рассеяния:

Q=2nH. (4.2.17)
В других точках интерференционный фактор принимает малые 

значения, поэтому в первом приближении их можно считать нуле
выми. - •

В связи с этим ясно, что член. I0 представляет собой интенсив
ность брэгговского (т. е. удовлетворяющего условию Вульфа — 
Брэгга) рассеяния. Первая же сумма, стоящая в выражении
(4.2.16), является структурной амплитудой F отражения hkl, т. е.

F ( H ) = J  fK(H)exp[— 1ТК (Н )]exp (t2nHr(к ) ). (4.2.18)
• К

Член ехр[—ITk(H)] в (4.2.18) может быть идентифицирован с тем
пературным фактором (см. выражение (4.2.1))

Fk(H) =ехр [ - IT k(H)], (4.2.19)
где ITk дается выражением (4.2.10), которое, переписанное с уче
том условия (4.2.17) , имеет вид .

WA н) 2 Nmtf
(4.2.20)

Проводя для 11.те же преобразования, что и для /о , получим

14
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X exp [t (Q -J- q) г (к1)] Г .+

+' £i  (q) 
®/(q) J ]  exp [

Ki . .,; ■'
WK (Q))Qe’ (K,jq)X

X exp [t (Q — q) r (id)] p. (4.2.21)

Заменяя параметр суммирования в,,первом нлене q на —q, заме? 
чаем, что .оба члена равны. Представляя 11 как сумму интенсивно
стей, связанных с отдельной модой (/q); Z1 =  Ix {jq), для\ ин-

- - /ч
тенсивности моды {jq) можно записать

h (i< 6 = jf  ^ 5- 1. g  1КМ% (« )« Р [ - W .(O)IЧ е(« ,Й) X
 ̂ Kl

X exp [t (Q — q) г (Kl)] Г.; (4.2.22)

Теперь разделим суммирование по к и / (см. выражение (4.2.2));

' Ш  = ^ - ^ | J ] m - ‘/ ^ Q ) e x p l - - r K(Q)]Qe(/c,jq) X ■■

: : х  exp[t(Q — q)>(лс)]Г I J]exp[t(Q  — q)r (/)]|2. (4.2.23)
/

Ho |^ ex p [t(Q  — q )r(/)] |2— это интерференционный фактор, и с

теми же приближениями, что и для /о, можно считать, что интен
сивность I x будет отлична от нуля только в точках Q—q=2itH или 
Q=2nH +  q. Таким образом, 3п мо
ды колебаний, соответствующие 
одному и тому ж е вектору q, про
изводят рассеяние э точках об
ратного пространства, определен
ных условием Q=2rtH +  q. Это 
есть так называемое однофононное 
рассеяние, или рассеяние пер
вого порядка. Построение Эвальда 
дЛя однофононного рассеяния дано 
на рйс. 26.

Сумма по к в выражении для 
11 играет роль структурного фак
тора для однофононного рассеяния. Однофононное рассеяние на 
всех векторах q из зоны Бриллюэна дает распределение интенсив
ности, проходящее через все обратное пространство.

Интенсивность /2 следующего члена в разложении (4.2.12) 
представляет собой двухфононное рассеяние, которое происходит

Рис. 26. Сфера Эвальда для од
нофононного рассеяния рентгенов
ских лучей; О — нулевой узел об

ратной решетки

Idi



сразу на двух модах (/q) и (/'q') и удовлетворяет условию Q = 
=  2nH+q +  q'. Последующие члены в (4.2.12) дают соответствую
щие мультифононные процессы рассеяния.

Сумма по интенсивности рассеяния всех порядков / 1+ / 2+ / 3+... 
называется полным тепловым диффузным рассеянием (ТДР) 1.

Таким образом, интенсивность рассеяния рентгеновских лучей 
кристаллом есть сумма брэгговского рассеяния и ТДР, Брэггов
ская интенсивность пропорциональна |F (H) |2, где структурная амп
литуда дается выражением (4.2.18) с членом ехр[—IFk(H)], пред-, 
ставляющим температурный фактор ГК(Н), связанный с к-м ато
мом в ячейке. ТК(Щ выражается уравнением (4.2.19) как сумма 
SnN смещений, вызванных независимыми .модами колебаний (см. 
(4.2.20)). .

§ 3. Температурный фактор в гармоническом 
- приближении

Тепловые колебания атомов в кристалле не одинаковы в раз
ных направлениях, поэтому остановимся подробно на вопросе об 
анизотропии гармонических колебаний.

Прежде чем сделать это, введем понятие, которое необходимо 
для наглядной интерпретации тепловых колебаний. Температур
ный фактор Tk(Q) определен.в обратном пространстве (см. выра
жение (4.2.19)). Производя фурье-преобразование и переходя к 
прямому пространству, получим новую величину:

Рк (u) =  W I Тк (Q) ехр (“ tQu) dSQ' (4-3-1)S
или

тк (Q) =  j  рк (U) exp (tQu) (Pu. (4.3.2)

Р*(и) называется функцией плотности вероятности атома к, или 
функцией теплового размытия. Она определяет вероятность на
хождения атома к в элементе объема (Pu, смещенном от положе
ния равновесия на вектор и. Величина рк(и) нормируется, как и 
всякая плотность вероятности, на единицу, т. е.

J рк (u) d3u =  1. (4.3.3)

. Рассматривая изотропные колебания атомов, можно показать, 
что скалярный температурный фактор и функция плотности веро
ятности имеют форму кривой Гаусса, причем их полуширины об
ратны друг другу (28, с. 94]: -

1 В иностранной литературе для теплового диффузного рассеяния применя
ется сокращение TDS (Thermal Diffuse Scattering). '

2 Здесь для обозначения элементов объема в интегралах (4.3.1) и (4,3,2)
использованы символы (PQ и (Pu в соответствии с принятыми в литературе (см., 
например, [28 ]).

1 0 2



(4.3.4)' р(и) =  (2п <ыа))-з/2 exp ( ----- .

T (Q) =  exp -L  Q2 <«2>], (4.3.5)

где (и2) — среднеквадратичное смещение атома в любом направле
нии. Вернемся к анизотропному температурному фактору. Так как 
величина H7k(Q), являющаяся показателем экспоненты в выраже
нии (4.2.19) для Tk(Q), определяется посредством (4.2.10), то, 
учитывая (4.1.15) и (4.2.9), можно написать:

W M  = у  ((Qu (к))2) (4.3.6)

и, следовательно, " '

. ^ k (Q) =  exp I — — ((Qu (к))2) j . (4.3.7)

Если обозначить Qi, Q2, Q3 — компоненты вектора Q, а щ, U2, и3 — 
компоненты вектора и в декартовой системе координат, то можно 
записать: • .

( (Qu)2) =  < (Qi«i +  Q2«2+  Q3U3)2> — Ql2<«l2>+Q22{«22) +
+  Q32(«32) + 2QiQ2<mi«2>+ 2QiQs(UiU3) + 2Q2Q3(u2u3). (4.3.8)

Записав Q h u b  виде матриц-столбцов или матриц-строк:

_ u — J «2 ), Q =  ( Qa J» — (UiU3U3), Qt =  (QiQ2Qs)I (4.3.9)
. \и3/  'Q3J .■

получим ((Q u)2) = Q T(uuT)Q (индекс т означает транспонирова
ние)," где (uuT) матрица среднеквадратичного смещения атомаз .

( .<“?) <«Л> (ы1из ) \  ;
(UiU3) (и2) (ы2ы3> = B . (4.3.10)

(UiU3) (U3U3) (Ul) J  '

Элементы этой матрицы представляют собой среднюю величину 
смещения атома вдоль оси i, умноженного на смещение вдоль оси 
j декартовой системы координат. Тогда

Tk (Q) =  exp ( — i -  Qt (и (к) (и (к))т> Q)

=  exp - у QtB (к) Qj =  ехр(— 2я2НтВ(к)Н). (4.3.11)

Соответствующее выражение для функции плотности вероятности, 
полученное согласно (4.3.1), принимает вид *

Ас(“) =  ( Х ) 1/2exP ( ---- “ТВ-1 («)“ ) .  (4.3.12)
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появляетсягде В-1 — матрица, обратная В, а
из условия нормировки рк(и).

/ Рассмотрим подробнее величину UtB -1U. Пусть направление 
осей координат выбрано так, что матрица В диагональна, тогда 
обратная ей матрица В-1 тоже диагональна и имеет вид 

' (I  /B11 O O V
В -1=  0 I /B22 0 . (4.3.13)

; V o o  1/в33/
Рассмотрим уравнение uTB-1u =  1. Подставив в него явное выра
жение для В-1, получим уравнение эллипсоида:

- T - f T - + Т ~  =  1> (4-ЗЛ4)
,направление осей которого совпадает с осями координат. В общем 
случае, когда матрица В-1 недиагоНальна, оси эллипсоида не со
впадают с осями выбранной декартовой системы координат, а рас
полагаются в пространстве между ними. Если в уравнении эллип
соида заменим единицу некоторой постоянной величиной C2:

. UTB-1U =  A  +  Л- +  A  = C 2, . (4.3.15)
Вц 2̂2 B33

то это будет соответствовать тому факту, что длина главных полу
осей эллипсоида увеличится в C раз. При рассмотрении тепловых 
колебаний атомов функция плотности вероятйости р ( ii) записыва
ется через- (4.3.15). Тцким образом, в гармоническом приближении 
'поверхность постоянной плотности вероятности определяется эллип
соидом UtB -1U =  C2, а . “

; /  . ; (4:3-Г6) 
Интеграл от р(и) по объему, заключенному внутри эллипсоида, 
есть константа, не зависящая, ,от В-1. При С — 1,5382 интеграл 
равен 1/2 и эллипсоид называется 50%-ным эллипсоидом вероятно
сти, так как атом с вероятностью 1/2 находится внутри него. Именно 
этот эллипсоид часто рисуют при изображении кристаллических 
структур (рис. 27, а, б). Подчеркнем еще раз, что представление 
поверхности равной вероятности в виде эллипсоида возможно 
только для атомов, совершающих гармонические колебания, тог
да Ti включает лишь квадратичные члены смещения.

В рентгеноструктурном анализе вектор г (к) описывает положе
ние атома к в элементарной ячейке и часто записывается не в де
картовых координатах, а в косоугольных, связанных с векторами 
ячейки а, Ъ, с. Поэтому естественно описывать тепловые смещения 
,атомов симметричной матрицей ,

Pu Р12 Р»\
Р12 Р22 Ргзч» . , (4.3.17)
Р13 Р23 Рзз'

член / detB-1 \ 
[ 8я3 /

1/2
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безразмерные элементы которой определены по отношению к косо
угольной системе координат а, Ь, с, в отличие от матрицы В, опре
деленной в декартовой системе. Шесть независимых элементов рц

известны как коэффициенты ани
зотропного температурного фак
тора атома, а температурный 
фактор в этом случае дается в 
форме:

. 5

H

Рис. 27. а — Пример структуры с тепловыми эллипсоидами; б — эллип
соид 50%-ной вероятности. Длины главных осей эллипсоида равны 

1,54<и*2>1/2; 1,54<ку2>1/2; 1,54<и»*>.1'*

T= exp (t—ри/t2— paaft2—рзз/2—2$nhk—2 § М —2 ^ k l ) , '
(4.3.18)

или в матричной записи:

где
T  =  exp (— hTph),

h = f j ,  hT =  (Ш). (4.3.19)

Далее задача сводится к нахождению соответствия между P и В. 
Так как температурный фактор выражается в виде 
ехр (—2!я2НтВН), то

hTph =  2я2НтВН. (4.3.20)
Соответствие между р и В зависит от выбора декартовой системы 
координат. Выберем ее следующим ,образом: первую ось направим 
Вдоль а* косоугольной системы координат, вторую расположим в 
плоскости Ь* и а*, а третью— так, чтобы получить правую тройку 
координатных векторов. Тогда вектор h может быть трансформиг 
рован в вектор H посредством H =  Ch, где матрица C равна [28, 
с. 100]:

/ и* b* cos у* с* cos Р* \
C =  IO ^sinY* — c*'Sinp*cosa (4.3.21)

\0  0 1/с /
(здесь а, Ь, с, а, р, у и a*, b*, с*, a*, P*, у*.— параметры и угльЬ
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прямой и обратной ячеек соответственно), т. е.

и, следовательно, 

или

где

HtPH =  2я2Нт (CtBC) h, (4.3.22)

P =  2я2СтВС, (4.3.23)

в =  ^ c - V  P (С"‘). (4.3.24)

/1 /а* (— ctg у*)/я* я cos P \  
=  I 0 1/(6* sin у*) b cos а  I 

V o o  с )
(4.3.25)

(С-1 — матрица, обратная матрице С).Формулы (4.3.21), (4.3.23) —
(4.3.25) выражают связь между матрицами P (к) и В (к). Програм
мы расчета кристаллических структур для ЭВМ в выражении для 
Tk используют коэффициенты матрицы Р(к). Однако в общем 
случае косоугольной системы эти коэффициенты не имеют ясного 
физического смысла. Для того чтобы из них получить значения 
среднеквадратичных отклонений атомов при тепловых колебаниях, 
необходимо перейти к элементам матрицы В (как это было опи
сано выше). -

Если предполагается, что смещения атома при тепловом дви
жении одинаковы во всех направлениях, т. е. являются изотропны
ми, то температурный фактор к-го атома определяется выражени
ем (4.3.5):

Tk(Q) =  Tk(Q) =  exp ( - ^ - Q 2 < « » > )  =  exp [ - I F k (Q)].

Таким образом, фактор IFk(Q) в  этом случае равен

ttMQ) =  Y q2 <ы2(к)> =  8ĵ p - (u2W ) =  (4-3.26)

Величина Вк=8п2(и2(к)), часто фигурирующая в кристаллографи
ческих уточнениях, обычно называется изотропным В-фактором 
к-го атома. Ее не следует смешивать с В-матрицей (4.3.10), кото
рая для изотропного движения имеет вид

( ( U 2 ( K ) )  0  . 0  \  .
В (к )=  0 (и2(к)) 0 . (4.3.27)

V O  0 (U2(K))J
Если атом совершает анизотропные колебания, а необходимо знать 
усредненное по всем направлениям (и2(к)), то в этом случае обыч
но полагают.

' (и2 (к) )все направления----- -- TV В (к), (4.3.28)
’ 4 и

где T r= след (шпур) матрицы. Если результаты уточнения дают
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элементы матрицы Р(к), а не В (к), то считают, что

(И 2 ( f t ) ) все направления — ~~Z~ ( 2 я 2) * TV P (/с) g  =U

-  - - i - * 2* * )" 'E E &'(***/>’ (4.3.29)
i /

где матрица .g — «метрическая матрица», элементами которой яв
ляются скалярные произведения (а(а,) векторов в физическом про
странстве. ’ .

Итак, анизотропный температурный фактор для каждого атома 
имеет шесть независимых коэффициентов Ру. Однако для атома, 
находящегося в специальном симметричном положении, число не
зависимых коэффициентов уменьшается до 4, 3, 2 или 1. Трансля
ция и инверсия не уменьшают число независимых коэффициентов 
матрицы 0, так как оставляют эллипсоид на месте. Только оси 2,
з, 4 и 6 способны изменить общую форму р.

Общий анализ ограничений, вызванных симметрией, основан на 
решении матричного уравнения: .

RtBR=B, (4.3.30);
здесь матрица среднеквадратичного смещения В выражена в де
картовых координатах, a R — матрица операции симметрии, или 
уравнения

Rt(C-J)tPC-iR =  P, . (4.3.31)

где C-1 дается выражением (4.3.25). Эти уравнения выражают ин
вариантность матрицы В (или Р) при наличии в кристалле опера
ции симметрии R. . ’

Пусть через атом проходит ось симметрии второго порядка в
направлении оси Y, тогда '

/ —1 0 0 \
R = O l  0 (4.3.32)

V 0 0 —1/

и, решая уравнение (4.3.31) для ортогональной декартовой систе
мы, получаем Pi2= —Р12 и р2з = —Ргз, т. е. Pi2=P23=0. Следователь
но, из шести независимых коэффициентов р,у остаются только че
тыре. Таким путем можно найти ограничения для коэффициентов 
Py во всех 32 точечных группах.

Количество' независимых коэффициентов матрицы P определя
ется только точечной группой симметрии позиции, занимаемой 
атомом, а соотношения между коэффициентами зависят от ориен
тации элементов симметрии в пространстве кристалла и поэтому 
будут разными в различных системах координат.

Полный анализ ограничений симметрии на коэффициенты мат
рицы P дан в работе Петерса и Пальма (33] а также в Интерна
циональных таблицах ((8], с. 328, т. IV).
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Список ограничений симметрии, приведенный в Интернацио
нальных таблицах, применим к любому атому из эквивалентного 
набора специальных положений, однако ориентация точечных 
групп должна быть определена до пользования списком. .
, Ограничения на симметричный тензор второго ранга, каковым 
можно считать матрицу Р, в декартовых координатах приведены 
в табл. 4 ([34], с. 637). *

Т а б л и ц а  4
Соотношение между элементами симметричного тензора второго ранга 

в декартовых координатах

Индексы 11 22 II 33 1.2 13 23
Полное 

число нетензора 0^ А В C D E F

Точечная группа 
симметрии Кратность 1 1 1 2 2 2

зависимых
элементов

тензора

1 ,т А В C D E F 6
2, т, 2 / т (2 jjY,  m ± Y ) А В C 0 E 0 4
2, т ,  2 /т ( 2 1| Z, m j.Z) А в C D 0 0 4
222, mm2, т т т
3 , 3 , 32, З т , З т , 4, 4 , 4 / т ,
422 , 4 т т ,  4 2 т , 4 / т т т ,

А в с  4 0 0 0 3

6 , 6 , 6 / т ,  622, 
6 т 2 , 6/ т т т

I
А А C 0 0 0 2

23, m3, 4 3 2 ,-43т , т З т А А А 0 0 0 1

П р и м е ч а н и е .  Таблицы 4, 6 и 7 приведены для тензоров симметричных по 
всем индексам. Каждый набор индексов, соответствующий равным компонентам тен
зоров, обозначен одной буквой латинского алфавита, а число этих компонент, полу
чаемых перестановкой индексов (кратность), приведено в шапках таблиц. Так, из 
табл. 4 видно, что для точечных групп ромбической сингонии элементы тензора вто
рого ранга Pi2 =  D9 pi3 = E t р23 = E  равны нулю, а их кратность — двум. Следова
тельно, шесть (из девяти) элементов тензора pi2 =  P2i =  Pi3 =  P3i =  P23 =  P32 =  0.

Запись (2 Il Z) означает, что ось второго порядка 2 параллельна оси Z декартовой 
системы координат, а запись (m_l_Z) — плоскость зеркального отражения т нормальна 
к оси Z. Если ориентация осей специально не указана, она соответствует стандартной 
установке (см. например, табл. 9). ,

Для атома, находящегося в точечной группе кубической симмет- 
рииь В-матрица сводится к изотропному виду: В(к) = (и2(к))1, 
где I — единичная матрица, а (и2(к) ) — скалярная величина, ха
рактеризующая среднеквадратичное смещение в любом направле
нии. Предполагая далее наличие только одного атома в примитив
ной ячейке и учитывая независимость фаз мод и условие ортонор- 
мированности поляризационных векторов e(/q), из (4.1.15) полу
чаем .

<«*> =
I ТУ Ej (д)

3Nm Ш  со? (q) 
: 1 ч 1

(4.3.33)
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(и*) =  — —  f -^Ф- g  (со) dco, (4.3.34)
. 4 ' ZmN J аР *  4 ' к /

В этом случае <и2) можно выразить через интеграл

где g (со)—  функция частотного распределения, равная количеству 
мод в интервале со, co + dco, а £(со) — средняя энергия мод в этом 
интервале. Функция g(co) определяется фононным спектром и мо
жет быть вычислена. '

Решение задачи этим методом для двух атомов в элементарной 
ячейке не дает среднеквадратичные смещения отдельных атомов, 
а дает лишь средневзвешенную величину смещения. Для оценки 
величины тепловых колебаний в простых соединениях можно вос
пользоваться приближением Дебая — предположить, что фононный 
спектр состоит из одной акустической ветви, задаваемой выраже
нием со (q) = vsq, где Vs — средняя скорость звука в кристалле, а 
зона Бриллюэна имеет форму сферы. Так как различные значения 
q равномерно распределены в обратном пространстве, то количе
ство мод с волновыми числами в интервале q, q+dq пропорцио
нально 4 я <72 и , следовательно, g  (со) =Aw2, где константа А опре
деляется из условия нормировки

3 N = ^ g  (со) da,
о .

интегрирование ведется от со =  О 
до некоторой граничной частоты 
<dd, называемой дебаевской. Виды 
функции частотного распределе
ния в приближении Дебая и опре
деленной ' экспериментально при
ведены на рис. 28а, б соответст
венно. Функция £(<») в дебаевском 
приближении равна

/ \ _  I 9Мо2/со|, при со <  сод,
g I л . -

I 0  При 00 >  ©D.

; (4.3.35
Подстановка g(a)  из (4.3.35) и 
£(со) из (4.1.16) в выражение
(4.3.34) дает интеграл, который 
вычисляется в аналитическом виде 
при значениях высоких и низких 
температур •. В случае высоких
* т /\ ЙСОд ■температур T  >  0о =  — — ,

. ~в . 1
1 Подробное вычисление интеграла

(4.3.34) приведено, например, в книге 
(28, с. 125].

Рис. 28. а — Функция частотного 
распределения в приближении Д е
бая; б — экспериментальная функ
ция частотного распределения для 

-  кристалла CaFz
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Sh2T (4.3.36)<«2) =

(kB — постоянная Больцмана; Qd — дебаевская температура), т. е. 
среднеквадратичное смещение растет прямо пропорционально тем
пературе. В случае низких температур T<̂ QD,

(и2)
з й2

AmkBQD
(4.3.37)

т. е. среднеквадратичное смещение не зависит от температуры. 
Подстановка численных значений в формулу (4.3.36) для Al при 
комнатной температуре дает (ы2) ~  0,01 А2.

Отметим также, что существуют более точные и более сложные 
методы расчета Тк, основанные на детальной информации о фонон
ном спектре, получаемой из эксперимента.

§ 4. Ангармонический температурный фактор

В рассмотренном гармоническом приближении теплового фак
тора силы между парами атомов в кристалле пропорциональны их 
относительному смещению, или, что то же самое, в разложении 
потенциальной энергии V по степеням смещения атомов учитыва-, 
ются только члены уравнения (4.1.3). Свойства кристалла 
с гармоническими межатомными силами отличались бы от свойств 
реальных кристаллов, они не обладали бы тепловым расширением, 
температурной зависимостью упругих постоянных и многими дру
гими свойствами реального кристалла.

Экспериментальное измерение температурных факторов про
стых кристаллов, для которых можно провести строгий теоретиче
ский расчет значений Tk в рамках гармонического приближения, 
показывает систематическое отличие измеренных и вычисленных 
значений Тк.

Квазигармоническое приближение. Рассмотрим сначала тсвази- 
гармоническое приближение, которое поможет понять причины из
менения вычисленных тепловых факторов при переходе от гармо
нического случая к ангармоническому. Это приближение проводит
ся без рассмотрения ангармонического кристаллического потен
циала, но с учетом теплового расширения. .

Когда кристалл нагревают, он расширяется, силы между всеми 
парами атомов уменьшаются, соответственно уменьшаются частоты 
нормальных мод колебаний. Предположим, что относительное из
менение частоты Дсо/ю одинаково для всех нормальных мод и про
порционально относительному изменению объема AVkpIVkp кри
сталла, которое происходит за счет теплового расширения. Если 
со — частота, a Vkp — объем при 0 К, тогда можно записать:

—  =  -Y o  =  - V oXT, (4.4.1)
о> Vkp
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где х — коэффициент объемного расширения, а уо — так называе
мая постоянная Грюнайзена.

Теперь заметим, что в формулу для среднеквадратичного сме^ 
щения кубического кристалла (4.3.33) при высоких температурах 
(Ej (q) =keT) частота входит в степени «—2», тогда

В(к) = kBT

3NmK S  < (̂q) /а
(4.4.2)

Поэтому поправка на тепловое расширение будет иметь вид 
<о-2+А(ш-2). Рассматривая Д как дифференциал, имеем

- о - 2 —2со-3 Aco= со-2 ( l —2 — ) . (4.4.3)

Это выражение с учетом (4.4.1) эквивалентно о-2 (1+2уоХ^)-Сле
довательно, • .

Ъ(к) = &(кУ(1+2ч<я,Т), (4.4.4).
где индекс h относится к гармоническому кристаллу без теплового 
расширения. Для изотропных тепловых смещений из уравнения
(4.4.4) находим

(и2) =  (и2}ъ ( 1 +  2уо%Т), • (4.4.5)
а для изотропного В-фактора

. B = Bh(l + 2yG%T). (4.4.6)
Использование этих соотношений приводит к правдоподобным 

результатам для изотропных кристаллов, а в области температур 
100—300 К они дают хорошее совпадение с экспериментально по
лученной зависимостью (и2) от T [35]. Однако экспериментальные 
данные [36, 37] показывают, что среднеквадратичные смещения 
атомов в кубических структурах флюорита и алмаза могут быть 
анизотропными. Гармоническая теория и ее квазигармоническая 
модификация предсказывают изотропные смещения, и чтобы объ
яснить анизотропию в этих кубических структурах, необходимо 
рассматривать теорию, использующую кристаллический потенциал, 
включающий кубические и более высокие члены разложения.

Температурный фактор в приближении одноатомного потенциа
ла. Для определения ангармонического вклада в температурный 
фактор необходимо вернуться "  к общему выражению 
(expiQ(u—и')) и посчитать среднее по времени. В пределах гар
монического приближения (exp/Qu) =  exp -̂--- i-(Q u )2j .  В ан
гармоническом случае это соотношение не верно. Здесь необходимо 
воспользоваться известной теоремой статистической механики о 
том, что среднее по времени равно среднему по ансамблю. В высо
котемпературном случае, который сейчас рассматривается, так как 
ангармонические эффекты велики именно при высоких температу
рах, среднее по ансамблю для фактора Дебая — Уоллера имеет
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■ вид:
J  exp [/Q (и (к1) — и (кТ))] exp

W -т г )
kBT dQ

dQ

(4.4.7)

где V — кристаллический потенциал, a dQ— элемент объема фазо
вого пространства; Кристаллический потенциал дается в виде 
ряда по степеням атомного смещения: • .. ;

V-=V0 + V1 + V t + V 9 + . . .  ;

■ V0. ^  const, V1 =
. - . CLKl . . .

V5 =
I
2! 2 2. ( диа (к1) SuatfV О  )J b ( K t ) uOl- W ) .

а к1 a tKf I f

K3 =
■ Н Е Е  E -

CLKl CL'К 'I '  CLnKnIn

(4.4.8)

Производная берется в положении равновесия атомов, следова
тельно, Ki=O. Гармоническое приближение эквивалентно предпо
ложению, что Vr3 =  K4=... =  0. y4ef ангармонического вклада за счет 
K3 и K4 был проверен для очень простых структур рядом авторов 
[38]. В работе [39] показано, что для моноатомных кубических 
кристаллов с атомами, расположенными .в узлах решетки Бравэ, 
ангармонический вклад в IK(Q) состоит из двух членов: один про
порционален квадрату абсолютной температуры, другой'— кубу. 
(В отличие от линейной зависимости при T ^ T d для гармоническо
го кристалла.) C включением этих ангармонических членов IK(Q) 
уже неизотропен по отношению к вектору рассеяния Q. Однако 
Провести подобныё расчеты для кристаллов более сложных, чем 
NaCl, чрезвычайно трудно. .
, К счастью, температурная, а также, Q-зависимость атомного 
температурного фактора может быть получена другим более про
стым путем с теми же результатами. Для этого нужно заменить 
кристаллический потенциал V потенциалом изолированного атома 
К (и) (одноатомным потенциалом), который действует на атом, 
смещенный из положения равновесия на вектор и, когда все со
седние атомы закреплены. Приближение изолированного атома, 
может быть применено без особых трудностей к любой кристал
лической структуре.

Используя введенный потенциал изолированного атома К(и), 
запишем выражение для температурного фактора: -

T(Q) =  <exp(iQu)> =
Yy-Jxp(IQu)^u

- jSH -
(4.4.9)
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K(U) =  Ко+Ыи) +/з(и) +  /4 (и) +  ..., (4.4.10);
где /2(и )— общая квадратичная форма вектора и, /3( и ) — общая:: 
кубическая форма, M u) — форма четвертой степени. Таким обра
зом, для /2 (и) можно записать следующее выражение:
• M u )  = / 2 ( Wl, Ыг, М3) = ^ llM i2+&22U22 +  &33M32 +  2&i2MlU2 +

+  2&1зЫ1Ыз+2Ь2з«2Ыз, (4.4.11)
где шесть независимых коэффициентов Ьц образуют симметричный; 
тензор второго ранга. Аналогично M u) и /4(и) могут быть выра
жены в терминах тензора третьего и четвертого рангов соответст
венно. При этом /3(и) характеризуется десятью независимыми, 
коэффициентами разложения ciih, a M u) — цятнадцатью коэффи
циентами d‘ikl. В этом случае гармоническая часть T(Q) в (4.4.9)- 
возникает из членов, включающих /2(и), а ангармоническая — из 
/з(и) и /4(и). Эта процедура дает искомую зависимость Ti(Q) от 
температуры и вектора Q, Обычно в практических расчетах ангар
монического вклада учитывают только первые три-четыре члена, 
потенциала К (и) (4.4.10). •'

Рассмотрим также и другое приближение для ангармоническо
го температурного фактора. Известно, чтО TV1(Q) =ехр [Mf2( Q ) ] -  
гармоническое приближение Tk(Q), тогда ангармоническая версия 
температурного фактора Tk(Q) может быть развита следующим 
образом: •

Tk(Q) = е х р [ - / 2(0) + /,(Q ) +Z4(Q)] =  TjJ(Q)exp[/3(Q) -Kf4(Q)],
. (4.4.12)'

где exp (MQ) +/4 (Q)] представляет собой ангармонический-вклад, 
в температурный фактор. Разлагая экспоненту, получим

' Tk (Q) ~  П  (Q) ( 1 + Zs(Q) + /4 (Q)) . (4.4.13)'
Джонсоном [40] была предложена модель ангармонического тем
пературного фактора, основанная на разложении вида (4.4.13). Эта> 
модель требует введения многих произвольных коэффициентов, не 
имеющих ясного физического смысла, и не может предсказать 
температурную зависимость ангармонической части уравнения-
(4.4.13). Модель Джонсона более подробно рассматривается в § 6.

Построим формы /г(и), /3(и), /4(и) для определенных симмет
ричных положений атомов. Для атома в положении с кубической 
точечной симметрией квадратичная функция (4.4.11) имеет вид

' - y a (ui + uI + «3) =  - J aui'

где а — изотропная силовая константа; щ, м2, «з — декартовые 
координаты смещения и. Потенциал изолированного атома
V (u) =  V (и) =  V0 +  -^-сш2 при подстановке в (4.4.9) дает то же-

Потенциал V(u) можно разложить в ряд вида .
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выражение (4.3.5), которое мы получили для гармонического кри
сталла с изотропным смещением:

T(Q) = T  (Q) =  exp ^---- y Q 2<«2>),

(и*) =
kBT

причем среднеквадратичное смещение равно
Если положение кубической симметрии включает центр симметрии

(например, для тЪт), . то куби
ческих ангармонических членов в 
потенциале не будет, т. е. f3(u )= 0. 
Для симметрии 43т центр сим
метрии отсутствует и кубический 
ангармонический член Ын) бу
дет равен p«i«2«3- Этот член появ
ляется в кристаллах со структу
рой алмаза или цинковой обман
ки. Он приводит к появлению че
тырех тетраэдрических лопастей 
потенциала вдоль направлений те
лесных диагоналей куба (рис. 29, а) .

Ангармонический член /4(H) со
стоит из двух частей — изотроп
ной и анизотропной, которые имеют 
вид:

Y (и2 +  ы| +  м§)2 и

6 ^« j+  Mg + ---- g~w4 j , (4,4.14)

Рис. 29. Поверхности функции по
тенциала для атома, характери
зующегося точечной кубической 
симметрией: а — ангармонический 
член p a isa s ;  б — ангармрниче

ский член 6

где u2 = «i2+U22+ « 32- Если 6>0, то 
потенциал имеет шесть лопастей 
вдоль координатных направлений, 
что соответствует атомам в окта
эдрическом окружении (например, 
структура NaCl) (рис.' 29, б ) .  
Если б<0, потенциал имеет во
семь лопастей ддоль направлений 
телесных диагоналей куба 
(рис. 29, в). Этот случай реализу
ется, например, для структур типа 
хлорида цезия.

Запишем общее выражение для потенциала /с-го атома, нахо
дящегося в элементарной ячейке в положении с кубической точеч
ной симметрией
Vk (U) = V 0 + у а д 2 +  P k U 1U 2U 3 ' +  y  ки* +  + и\ + и \----- L * ) .

(4.4.15)

+  «2 +  и3 ——  и4 j
с б > 0 .  в направлении осей коор
динат; в — ангармонический член

б  ̂и\ +  4  —- - g -  U4J с 6 < 0  в

направлении, телесных диагоналей
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Температурный фактор получается подстановкой этого выражения* 
в уравнение (4.4.9) и для кубической симметрии имеет вид [41]:.

r .w -# .e p (- .-S 3 f-)( i- ie w  (-£•) +
+  IO(AbT)2 (Л2 +  A2 +  Z2) +  Z ^ j ( M Z ) -

- ( W  (-S-)4 ш  Of -+ * + V - W  ( т )4 Ш х .
X |Л4 +  A4 +  Z4-  - J  (Л2 +  A2 + Z2)2] J , (4.4.16):

. ао — параметр кубической ре
шетки.

Из (4.4.16) видно, что в рассматриваемом случае температур
ный фактор Tk(Q) является комплексной величиной, а гармониче
ский вклад (рк=у«=бк=0) обусловлен лишь первым слагаемым

а д - “ р ( — т £ г ) .  <4-4-17>-

остальные же члены описывают ангармонический характер Tk(Q). 
Выражение, полученное прямым методом с использованием потен
циала для кубических моноатомных кристаллов с fJ* = 0 другими, 
авторами, имеет подобный вид [39]: .

T (Q) =  exp [— W (Q)], W (Q) =  ——— (Л2 -f A2 + Z2) +
2а \  а0 /

+  ( * ,Г ) * ( ^ ) ’ (*М -** +  (*) ( ^ f )  - ( W  ( - | - ) ’ -ijS- х

X (Л2 .+ A2;+  Z2) +  (AbT)3 (— V j T (A2 +  A2 +  Z2)2 +
\ а0 / а*

+  (AbT)8 (— V —  (Л4 +  A4 +  Z4 — ЗА2А2 — ЗА2Z2 — 3A2Z2). (4.4.18)
'  V ао / 5 а 4 "

где ZVk =  T l -  15АВТ (-jf- )

Формализм Даусона. Структурная амплитуда для брэгговского- 
рассеяния дается выражением (4.2.1)

F (Q) = £/« (Q) Tk (Q) exp (ZQr (к)).
К

Функция-плотности вероятности рк(и), представляющая вероят
ность смещения атома на вектор и из положения равновесия, мо
жет быть записана в виде суммы центросимметричной рс,к(и) ш 
антисимметричной ра,к{и) частей:

Рк{и)=рс,к(и\ + Ра,к(и )>
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где
Рс(и)=рс(—u), Ро(и)=—ра (—и). (4.4.19)

•Фурье-образ рс (и) —действительная функция, фурье-образ 
p a(u )— мнимая функция. Следовательно, температурный фактор, 
который является фурье-преобразованием функции плотности ве
роятности, является комплексной величиной:

J k(Q )= T kic(Q)-H1T ki0(Q), ' (4.4.20)
где TK,C(Q )— центросимметричная функция, а Tki0(Q)'— антисим
метричная функция. Атомный форм-фактор )K(Q) можно подраз
делить таким же способом на реальную и мнимую компоненты, 
представляющие фурье-образы центросимметричной и антисим
метричной частей атомной плотности заряда:

M Q )  = f / c , c ( Q ) + * Y « , a ( Q ) .  (4.4.21)
Этот формализм в 1967 г. предложил Даусон [42] и весьма успеш
но использовал для определения распределения электронной плот
ности в алмазе. Для гармонического кристалла TK>o(Q )=0. Для 
ангармонического кубического кристалла уравнение (4.4.16) опи
сывает температурный фактор' действительная часть этого выра
жения — Tc, а мнимая — Ta. Если положение атома совпадает с 
центром симметрии, то Ta превращается в нуль и энгармонизм ог
раничивается ,членом Tc. Структурная амплитуда в форме Даусо- 
ца имеет вид .

F(Q )=A  (Q)-HB (Q). (4.4.22)
Подставляя (4.4.20) и (4.4.21) в (4.2.1), для рентгеновского излу
чения имеем: .

A (Q) =  £  W eTc -  faTa)K cos [Qr (к)] -  (feTa +  faTc)K sin [Qr (к)]},

. (4.4.23)
В (Q) =  KfcTc — faTa)K sin [Qr (к)] +  (JcTa + faTс)к cos [Qr (к)]},]

К
для нейтронов1:

A (Q) =  Л  bK {Т KiC cos [Qr (к)] — Тк,а sin [Qr (к)]},
К

, (4.4,24)
в (Q) = £  Ьк[{Тк,с sin [Qr (к)] + Тк,а cos [Qr (к)]}.

К .
Кубическая гранецентрированная структура. Атомные коорди

наты такой структуры имеют вид:

[ООО, О, 4 - 0  
2

О —  — ; 
2 2

(4,4.25)

1 Напомним, что для нейтронов форм-фактор Ьк является постоянной вели
чиной и не зависит от Q.
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симметрия тЗт, следовательно, TK,a(Q) =0. Более того, присутст
вие центра симметрии, совпадающего.с каждым атомом, приводит 
к S(Q)=O, и структурная амплитуда (4.4.24) упрощается:

P (Q) =  Y t bkTK,cJSX) cos.[Qr (к)]. (4.4.26)
К

Здесь используется выражение для структурной амплитуды в слу
чае рассеяния нейтронов, так как нейтронографические данные по
зволяют легко отделить эффекты, связанные с энгармонизмом 
температурного фактора, от эффектов анизотропии форм-фактора 
атома *. '

Используя индексы Миллера и суммируя по всем позициям
(4.4.25), получим

m
AbTc (Q) для всех четных и всех нечетных hkl 
0 . . .  для остальных hkl

(4.4.27)
Запишем T1c(Q) через индексы hkl, учитывая уравнение (4.4.18) с 
выброшенными двумя малыми последними членами,

Tf (Q) = e x p { - ( - ^ - ) V  + * 2 *+ /2> -|т -[1  + ^ Х У о -РОЙ в ^ -) ]}  =

=  е х р { - 8 я г- ^ ^ - [ 1  + ; г ( 2 Х у о - 2 0 ^ ) ] } ,  (4.4.28)V

им еет линеины и вид, что coot-т . е. зависимость InITI от —
1 1 Я,2

ветствует эксперименту. Однако в отличие от гармонического 
кристалла наклон графика изменен как за счет квазигармониче
ского члена вида 2%уа, так и за счет чисто ангармонического члена
2 0 - ^ L ,  т . е.

В =  fih ( I + r [ 2 x Y o ~ 2 0 - |L ] ) , (4.4.29)

если гармонический
/  D sin2 0 \  

- е х р ( - В — ) .

температурный фактор имеет вид Tc (Q) =  
Экспериментальное исследование ангармо

нических эффектов дает хорошее подтверждение теории. На рис.30 
представлены экспериментальные данные для кристалла Al [43]: 
Кривая 1 рассчитана без учета энгармонизма (х=0, у= 0). Кри
вая 2 рассчитана в квазигармоническом приближении (х^О, у=0) 
по формуле (4.4.4). Кривая 3, рассчитанная по (4.4.29), хорошо 
совпадает с экспериментальной кривой при у = —0,7« IO-12 эрг/А4.

1 Естественно, что нейтронографические дифракционные данные не содер
ж ат информации об анизотропии распределения электронной плотности атомов

. (кроме специальных случаев), так как рассеяние нейтронов происходит на яд-
pfcx атомов. _ ........ j
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Сравнение теории с экспериментом было проведено также и для 
KCl [44] (рис. 31). Использовались значения ук ——0,59* IO-12эрг/А4, 
Y c i= '—0,40 • IO-12 эрг/А4.

Рис. 30. Зависимость S -фактора 
от температуры для алюминия. 
Точками отображена эксперимен

тальная зависимость от температуры T для KCL Кривые 1, 
2 и 3 соответствуют гармоническому^ 
квазигармоническому и ангармоническо
му приближениям. Точки обозначают 

экспериментальные значения

И этот эксперимент показал удовлетворительное согласие ангармо
нической теории с опытными данными.

Структура алмаза. «Запрещенные рефлексы». В кубической 
ячейке алмаза восемь одинаковых атомов находятся в тетраэдри
ческом окружении своих четырех ближайших соседей (рис. 32). 
Выбирая начало ячейки в центре симметрии посередине между 
двумя соседними атомами, запишем координаты атомов в следую
щем виде:

7 7 ' 7 3 3 7 3 7 3 7 3 3 (A)

; (4.4.30)
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

I I I 5 5 I 5 I 5 I б 5
(В)

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

Первые четыре положения (Л) имеют ближайших соседей вдоль 
[111], вторые четыре положения (В) — вдоль [111]. Все атомы 
находятся в положении 43т симметрии, и, следовательно, в выра
жении (4.4.22) B(Q)=O. Положения (А) и (В) связаны центром 
симметрии, поэтому Тсв—Тса , Тав——Taа - Подставим атомные ко
ординаты в (4.2.24):

F (Ш) = 8ЬТсЛ cos J - J -  (h + k + l )  J — BbTaA sin. J - j  (A +  k +  / ) ] .

(4.4.31)
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Таким образом, структурная амплитуда подразделяется на че
тыре группы, зависящие от величины суммы миллеровских индек
сов: • .

F (Hkl) —

SbTса ' для h + k + 1 = 4п,
SibTaA для h -f- k -J- / =  4л -f 2,
4 / 2  6 {Тса +  iToa) для h + k + l — 4n + 1,

[ 4 У Т  Ь (Tca — iToa) Для  h + k + I = 4п — 1.

(Здесь л — целое.) В гармоничес
ком приближении Тал=0, следо
вательно, 4л+ 2  рефлексы запре
щены. Но если принять во внима
ние ангармонический вклад в тем
пературный фактор, то они уже 
будут не запрещены. Появление 
4п+ 2  нейтронных рефлексов для 
структуры алмаза было предска
зано Даусо'ном и Виллисом [45] 
и подтверждено в нейтрон-дифрак- 
ционных экспериментах на крем
нии [37]. Для рентгеновских лучей 
ситуация значительно сложнее, 
чем для нейтронов, потому что за
прещенные рефлексы могут также 
появиться по другим причинам (на
пример, анизотропия /«(Q)).

Запишем одноатомный потенци
ал (4.4.15), пренебрегая члена
ми выше третьего порядка:

V (u) =  V0 +  оса2 +  Pu1U2W8. (4.4.33)

Тогда выражения для Тса и Тал могут быть получены из (4.4.16) 
при Y = S = O:.

- .,(JEHL).

Рис. 32. Структура алмаза. На ри
сунке заштрихованными кружка
ми обозначены атомы, находящие
ся в S -положениях, а светлыми —• 

в ^-положениях

(4.4.34) 

Ш . (4.4.35)

Из выражений (4.4.32), (4.4.34) и (4.4.35) можно сделать выводы: 
4л рефлексы остаются теми же, что и для гармонического кристал
ла, так как Тса  не содержит постоянную р, характеризующую ан
гармонический вклад в потенциале V(u); 4л+ 2 рефлексы уже не 
запрещены, их интенсивность увеличивается с ростом температу
ры; 4л+1 рефлексы более интенсивны, чем 4л—1, в то время как 
для гармонического кристалла они равны. "
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. Кремний. имеет структуру алмаза, которая может быть пред
ставлена как две вложенные друг в друга гранецентрированные 
кубические решетки {А) и (В), сдвинутые вдоль диагонали куба 
на ее четверть. Тетраэдрические ЗэЗрЗ-гибридные ковалентные свя
зи положения (Л) направлены противоположно гибридным свя
зям положения (В). Эта антисймметрия зарядовой плотности дол
гое время принималась за объяснение появления запрещённых 
рефлексов. Однако ангармонические колебания, как было показа
но выше, тоже приводят к появлению запрещенных рефлексов. 
,Каждый атом Bi структуре алмаза расположен так, что в одном 
направлении у него ближайший сосед, а в противоположном — 
«дыра». Поэтому, ангармонические колебания ядра в этом окруже
нии происходят таким образом, что ядро при колебаниях больше 
времени проводит Д направлении «дыры», чем в направлении свя
зи. Это тетраэдрическое распределение колебаний с лопастями,: 
напрдв'ленными к «дырам», противоположно тетраэдрическому 
распределению заряда1 с-лопастями, направленными вдоль связей. 
Следовательно, эти два эффекта противоположны друг другу, и раз
делить» их вклад по рентгеновским дифракционным данным трудно. 
Нейтроны же взаимодействуют только с ядрами, и поэтому за
прещенные рефлексы описываются только ангармоническим дви
жением. .

Экспериментальная регистрация рефлекса 222 была проведена 
на кремнии в нейтронографическом эксперименте в области темпе
ратур от комнатной до 1350° C [37]. Рефлекс с трудом регистриру
ется при комнатной температуре, но его интенсивность быстро рас
тет.с температурой. В соответствии с теорией структурный фак
тор для рефлекса 222 имеет вид . , :

F (222)=  Sifcexp K222, F222 =  8 ( W 2. (4.4.3б>

Уравнение (4.4.36) предсказывает квадратичную зависимость ве
личины Y222 от температуры, это под
тверждается экспериментом (рис. 33).

Рентгеновское ' изучение запрещен
ных отражений в кремнии было про
ведено в области температур 20—500°С 
для рефлекса 442. Интегральная ин
тенсивность уменьшалась от 20 до 
250° С, а затем снова увеличивалась 
и при 500° C превышала интенсив
ность, соответствующую комнатной 
температуре в четыре раза [46] 
(рис. 34) . Такая неожиданная темпе

ратурная зависимость объясняется 
взаимным влиянием на структурную 
амплитуру F антисимметричного рас
пределения заряда F связь и ан
гармонического теплового движе-

У222
4 р  . У. //

Рис. 33. Зависимость величины 
У222 (см. (4.4.36)) о т Т 2 для 
кремния. Точки соответствуют 
экспериментальным значениям

1 2 0



■ния Fангарм-̂  При комнатной температуре T7cim3b имеет проти
воположный знак и больше по величине, чем T7aHrapw Но ан- 
хармонический вклад увеличивается с температурой и достигает 
•Рсвяэь при 250° С. Рассмотренные выше эффекты показывают не- 
.обходимость учета энгармонизма для получения прецизионных 
рентгеновских данных.
. Интересна работа [36], проделанная ,Копером и другими по изу
чению эффектов энгармонизма для фторида бария, имеющего

Рис. 34. Зависимость интегральной интенсивности рент
геновского отражения 442 от температуры для кремния

Структуру флюорита. Нейтронный, эксперимент проводился в об
ласти температур от комнатной (температура Дебая для BaF2) 
до 870 К (около точки плавления). Использовался цилиндрический 
монокристалл с осью вдоль [011], все рефлексы Ш  измерялись 
в зоне, перпендикулярной к оси цилиндра, а интенсивности кор
ректировались на экстинкцию1 и ТДР. Окончательная ошибка 
была около 1%. Основные результаты эксперимента следующие. 
Лри 20° C интенсивность рефлекса 11 i 1 на 20% больше, чем ин
тенсивность рефлекса 577, а при 400° C — 1 1 1 1  уже в два раза 
интенсивнее, чем 577. Эти два рефлекса имеют одинаковые зна
чения h?+k2+ l2= Q2= 123. По гармонической теории структурная 
амплитуда для кристаллов типа флюорита зависит только от дли
ны вектора Q: F(Hkl) —4ЬВв ехр(—Q2ksT/2аВа) . и эти два рефлекса 
должны иметь одинаковую интенсивность при любой температуре.

1 Экстинкция будет рассмотрена в седьмой теме.
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Квазигармоническая теория, в которой параметр аВа становится 
зависимым от Т, дает тот же результат. Подобное различие ин
тенсивностей происходит и для других групп отражения с нечет
ными индексами, имеющих то же значение |Q |, например 933 
и 755. В данной группе сильнее оказывается рефлекс с индекса
ми типа h + k + l= 4 n + 1, а слабее — с индексами h+ k+ l= 4n—1. 
Группа отражений с четными индексами дает одинаковые отраже
ния при одинаковых | Q | . Все наблюдаемые эффекты находят удов

. летворительное объяснение' вве
дением только одного ангармо
нического потенциального пара
метра Pf, который характеризует 
антисимметричную составляю
щую температурного фактора 
атома фтора. Рис. 35 показыва
ет сечение функции плотности 
вероятности атома фтора, под
считанной для комнатной темпе
ратуры. Анизотропия функции 
плотности вероятности относи
тельно мала, но достаточна для 
объяснения приведенных выше 
экспериментальных фактов.

Теоретически рассчитать по
правку на энгармонизм тепловых 

. колебаний удается только для . 
относительно простых структур в 
связи" с тем, что с усложнением 
структуры быстро растет число 
независимых, параметров, не име- 

. ющих реального физического
смысла. Для рентгеновского излучения встает еще проблема раз
деления анизотропных вкладов от температурного фактора и от 
функции атомного рассеяния. До некоторой степени асферичность 
зарядовой плотности вокруг атома может быть представлена по
средством формального анизотропного теплового движения сфе
рических атомов. Поэтому в общем довольно трудно отличить эф
фект асферичности атомного рассеивающего фактора и анизо
тропного температурного фактора в рентгеновском эксперименте.

Нейтронографические измерения однозначно выделяют анизо
тропию только температурного фактора, поэтому совместное ис
пользование нейтрОно- и рентгенографических методов весьма же
лательно. -

Формализм Джонсона. Последовательный теоретический рас
чет ангармонических членов температурного фактора и.их экспе
риментальное определение методом, описанным выше, удаются 
только для очень простых структур [38, 39, 41, 47]. Практически 
ангармонические члены температурного фактора могут опреде
ляться MHK по алгоритму, предложенному Джонсоном [40].

Рис» 35, (НО) сечение функции плот
ности вероятности атома фтора в 
BaFa. Штриховые окружности соот
ветствуют равным значениям функции 
плотности вероятности для гармони

ческого приближения

1 2 2



Ранее было введено понятие функции плотности вероятности. 
В координатах, связанных с центром атома, функция плотности 
вероятности s-ro атома дается выражением (4.3.12):

Л (“>“  ( ~ Т !
а ее фурье-образом является температурный фактор (4.3.2):

Ts(Q) =  I ps(и)exp(tQu) (Pu =  exp ^— i-Q TB(s)Q j ,

Ps (и) =  J Ts (Q) exp (— tQu) (PQ.
В координатах, связанных с началом ячейки, функция плотности 
вероятности имеет вид: .

М и )  =  1/2е*Р [ - у  (U -T s)^B-- (s) (и - г , ) ] ,  (4.4.37)

где г* — обозначает среднее положение атома s. Фурье-образом 
(4.4.37) будет характеристическая функция

Ф (Q) =  exp ( IrlQ - Y 0 -B- ' (*)Q) • (4.4.38)

Записав (4.4.38) в компонентах и применив правило суммирования 
по дважды встречающемуся индексу, получим

Ф (Q) =  exp -  Y  BlkQiQk̂ . (j,k  =  1, 2, 3) (4.4.39)

Умножим эту экспоненту на атомный рассеивающий фактор /s (H), 
просуммируем по п атомам в элементарной ячейке и перейдем к 
миллеровским индексам, тогда

F(H) =  £  ЦЩ ехр Wnrlhi - V kIiihk). (4.4.40)
S=I •

Полученное выражение совпадает с обычной формулой для струк
турной амплитуды с анизотропным температурным множителем.

Итак, в приближении гармонических анизотропных колебаний 
функция плотности вероятности имеет вид трехмерного распреде
ления Гаусса (4.4.37), характеризуемого вектором rs и симметрич
ной матрицей В-1 (5).

В общем случае ангармонического движения функция плотно
сти вероятности может быть разложена в ряд около своего при
ближения нулевого порядка. Возьмем в качестве такого нулевого 
приближения гауссову функцию плотности вероятности р (и, 
норм) и разложим около нее общую функцию плотности вероятно
сти р (и, общ) в ряд по производным возрастающего порядка. Это 
разложение, перестроенное так, чтобы получилось наилучшее при
ближение с конечным числом членов, называется разложением 
Чебышева — Кремера (в иностранной литературе — Edgeworth
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expansion)'. Оно может быть выражено как серия дифференциаль
ных операторов, действующих на р (и, норм), и л и  через многомер
ные п о л и н о м ы  Эрмита. Разложение Чебышева — Кремера общей 
функции плотности вероятности около р (и, норм) имеет вид

р (и, общ) =  OH-D1 (и) +  D2(и) +,..}р(и, норм), (4.4.41)'
где Db D2, D3... — дифференциальные операторы [40]. .. _

Фурье-образом р (и, общ) будет характеристическая функций

1P4(Q)= е х р ( а д  +  ^ K i kQlQk + - ^ K l klQlQkQl +  . . . ) .  (4.4.42)

Это так называемое разложение' по кумулянтам (cumulant 
expansion), где коэффициенты : К{, Щк> Щы, . . .  — симметричные 
тензоры первого, второго, третьего,... рангов, известные как первое 
три кумулянта функции 1Fs(Q). ; • . .

Характеристическую функцию 1Irs (Q) Можно преобразовать 6 
выражение для структурного фактора с ангармоническим темпера- 
TypBBibif1 фактором аналогично тому, как было сделано ранее с 
(4.4.39). Произведем замену: . . : 1

. ... . . . . .  Ь{к - 2 п 2К{к, (4.4,43)

с’н =  К{ы, # к1т =  К{Ыт, (/, k , l ,m =  1, 2,3). . .  з 3- ■ ■ ,
тогда получим

P (н) h  (H) exp (i2na'sh, — VJhjhk — icisklh,hkhL+ dj^h jh^i^ —. ': . ).
S=I ‘ ■ , . ' .

' (4.4.44)

Сравнивая это уравнение с (4.4.40), легко заметить, что а{ 
соответствует координатам среднего положения атома, b'J*— 
анизотропным тепловым коэффициентам; члены CiJtt> d j lm, . . .  
характеризуют энгармонизм теплового движения. Коэффициенты

°s>  ° s  > °s ’ а $ > симметричны по всем индексам, и, следо
вательно, а[ имеет три независимых члена, VJ — шесть, VJ1 —
десять, a d,Jlm — пятнадцать при точечной симметрии Ci =  I. 
Видно, что увеличение числа ангармонических членов, принимае
мых в рассмотрение, приводит к резкому увеличению числа неза
висимых параметров модели. Однако здесь можно учесть два ,об
стоятельства; во-первых, члены выше четвертого порядка по h/ 
обычно малы и выходят за пределы точности дифракционного экс
перимента; во-вторых, существует ряд ограничений, накладывае
мых на число независимых коэффициентов тензоров bik, c'kl, d'ki,n 
точечной группы симметрии атома. Например, для симметрии 43т  
остается только один коэффициент с123 из десяти независимых эле-
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Т а б л и ц а  5'
Число независимых коэффициентов симметричных по всем индексам тензоров 

первого — пятого рангов для 32 точечных групп симметрии

Точечная
группа

симметрии

Ранг тензора Точечная . 
группа 

симметрии .

Ранг тензора

1 2 3 4 5 1 2 - 3 4 5

1 . . 3 6 10 15, 21 3 ... 0 2 0 5 0
T !0 6 0 15 0, , 3 т 1 1 2 3 4 5
т 2 4 6 9 12: 32 I . 0 2 1 4 2
2 : 'V ■ 1 4 .4 9 9 ! • З т  • 0 2 0 ! 4 0

•' 2 Ihi ; 0 4 0 9 0 . 6 ; ' P 0 2 2 ' 3 4
mm2 - •1 3' 3 ‘ 6 6 б  ̂ : ’• 1 2 2 \ 3 Ч 3

* 222 •  ̂ о : з  ь 1 * 6 : 3 6 Im' 1 1 0 2 0 3' 0
тпгт • 0 ъ P 6 ° : 6т2  ^ 0 2 1 3 £

• 4 1 \2 2 ' 5 5 - - б т т 1 2 2 3 а
, .4 ; • 0 ;2 2 5 4- ; 622 0 2 0 3 а

4Im ' - 0 = 2 0 5 0 - 6 Jmmm 0 2 0 3 а
4mm 1 ;2 £ 4 4 V. : 23 - • 0 1 1 2 1
42m 0 2 1 4 2 5 m3 0 1 0 2 а
422 • • о ю 0 4 1 ' 4 3т : 0 1 1 2 1

- 4 lmmtn 0 2 О 4 ■ 0 ’

со ч 0 1 0 2 0
3 1 2 4 5 i 7 * т З т  « 0 Г 0 2 0

ментов тензора cikl. Этот частный результат был уже получен ра
нее (см. с. 114). Выше приведена табл. 5, котррая показывает чис
ло независимых коэффициентов тензоров первого — пятого рангов 
для каждой из 32 точечных групп [34, 40, 48].

Можно заметить, что все центросимметричные точечные группы 
имеют нулевые тензоры нечетного’ранга. Три нецентросимметрич
ные группы 422, 622, 432 имеют нулевые тензоры третьего ранга, 
но это не относится к тензорам нечетных рангов высшего порядка. 
В табл. 6 [34, 40, 48] представлены независимые коэффициенты в 
декартовых координатах для симметричного тензора третьего ран
га в точечных группах симметрии, разрешенных табл. 5. Аналогич
но для тензора четвертого ранга приведена табл. 7.

Соотношения между независимыми коэффициентами тензоров 
второго — четвертого рангов для координат, связанных с решет
кой, можно найти в Интернациональных таблицах рентгеновской 
кристаллографии [8, т. IV].

Уравнение (4.4.44) может служить основой для определения 
с помощью MHK наилучших значений коэффициентов а \ Ык, 
cikl.... Можно отметить, что в общем случае двух-, трех-, четы- 
рехкумулянтной модели требуется 9, 19, 34 параметра на атом
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Соотношение между элементами симметричного по. всем индексам 
тензора третьего ранга в декартовых координатах*

j Т а б л и ц а  6

Точечная группа симметрии

Индексы тензора _  J kl
Полное
число

незави
симых
элемен

тов
тензора

111 222 333 211 II 122 311 J 133 II 322 I 233 I 123
A B о Е I * II 0  II *  II '  II '

кратность

I ' I I 3 3 3 3 3 3 6

1 A JB C D1 E F G / J 10

m (m ±Z ) A B 0 D E 0 Q 0 / 0 6

m(m±Y) * A 0 C 0 E F G Я 0 0 6

2 (2  I [Z) 0 0 C 0 0 F 0 Я 0 / 4

2 (2  H Г) 0 B 0 D 0 0 0 0 I J 4

mm2 0 0 C 0 0 F 0 Я 0 0 3

1222 , 42m, 23, 43m 0 0 0 0 0 0 0 0 0 J ^ 1

4 , 4mm, 6 , 6mm 0 0 C 0 0 F 0 F 0 0 2

4 0 0 0 0 0 F 0 - F 0 J 2

4m2 (m J_ X) 0 0 0 0 0 F 0 - F 0 0 1

3 A B C —Л F 0 F 0 0 4

3m(m±Y) A 0 C 0 —Л F 0 F 0 0 3

3 ( m i X ) 0 B C -JB 0 F 0 F 0 0 3

3 2 (2  И Г), 6m2 (m _LX) 0 B 0 — в 0 0 0 0 0 0 1
32 (2 H X ), 62m (2 О X) A 0 0 0 -л 0 0 0 0 0 1

6
■ Bb

A B 0 —-JB -л 0 0 0 0 0 2

* См. сноску к табл. 4 на с. 108.

соответственно — это значительно усложняет решение задачи для 
низко'симметричных структур.

В работе Фингера и др. [49] было проведено исследование 
влияния ангармонических тепловых колебаний на распределение 
электронной плотности вокруг ионов Ni2+ и Fe2+ в шпинелях 
Ni2SiOi и Fe2SiOi. На карте разностной электронной плотности 
Ni2SiOi в плоскости Ni—О—Si были обнаружены четыре макси
мума+!),5 ек~ъ на расстоянии ~  0,5 А вдоль направлений [111] 
и [111] и два минимума —1,0 еА~3 на этом же расстоянии по 
обе стороны от атома Ni вдоль направления связи Ni—О. Про
странственная группа Ni2SiO4 есть FdZm-, атом Ni находится в 
положении с точечной симметрией 3т. Поэтому для четырехку- 
мулянтной модели ангармонических тепловых колебаний атома 
Ni остаются две компоненты тензора второго ранга Wh и четыре
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Т а б л и ц а  7
Соотношение между элементами симметричного по всем индексам тензора четвертого ранга в декартовых координатах*

diklni Индексы пи 2222 3333 2111 1222 3111 1333 3222 2333 1122 3311 2233 1123 2213 3312 Полное
числотензора Л В C D E F G H / J К L M N P

Кратность
Точечная груп- 
па симметрии

1 1 1 4 4 4 4 4 4 6 6 6 12 12 12

незави
симых
элементов

I, T Л В C D E F G H I У /( L M N P 15
2, т , 2/m(2 || Y ,  тхК ) Л В C 0 0 F G 0 0 У * L 0 N 0 9

2, т , 21 т  (2 1| Z , m ± Z ) А В C D £ 0 0 о . 0 У * L 0 0 P 9

222, mm2, т т т А В C 0 0 0 0 0 0 У * L 0 0 0 6

’ 
со CO

I

ЗУ ЗУ C 0 0 F 0 —м 0 У L L Afi — F 0 5
32, З т , З т ЗУ ЗУ C 0 0 0 0 -A l 0 У L L M 0 0 4

4 , 4 , 4 / т . Л л C D - D 0 0 0 0 У L L 0 0 0 5
422, 4 т т  \ 

4 2 т , 4 / т т т  J л л C 0 0 0 0 0 0 У L L 0 0 0 4

6 , 6 , 6 / т ,  .622 J 

б т т ,  6 т  2, 6 1 ттт J
ЗУ ЗУ C 0 0 0 0 0 0 У L L 0 0 0 3

23, m3, 432 J 

43т , т З т  |
л л А 0 0 0 0 0 0 £ L L 0 0 0 2

* См, сноску к табл, 4 «а с. 108,



!компоненты тензора четвертого ранга сЧМт. Уточнение темпера
турного фактора для четырехкумулянтной модели проводилось 
по формуле:

ехр (—Hjhkbjfl hjhkHJimdjkim)у
где для никеля (в работе использована нестандартная установка)

. &I I =  &22 =  &33, &12 =  &13 =  &23, _ -

d\  111 =  G?2222 =  ̂ 3333, d\  123 =  ̂ 1223 =  ^1233, 

d \  112 =  d \ 113 =  d \222 =  d\  333 — C?2333 =  di222y d \ \  22 =  ^2233 =  33»
д л я  атом а крем н ия 6 ц =  622 =  633 , 6 i2 =  6 i3 = & 2 3  =  0 , 
д л я  атом а ки слорода 611 =  622 =  633, 612 =  613 =  623 .

• Результаты обычного и четырехкумулянтного, уточнения при
ведены в табл. 8. Я-фактор уменьшился с 1,4 до ! , I 0Zo1, причем 
характер распределения в двух рассмотренных случаях оказался 
существенно различным. Анализ табл. 8 показывает, что только

Таблица 8
Четырехкумулянтное уточнение структуры 

Ni2SiO4 [49] ;

Атом Параметр
Обычное 

двухкуму- 
лянтное уточ

нение X IO6

Четырехку- 
- мулянтное .. 

уточне
ние х  IO5 .

Ni ■ ■ Ьп 96(3) 78(8)
bi2 — 5(4) - 4 ( 2 )
^ ll ll ■ —0,1 6 (3 )

— „ —0,0 0 (1 )
^1122 — + 0 ,0 2 (1 )
^1123 — 0 ,00 (1 )

Si Ьп 76(5) • 67(5)

О Ьп 130(6) ■ 122(5) '
&12 . . — 15(10) — 12(8)

П р и м е ч а н и е .  В скобках приведены стан
дартные отклонения.

член dim существенно отличен от нуля .и что коэффициенты bjk 
уменьшились для всех атомов. Для Fe2SiO4 аналогичных законо
мерностей не обнаружено. Следует подчеркнуть, что упомянутые 
особенности на карте разностной электронной плотности могут

, Г S ^ I F o i - I F cI)2 11/2
I S®l Fo l2j J ’ ,

здесь IF01 и I Fc I — модули наблюдаемых и вычисленных структурных ампли
туд соответственно, a w — весовые коэффициенты.
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возникать как благодаря ангармоническим колебаниям ядра ни
келя, так и асферичности в распределении плотности Зс?-электро- 
нов на /гг-орбитали атома переходного металла Ni. Окончатель
ный ответ на вопрос о причинах этих особенностей может дать 
совместный рентген-нейтронодифракционный эксперимент. В ра
боте [50] на основании только рентгеновских данных показано, 
что вероятнее всего особенности электронной плотности возни
кают благодаря второму механизму.

§ 5. Температурный фактор молекулярных 
кристаллов. Модель жесткого тела (The 
rigid-body model)

В молекулярных кристаллах, в ячейках которых содержится 
несколько одинаковых молекул, связи между атомами в одной 
молекуле обычно значительно сильнее, чем связи между отдель
ными молекулами. Тепловые колебания в таких кристаллах удобэ-

Рис. 36. Структура гексаметилентетрамина C$N*Hi*

но рассматривать следующим образом. Атомы в одной молекуле 
считаются жестко закрепленными друг относительно друга, а 
тепловое движение выражается в колебаниях одних жестких мо
лекул относительно других. В качестве примера таких структур 
можно привести структуру гексаметилентетрамина, изображен
ную на рис. 36. Фононный спектр таких кристаллов имеет вид, 
приведенный на рис. 37. Шесть ветвей спектра, соответствующих 
трем поступательным и трем вращательным степеням свободы 
молекулы как твердого тела, значительно отделены от остальных

JJly2 Л. А. Асланов, Е. Н. Треушников 129



кул как жестких единиц, а

{внутренних) ветвей, соответствующих колебаниям атомов вну
три отдельной молекулы. Разделение колебаний атомов на вну
тренние и внешние моды движения составляет суть приближения 
модели жесткого тела (The rigid-body model или далее сокраще
но jRB-модель).

Рассмотрим возможность приложения RB -модели к опреде
лению температурного фактора молекулярных кристаллов. Итак, 
пусть внешние (решеточные) моды описывают колебания моле

внутренние (молекулярные) моды 
.описывают колебания атомов в пре
делах одной молекулы. Мода час
тоты входит в выражение для 

§ среднеквадратичного теплового сме- 
§ щения (4.4.2) как со-2, так что 
§ низкочастотные внешние моды бу- 
I  дут давать в смещение атомов 
|-  больший вклад, чем высокочастот- 
<|* ные внутренние моды. В модели 

=f жесткого тела, используемой для 
интерпретации температурных фак- 

s  торов, полностью игнорируется 
1 вклад внутренних мод. Такая «кри- 
§ сталлографическая» #£-модель 
I  в действительности является более 
“ грубой аппроксимацией, чем RB-мо

дель, используемая при описании 
динамики решетки. В последнем 
случае внутренними модами не 
пренебрегают, они трактуются как 
эквивалентные моды свободной 
молекулы. Таким же образом, мы 

можем расширить кристаллографическую ^В-модель и включить 
вклад внутренних мод в температурный фактор. ■ -

Существует ряд преимуществ применения 7?В-модели при 
уточнении кристаллических структур. Во-первых, модель исполь
зуется для оценки поправки на длину связи, происходящей бла
годаря существованию либрационных мод движения. Если моле
кула совершает либрационные колебания вокруг оси,, проходя
щей рядом с центром молекулы, то атомы движутся по .дугам и 
их среднее положение смещается к центру. Этот сдвиг может 
превышать 0,02 А. Во-вторых, это общее преимущество, связан
ное с уменьшением числа тепловых параметров в RB -модели по 
сравнению с обычным методом уточнения тепловых параметров 
для каждого атома. . . ■

В § 3 было показано, что тепловые колебания атома можно 
охарактеризовать гауссовой функцией плотности вероятности и 
математически описать симметричной 3X3 матрицей среднеквад
ратичного смещения Ватом(/с), //-элемент которого представляет 
среднее значение смещения к-го атома вдоль декартовой /-оси,

Компонента X волнового вектора q

Рис. 37. Фононный спектр гекса
' мети лентетра мина
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умноженное на его смещение вдоль /-оси (см. (4.3.10)).
Ватом(к) =  (ит(к)и(к)).

Перепишем это выражение в виде .
В ат°м {к) =  £  (U* (к, ;'q))T U (к, jq), (4.5.1)

/ч
где суммирование ведется по всем SnN модам колебаний, а 
U(K,-/q)— вектор смещения атома к в моде (jq). В случае жест
ких молекул заменим трехмерный вектор U (к, jq) на шестимер
ный Umoji (Л, jq), чьи координаты есть три компоненты RB-транс
ляционного смещения 0  и три компоненты /?В-.либрационного 
смещения 0:

Umoji ( к , tq) =

I ил 
U2 
U3
01
02

1̂ 3 )

(4.5.2)

где Uu U2, U3 — смещения молекулы вдоль X, У, Z; 0i, 02, 0з — 
угловые смещения вокруг осей X, Y, Z.

Таким образом, для молекулярного кристалла с жесткими 
молекулами матрица В (к) принимает вид

Bmoji (к ) =  S  Umoji ( к , j  q) (U’M0JI (к, j q))T, (4.5.3)
/ч -

где к — номер молекулы в примитивной ячейке кристалла, а 
суммирование идет по 6n'N внешним модам колебаний («' — чис
ло молекул в ячейке).

Для объяснения физического смысла симметричной 6X6 мат
рицы Bmoji(K) разобьем ее на четыре матрицы следующей под
становкой:

UmojI (к, jq )  — U (к, jq) 
0 (к, jq)

Тогда Вмол(к) примет вид

Bmoji (к )  =

'T (к) IS (k)' 

.S^(«)]l (k)

(4.5.4)

(4.5.5)

T ( K )  =  £U(K,/q)(U*(K,/q))T,
/ч

s  ( к ) =  S  и  ( * ' / я )  (0* (« • / q ) ) T . ( 4 .5 .6 )
/Q -

L(K) =  £0(K ,/q) (0* (к, /q))T.
/ч
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' Элементы Т, L, S-матриц все действительны, и, следовательно, 
можно считать, что суммирование идет только по действитель
ным частям величин в правой части (4.5.6).

Если обозначить мгновенное трансляционное смещение моле
кулы из ее положения равновесия через и (/с), а мгновенное уг
ловое (либрацйонное) смещение относительно трех декартовых 
осей, проходящих через центр масс молекулы, через 0(/с), то 
матрицы (4.5.6) могут быть выражены как усредненные по вре
мени смещения:
' ‘ Т(/с)=<и(/с)и*(/с)>,-

. L(K) = <0(к)0* (к) >, “ (4.5.7);
S(k) =<и(к)0т(к)>, • '

где T — трансляционная симметричная матрица третьего ранга 
описывает поступательное (трансляционное) движение молеку
лы, так же как В-матрица (4.3.10) описывает поступательное 
движение атома; (етТ е)— среднеквадратичная трансляция в на
правлении единичного вектора е. •

. L — либрационная симметричная матрица третьего ранга опи- 
еывает вращательное движение молекулы; (eTLe)— среднеквад- 
ратичное угловое смещение вокруг оси в направлении е.

S — трансляционно-либрационная матрица, или матрица кор
реляции, в общем случае несимметричная с девятью независимы
ми элементами, хотя, как будет показано ниже, не более восьми 
из них можно определить из дифракционных данных.

В первоначальной формулировке RB-модели, данной Крук- 
шенком [51], S-матрица выбрасывалась из рассмотрения. Это 
так называемая 7Т-модель, впоследствии Цоли [52] модифици
ровал JL -модель, показав, что комбинация либрационного и 
трансляционного движений может трактоваться как одна либра
ция вокруг оси,, проходящей через точку, смещенную на вектор х 
от центра масс молекулы. Эта концепция лежит в основе TLX- 
модели. Общая формулировка RB-модели в терминах Т, L, S-мат
риц дана Шомакером_и Трубладом [53]. Если молекула нахо
дится в положении 1, то S-матрица превращается в ноль и 

„ TLS-модель переходит в TL. ,
Найдем соотношение между В-матрицами индивидуальных 

атомов и Т, L, S-матрицами молекулы. Пусть г(ка) обозначает 
равновесное положение атома а в /с-й молекуле относительно 
центра масс молекулы, тогда мгновенное атомное смещение 
равно: ’

' и(ка) =U (к) +  0(к) Xr(Kd ) .  (4.5.8)
Чтобы выразить векторное произведение в матричном виде, вве
дем антисимметричную матрицу R(Kd):

’ 0 Гг гг \
—Гг 0 Л (4.5.9)
, г% - rI 0 I
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где г и г2, гз — декартовы координаты вектора г(ка). Тогда урав
нение (4.5.8) примет вид

и(ка) =и(/с) +  Я(ка)0(к). • (4.5.10)
В-матрица для атома (ка) имеет вид (см. (4.3.10)):

В(ка) =  (и(ка)ит(ка)). (4.5.11)
Подставляя сюда и(ка) из (4.5.10) получим .

В (к а ) =  ( (и (к) +  R(ка)0(к)) (ит (к) + 0 Т(к) Rt(/са))) =
=  <и (/с) ит ( / с)  ) +  R(/ca) <0 (к) 0Т (к)) Rr (Ka) +  <и (к) 0Т (к) >RT (ка) +

. +  R(Ka) (0 (к) Ur (к)). (4.5.12)
Или, переходя к Т, L, S-матрицам (4.5.7):

В (ка) =  T (к) +  R (ка) L(к) Rt (ка) +  S (к) Rr (ка) +  R (ка) St ( к )  .

(4.5.13)
Уравнение (4.5.13) дает матрицу среднеквадратичного смещения 
В любого атома в молекуле в терминах трех молекулярных 
Т, L, S-матриц и R-матрицы, которая определяет равновесное по
ложение атома. В JRB-модели тепловой эллипсоид каждого атома 
определен этим уравнением.

Запишем S-матрицу по компонентам

S
S11 Si2 Si3 \
S21 S22 S23 Ь* (4.5.14)
.S3X S32 S33 /

тогда два последних-члена SRT+ R S T в (4.5.13) дадут следую-
щую матрицу:

* 2 (г 3S21 г2S31)

Гз (S22 Sn) +  
+  Г ,S3I — Г 2̂ 32
Г2 (Sn S33) + 

I +  Г 3^23 Г1S 2I

гз( S22 S11) +
+  г J1S31 — г 2S32
2 (г JS32 — г3S12)

г I (S33 S22) +
+  г 2S12 — г 3S13

г 2 (S11 S33) +
+  г 3S23 т ]S21

r  1 (S33 S22) +
+  г2S12 г 3S13

.2 (г2S13 T1S23)

(4.5.15)

Очевидно, что диагональные элементы Sn, S22, S33 появляются 
в матрице (4.5.15) только в виде комбинаций (S22 — Sn), 
(S33 — S22), (Sn — S33), т. е. из дифракционных измерений мож
но определить именно эти комбинации, а не сами диагональные 
элементы Sn, S22, S33. Так как три перечисленные выше комби
нации удовлетворяют требованию равенства нулю их суммы, то 
вместо девяти общих элементов S-матрицы можно рассматри
вать восемь. ;

T1Lj S-MaTpHHbi должны быть инвариантны относительно опе
раций точечной группы симметрии того положения в молекуле.

5  Л. А. Асланов, Е. Н. Треушников 133



Рис. 38. Молекула нафталина

которое выбрано в качестве начала координат. Будем называть 
это положение молекулярным центром. Точечную группу моле
кулярного центра не надо смешивать с точечной группой самой 
молекулы. В случае нафталина точечная группа молекулярного 
центра (точка 0 ' на рис. 38) есть 1, тогда как точечная группа 
всей молекулы ттт. T и L-матрицы под действием операций 

‘ симметрии преобразуются ана
логично В-матрице, т. е. как по
лярный тензор второго ранга. 
Элементы S-матрицы состав
ляются из произведений акси
ального 0- и полярного и-век- 
торов, н, следовательно, S-мат
рица, преобразуется как акси
альный тензор второго ранга 
(см. [54]). Отсюда следует, что 
если в точечную группу моле
кулярного центра входит центр 
симметрии, то S=O и ^ - м о 
дель становится эквивалент
ной rL S-модели. Табл. 9 дает, 
полную сводку ограничений 

симметрии на элементы матриц В, Т, L, S ([28, с. 184]). Так как 
диагональные элементы матрицы S появляются в выражении для 
температурного фактора в виде комбинации (S22—Sn), (S33—S22), 
( S n - S33), то в некоторых случаях это приводит к уменьшению 
числа независимых элементов на один. Случаи, когда это уменье 
шение происходит, отмечены в таблице знаком (—1).

При использовании модели жесткого тела д л я ' уточнения 
структур молекулярных кристаллов можно следовать альтерна
тивным процедурам: 1) либо сначала выполняется стандартная 
процедура уточнения анизотропного температурного фактора 
для каждого атома, а затем с использованием этих атомных 
матриц рассчитываются молекулярные Т, L, S-матрицы; 2) либо 
.уточняется кристаллическая структура в предположении, что 
атомные температурные факторы удовлетворяют ^В-гипотезе.

Первая процедура проводится в два этапа. Получаемые в 
обычном уточнении 6п коэффициентов $ц вместе с их стандарт
ными отклонениями являются входными данными для второй 
компьютерной программы, которая дает 20 коэффициентов 
Т, L, S-матриц. Для выполнения этой программы [!-матрицы пре
вращается в соответствующие В-матрицы, выраженные в декар
товых координатах, а затем формула

BaTOM(a) = T + R (a)LRT(a) + SRT(a)+ R (a)ST (4.5.16>

подвергается обработке MHK (одно уравнение типа (4.5.16) для 
каждого независимого атома в молекуле). Элементы R(а)-мат
рицы (см. (4.5.9)) берутся из первого уточнения. Декартовы ко-
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Т а б л и ц а  9
Симметричные ограничения на элементы матриц В, Т, L, S [28]

Точечная
группа

симметрии

Ориентация 
декартовых осей 

координат 
X t Y t Z

Матрицы В, Т, L Матрица S
Полное число 

независимых эле
ментов матриц 

Ti L m S

1 любая 11 12 13 11 12 13 21(— 1)
12 22 23 21 22 23
13 23 33 31 32 33

T любая И 12 13 0 0 0 12
12 22 23 0 0 0
13 23 33 0 0 0

т т _]_ Z 11 12 0 0 0 13 : 12
12 22 0 0 0 23
0 0 33 31 32 0

. 2 2||Z * 11 12 0 1 1 , 12 0 13(—1) -
12 22 0 21 22 0
0 0 33 0 0 33

2 Im ■ 2||Z 11 12 0 0 ' 0 0 8 •
.. 12 22 0 0 0 0

0 0 33 0 0 0

. mm2 т ± Х 11 0 0 0 12 0 8 .
m ± Y 0 22 0 21 0 0

0 0 33 0 0 0

222 - 2 Il X 11 0 0 11 0 0 9 ( - 1 )
2 H Г 0 22 0 0 22 0

0 0 33 0 0 33

т т т 2 Il X 11 0 0 0 0 0. 6
2 \\Y 0 22 0 0 0 0

■ ' 0 0 33 0 0 0

4 ' 4 ||  Z и 0 0 11 12 0 7 ( - П
3 3 Il Z 0 И 0 — 12 11 0
6 6 II Z 0 0 33 0 0 33
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Продолжение табл. 9

Точечная
группа

симметрии

Ориентация 
декартовых осей 

координат 
X, У, Z

Матрицы В, Т, L Матрица S
Полное число 

независимых эле
ментов матриц 

Т, L и S

4 4 II Z 11 0 P • 11 12 0 6
0 11 0 12 — 11 0

0 0 33 0 0 0

4/т 4 H Z 11 0 0 0 0 0 4
3 3IIZ 0 11 0 0 0 0

6, 6jm 3 Il Z, 6 И Z 0 0 33 0 0 0

4 тт 4 Il Z 2 H У и 0 0 0 12 0 5
Ът 3 Il Z 2 H У 0 11 0 —12 0 0

6тт 6 Il Z 2 II У 0 0 33 0 0 0

42 т 4 Il Z 2 H У 11 6 0 • 11 0 0 5
0 11 0 0 —11 0

0 0 33 0 0 0

422 . 4 Il Z 2 Il У 11 0 0 11 0 0 . 6 (-1 )
32 3 Il Z 2 Il У 0 11 0 0 ' 11 0

622 6 Il Z 2 Il У 0 0 33 0 0 з з  „

4 Im m m 4 Il Z 2 H У 11 0 0 0 0 0 4
6т2 3 Il Z 2 Il У ' 0 M 0 0 0 0

3т 3 Il Z 2 H У 0 0 33 0 0 0

6 \ттт 6 Il Z 2 Il У

23 2 Il X 2 H У 11 0 0 И • 0 0 3(—1)
432 4 Il X 2 Il У 0 11 0 0 11 0

6 0 11 0 0 и

m3 2 И X 2 H У . 11 0 0 0 0 0 2
43т 4 Il X  4 у У 0 11 0 0 0 0
тЗт 4 H X 4 И У 0 0 11 0 0 0
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ординаты предпочтительно выбирать совпадающими с внутрен
ними осями молекулы.

Подчеркнем, что одни дифракционные измерения не могут 
доказать, что молекула в кристалле вибрирует как жесткая еди-. 
ница. (В отличие от ТДР брэгговское рассеяние не зависит от 
какой-либо связи между движениями различных атомов в ячей
ке.) В нафталине, например, действие RB-моды, включающей 
либрацию вокруг У-оси на брэгговские интенсивности, в точно
сти такое же, что и эффект, внутренней молекулярной моды, в 
которой два фенильных кольца двигаются, как крылья бабочки, 
около их общей оси C—C (см. рис. 38). Наоборот, когда RB-мо
дель применяется в анализе дифракционных результатов, она 
всегда предполагает некоторую степень внутреннего движения и 
по этой причине может давать результаты лучше, чем можно 
было-бы априорно предполагать.

Вторая процедура для /?В-уточнения является одностадийным 
процессом, в котором непосредственно определяются элементы 
Т, L, S-м-атриц. Для выполнения этой процедуры необходимо вве
сти в стандартную программу уточнения подпрограмму, в кото
рую входят два набора уравнений, один относится к обычным 
/?В-тепловым параметрам, а другой — к их производным [55]. 
Индивидуальные температурные параметры каждого атома а в 
молекуле получаются из уравнения ,(4.5.16). Позиционные пара
метры, входящие в R (а)-матрицу, считаются фиксированными, 
когда вычисляются производные. - .

Под действием либрационного движения эллипсоид гауссовой 
плотности вероятности должен слегка изогнуться и принять ба
нанообразную форму. Таким образом, средйее положение атома, 
представленного центроидом функции плотности вероятности, 
сдвинется к центру либрации (рис. 39).

в
Рис. 39. Функция плотности вероятности (ФПВ) жесткой молекулы: 
а •— либрационного движения; б — трансляционного'движения; в — .

общего движения
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Предположим, что атом а в жесткой молекуле находится на 
расстоянии г (а) от центра молекулы (центра либрации), а 
ось Z декартовой системы координат направлена вдоль г (а) 
(рис. 40). Тогда, поскольку оси X1 У, Z параллельны главным 
осям либрации, кажущийся сдвиг атома' (при S =  O) будет:

бг (ot) =  -  г (a) 'isi±i2L § (4.5.17)

где Ln и L22 — среднеквадратич
ные амплитуды либрационного 
движения вокруг осей X  и У. Со
отношение (4.5.17) следует из 
геометрического соотношения 
между дугой и хордой (Ln иТ.22<  
<Cl). В матричных обозначениях

, « . а
Рис, 40. Система координат, исполь
зуемая при выводе соотношения 

(4.5.17)

реходит в следующее:

'7 /
где г — расстояние от атома до 
точки С; уравнение (4.5.17) пе-

бг ( а )  = ----L
v .2 (TrL) г (а) Lr (а)

. /L n  В 0 \  
где L =  о L22‘; ( b ) .  (4.5.18)

\0 о \lJ
, Можно показать [56], что правая часть уравнения (4.5.18) 
инвариантна относительно вращения, и, ^следовательно, (4.5.18) 
верно в любой декартовой. системе координат; При комнатной 
температуре величина Ljj находится в пределах 0,5-10-2ч-5Х 
XlO-2 рад2 и связь, проходящая вдоль направления г(а), укоро
тится по крайней мере на 0,01 А, в то время как прецизионные 
измерения дают значения длин связей с точностью до 0,003 А.

Покажем теперь, что искажение формы эллипсоида функции 
плотности вероятности при либррционном движении происходит 
за счет высших кумулянтов с*м в выражении для структурной 
амплитуды (4.4.44). Рассмотрим по отдельности трансляционное 
и либрационное движения, а матрицу корреляции будем считать 
равной нулю Si=O.

Функция плотности вероятности р(и), представляющая веро
ятность смещения атома в направлении и, будет равна свертке 
функции плотности вероятности pTpartc(u), описывающей только 
трансляционное движение, с функцией плотности вероятности 
рлибр(и), описывающей только либрационное движение:

р( и) =  ртРанс (и)* р ЛИб P (и). (4.5.19)
. Отсюда следует, что .

T (Q) = T tPshc(Q)Tjih6P(Q), (4.5.20)
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где Т^анс (Q) =  exp ( ----^  QtiTQ j — температурный фактор в от
сутствие вибрации, a Tjih6p(Q) — температурный фактор в отсутст
вие трансляционного движения. Если предположить, что либраци- 
онное движение не приводит к изменению длины связи, т. е. не 
учитывает малую величину 6г(а), то в системе осей, показанной 
на рис. 40,

Tow3p (Q) =ехр —  (£11$  + L22Qb (4.5.21)

Однако в более строгом приближении выражение для Tjih6p (Q) 
имеет вид *:

Tjih6p(Q) =  (I +  ILlS Q r m (I +  И М ) - ' 12 X

X ехр [
Qlr2L11 ]

2 ( 1 +  CrL11Qs) J exp

Qfr2L22 1
2(1 +ZrL22Q3) J (4.5.22)

где Qi> Qг и Q3 — компоненты вектора Q в декартовой системе 
координат.

Из уравнения (4.5.22) видно, что температурный фактор со
держит мнимые члены. В соответствии с формализмом Даусона 
эти члены связаны с антисимметричной частью функции плотно
сти вероятности (см. § 4). Разлагая экспоненты из уравнения
(4.5.22) и используя выражение (4.5.21), получим

4 Tjih6p (Q) =  То ибр W f l - - J -  iLnrQ3 — Y  H 2SQ3 +  '

2 IriLyiQiQ3 H ~ Ir3Lj2Qi Qs (4.5.23)

В терминах модели теплового движения, описанной Джонсо
ном [40], антисимметричная часть функции плотности вероятно
сти изменяет гауссову форму температурного фактора добавле
нием первого кумулянта, представленного членом

~ Y irQs (Lyy+ L22) (4.5.24)

в формуле (4.5.23), и третьего кумулянта

- у  IV3Q3 (L11Q f+ L22Qf). (4.5.25)

Выражение (4.5.24) эквивалентно выражению ---- i (Lu  +
+  L22) Q r(а), которое в соответствии с (4.5.17) есть iQ6r(a). Но 
в первом приближении

1 +  /Q6r(a) «exp[iQ 6r ( a ) ] , (4.5.26)
1 Здесь для сокращения записи приводятся лишь конечные формулы. По

дробный вывод уравнений (4.5.21) и (4.5.22) изложен в книге [28, с. 201—202].
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следовательно, именно первый кумулянт вносит коррекцию на 
длину связи 6г(а) в фазовом члене exp(iQr(a)-) структурной 
амплитуды. '

Таким образом, обычная процедура использования центро
симметричных функций плотности вероятности для каждого ато
ма молекулы с коррекцией положений атомов, проводимой после 
уточнения, игнорирует третий кумулянт в температурном факто
ре. В работах [57, 58] показано, что для точных дифракционных 
работ необходимо включение этих высших кумулянтов в процесс 
уточнения. Подчеркнем, что высшие кумулянты определяются 
элементами либрационной L-матрицы (см. (4.5.24) и (4.5.25)), и 
поэтому число уточняемых параметров не изменится при вклю
чении высших кумулянтов.

В этой связи интересна работа Шерингера [59]. Он исследо
вал влияние энгармонизма, возникающего благодаря большим 
либрациям молекул на распределение электронной плотности.. 
Результат исследований представлялся в виде разностных карт 
электронной плотности р (А—Г )= р  (ангармон)— р (гармон). 
Оказалось, что при 293 К около- атома N в структуре |}-ЫаГ4з 
образуются максимум разностной плотности и симметричный ему 
минимум высотой ~0,5еА~3. Шерингер обнаружил, что кроме 
температуры на величину плотности р (А—Г) существенно 
влияют еще два фактора:- расстояние от атома до центра либра
ции и величина отношения либрационного движения к трансля
ционному. В другой работе [60] Шерингер показал, что . если 
причиной энгармонизма является только большое .либрационное 
движение молекул, то кумулянты ряда Чебышева—Кремера 
(см. § 4) могут быть посчитаны по значениям Т, L, S-матриц и 
положению центра либрации г. Свертка функции плотности ве
роятности ядра атома с распределением электронной плотности 
покоящегося атома (статической плотностью) дает так называе
мую динамическую плотность рдин(и). Статическая плотность 
Pct(U) получается фурье-преобразованием атомного форм-факто
ра, описанного в Интернациональных таблицах по кристаллогра
фии [8, т. IV] (см. также § 2 первой темы) •

г—I
Численные значения ar, br, Cs для каждого атома также даны в 
[8, т. IV]. Произведя свертку рст(и) с функцией Гаусса р(и, 
норм), Шерингер получил динамическую плотность в гармониче
ском приближении

5

Ргарм (“) =  E  °rpr (U. ьп норм). (4.5.27)
т—\

В ангармоническбм случае динамическая плотность получается 
разложением Чебышева—Кремера около каждой из пяти функ

14а , . .



(4.5.28)

ций Pr (и, br, общ) и суммированием по г:
5

. РЖрм'(ц) =  £ « г Р , (и. Ьп общ).
Г — 1 .

Таким образом, для получения плотности p(u, А—Г) надо со
ставить разность

5

р (и, А—Г) аг [рг (и, общ) — Pr (и, норм)]. (4.5.29)
F = I

Анализируя карты разностной плотности р(А—Г), Шерингер 
показал, что для атома N в структуре |3-NaN3 величина разност
ной плотности почти полностью определяется третьим кумулян
том. Процедура Шерингер а проста и не требует сложных вычис
лений. Ангармонические поправки получаются непосредственно 
из величин Т, L-матриц, координат атом:а и констант из Интер
национальных таблиц [8, т. IV].

§ 6. Тепловое диффузное рассеяние

Общие особенности ТДР. Тепловое движение приводит не 
только к изменению интенсивности брэгговских отражений, но и 
к появлению ТДР, которое распределено непрерывно в обратном, 
пространстве (см. § 2). На фотопластинке ТДР проявляется как 
система слабоинтенсивных размытых максимумов вокруг брэг
говских отражений и непрерывно распределенного фона. Ранее 
мы нашли, что однофононнре рассеяние рентгеновских лучей на 
моде с волновым вектором q происходит в дискретной точке об
ратного пространства, задаваемой соотношением Q=2nH-fq, где 
Q — вектор рассеяния, a H — вектор обратной решетки. Для од
нофононного рассеяния легко построить сферу Эвальда (см. 
рис. 26). Двухфононное и многофононное рассеяние значительно 
меньше, чем однофононное, и поэтому его либо не рассматри
вают, либо включают как малую поправку к однофононному,

Введем структурную амплитуду однофононного рассеяния

G(/q) = -^ -Q V т - l'2fK (Q)exp[— Wk (Q)]е (к, jq)exp[£2лНг (к)]. (4.6.1)
V •к '

Сравнивая это выражение с (4.2.23), получим “

/ i ' ( / q ) ~ - ^ W W *  (4.6.2)

Можно выделить три фактора, влияющие на интенсивность 
ТДР: Q-фактор, частотный и структурный факторы.

Q-зависимость. Для наглядности положим, что IVx(Q) в
(4.6.1) одинаково для всех атомов, тогда интенсивность ТДР за-
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•висит от величины
Q2exp (—2W) =  Q2exp (—Q2(u2)), (4.6.3)

т. е. имеет немонотонный характер и проходит через максимум 
при Q = (u2) - l/2. Для Al, например, (а2>1/2 = 0,11 А при комнатной 
температуре, и, следовательно, максимум достигается при

=  0,77 A-1 ( Q = - 4̂ ln L  
А. \ A. J

При фиксированном значении Q интенсивность, как функция 
температуры, тоже проходит через максимум. Температура, при 
которой это происходит, называется температурной инверсией. 
Немонотонная зависимость интенсивности ТДР от температуры 
.появляется за счет следующей величины, входящей в форму
л у  (4.6.2):

Ej (q) exp (—Q2<«2»  • (4.6.4)
Для высоких температур (T>QD) это произведение с учетом

(4.3.36) модшо переписать: . .. '

квТ ехр ( — Q2 . (4.6.5)
• у m k B QD J

Дозьмем производную по Г и приравняем ее к нулю, тогда полу

чим Tiihb =
тк в0пBuO

Zhi Qt

=  0,8 А- ', Тин, =  290 К

Для Al 0D5«4OOK и, следовательно,. при

©-зависимость. Для акустических мод колебаний частота при 
малых значениях q пропорциональна волновому числу q, т. е. 
(S) = Vsq, где Vs — скорость звука в кристалле. Таким образом, ко
гда q приближается к точке обратной решетки, т. е. q->-0 (см. 
рис. 26), частота акустической моды, на которой происходит 
ТДР, тоже стремится к нулю, и, следовательно, интенсивность, 
изменяющаяся по закону ю-2 (см. выражение (4.6.2)), должна 
■бы иметь бесконечное значение в точках брэгговских отражений 
(q =  0). Полная интенсивность от малого объема Q-пространства 
вокруг брэгговских положений, однако, остается конечной. Пока
жем это. .

Проведем малую сферу радиуса qo с центром в точке брэг
говского отражения и предположим, что Vs одинакова для всех 
трех акустических мод внутри сферы. Полная интенсивность ТДР 
пропорциональна величине интеграла

J  ю—2 (q) d3q =
по сфере

(4 .6 . 6)

Итак, полная ТДР-интенсивность около позиции брэгговского 
отражения остается конечной, потому что объем обратного про
странства, участвующий в формировании интенсивности, Всегда

142



конечен. Таким образом, интенсивность теплового диффузного 
рассеяния резко возрастает в районе точки брэгговского отраже
ния, но остается конечной.

G-зависимость. Структурная амплитуда однофононного рас
сеяния G (/q) различна в каждой точке обратного пространства 
и ее расчет требует полного знания динамики решетки рассеи
вающей системы. Однако, используя тот факт, что G(/q) пропор
циональна скалярному произведению Qе(/с, /q) и равна нулю, 
когда вектор поляризации перпендикулярен рассеивающему век
тору, можно выделить точки Q-пространства, где вклад в ТДР 
вносят либо только продольные, либо только Поперечные моды. 
Из этой особенности, в специальных случаях, можно извлечь ин
формацию об упругих постоянных кристалла. ' .

Введение в экспериментальные интенсивности поправки на 
ТДР. Наличие ТДР искажает форму брэгговского пика и приво
дит к ошибкам при экспериментальном определении его интен
сивности. Искажения носят двоякий характер: во-первых, ТДР

Рис. 41. Профиль брэгговского отра
жения. Заштрихованная область .—  
полный однофононный ТДР-вклад в 
интенсивность пика. Одинарно за
штрихованный участок — ТДР-фои. 
Дважды заштрихованный участок —  
вклад ТДР, превышающий уровень

Рис. 42. Экспериментальное измере
ние интегральной интенсивности 
£изм. при сканировании брэгговско

го пика

приводит к появлению более или менее равномерного фона в 
окрестности рефлекса и легко учитывается простым вычитанием 
этого фона, измеренного рядом • с пиком, во-вторых, появляется 
так называемый ТДР-пик, который образуется благодаря зави-
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симости и-2 и накладывается на брэгговский пик сложным об
разом (рис. 41). Так как для малых q частота акустических мод 
co.(q) пропорциональна q, то ТДР возрастает для этих мод при
близительно как IIq2 около брэгговского пика. ТДР от оптиче
ских мод остается примерно постоянным вдоль всего пика и мо
жет быть отнесено к ТДР-фону.

Рассмотрим вывод поправки к интенсивности брэгговского 
пика при следующих допущениях: упругие свойства 'кристалла 
изотропны, учитывается только однофононное рассеяние на аку
стических модах. Пусть £ ИЗм представляет интегральную интен
сивность, измеренную в эксперименте, тогда

’ ^изм^^О (1+ а), (4.6.7)
где E0 — вклад в интегральную интенсивность от брэгговского 
рассеяния, а Два — от ТДР. Величина а называется поправоч
ным или корректирующим фактором, она может достигать 25% 
для некоторых рефлексов в типичном дифракционном экспери
менте. Для подсчета а не требуется детальных знаний о дина
мике решетки, а достаточно значений упругих постоянных кри
сталла. - _

Предположим, брэгговский пик измеряется следующим обра
зом: сначала определяется интенсивность фона с обеих сторон 
пика, а затем она вычитается из интенсивности, записанной при 
сканировании пика (рис. 42). Тогда корректирующий фактор 
можно записать:

а  =
E pl - E bx

~~Вщ
(4.6.8)

где E ip — ТДР-интенсивность,. связанная с пиком; Е\ь — ТДР-ин- 
тенсивность фона.

Интегральная интенсивность брэгговского пика дается выра
жением [1, с. 52]:

Nk* I F  (H )  |» 

V o sin  20- ’
(4.6.9)

где N — число элементарных ячеек с объемом V; о — угловая 
скорость кристалла при сканировании через рефлекс Н.

Соответствующее выражение для однофононной интенсивно
сти имеет вид [61]:

Е  K»Q2 | F ( H ) I 2 g /(g )

1 V2<osin 20 ZLi L l  ре), (q)
q /= I '

здесь а, — угол между q и направлением

cos2 a, (q), 

поляризации

(4.6.10)*

е(/я);
1 В формулах (4.6.9) и (4.6.10) не приведены множители, связанные с ин

тенсивностью первичного пучка, фактором поляризации и интенсивностью рас
сеяния свободным электроном, как не оказывающие влияния на фактор а  вви
ду того, что они входят как в числитель, так и в знаменатель выражения 
(4.6.8). ,
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суммирование по q включает те волновые векторы, которые ле
жат внутри объема обратного пространства, связанного с изме
рением пика Е\Р или фона Е\ъ\ р — плотность кристалла. Так 
как N волновых векторов q равномерно распределены в зоне 
Бриллюэна с объемом QnzIV, то их плотность равна (NV)IQnz и 

V  NV р ,3 • .
можно заменить Z* интегралом gjt3 I “ Ч и записать:

(4.6.11)

(4.6.12)

где
~  VrCO sin 20 8л J' 4 ^

s M  =  S - ^ c o s 4 W-/==1 '
Выражение для а принимает вид

« =  - £ - (  J  S(q)dzq -  J  S(q)d*?)'. (4.6.13)
пик фон

Точное вычисление этих интегралов — весьма сложная задача, 
решаемая на ЭВМ. Однако можно оценить интегралы аналити
чески введением довольно грубой аппроксимации. Предположим, 
во-первых, что упругие волны распространяются с одной и той 
же скоростью Vs во всех направлениях, так что ©Hq) — v*q, тог- 

k T
да S(q) равно: . Здесь энергия моды £j(q) заменена

ее высокотемпературным значением kBT, a cos2a j(q )— значе
нием 1/3: Теперь корректирующий фактор запишется следующим 
образом: .

Q2kBT I * _£>? 

■ 8n3p»s VJ q2
* ПИК

(4.6.14)

Далее предположим, что первый интеграл берется по сфери
ческому объему с центром в точке q = 0 и радиусом qm. Этот ин
теграл представляет интегральную интенсивность ТДР при изме
нении пика и равен ,

чт л
t  Anq2
J “7“о

dq =  Anqm. (4.6.15)

Если второй интеграл в (4.6.14), представляющий интегральную 
ТДР-интенсивность при измерении фона, окружить тем же объ
емом, равным (4/Q)nqzm, и считать, что среднее значение q в 
этом объеме равно qm, то можно приближенно записать

C &q 1 4_
3

nqm- (4.6.16)
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Окончательно выражение для корректирующего фактора имеет 
вид

а  =  йт-  Q2ZibT . (4.6.17)
3n2pws2 '

Оно оказывается верным при «сферическом сканирований» об
ратного пространства. Практически такое сканирование не мо
жет быть достигнуто на дифрактометрах, но выражения, подоб
ные (4.6.17), выведены для используемых на практике типов 
сканирования а  [62], а /  (20) [63] и т. д. ,

Хорошей иллюстрацией оценки а может служить следующий: 
пример. Рассмотрим рефлекс 888 для NaCl. Радиус сканирова
ния qm положим равным одной десятой расстояния между со
седними узлами обратной решетки. Упругие константы для 
N aCl: сц =  5,75-IOu дин/см2; С44== 1,33* IO11 дин/см2 необходимы: 
Для подсчета vs2\

1
о2

S

£_
3

(4 6 . 18>

Это выражение справедливо для кубического кристалла. Отсюда

ру2 — IJ 9 . щи дин/см2; =  0,1----- --- 0,1
s а0

2п ' 
5,63 А

16 ; kBT =  4,03-IO-14 эрг при T  =  293 К.
«о

Тогда а=20% . Для «мягких» молекулярных кристаллов ско
рость звука меньше, чем у NaCl, и корректирующий фактор может 
быть больше. При малом значении а множитель (1+а) в выра
жении (4.6.7) можно заменить на ехр а. Однако из (4.6.13) сле
дует, что а зависит от Q2, т. е. от — , поэтому ехр а==Я,2
=  ехр Jconst  ̂si”89 j . Следовательно/ правомочно записать:

Eu3u =  Eq ехр Jconst J sin2 9 
• Я,2

(4.6.19)

Таким образом, пренебрежение поправкой на ТД-Р эквивалентно 
искусственному изменению общего В-фактора.
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Т е м а  5
Учет анизотропии 
распределения электронной 
плотности атомов в 
кристаллах.
Мультипольное разложение

Краткое содержание темы
При использовании модели сферически-симметричных атомовг 

в структурном анализе приписываемые фазы (знаки) экспери
ментальным модулям |F (H )| в большинстве случаев содержат 
ошибки, так как данная модель является лишь приближением 
реального электронного распределения в кристалле. Поэтому 
учет анизотропии электронной плотности атомов .является необ
ходимым условием при прецизионных исследованиях. В данной 
теме рассматриваются два подхода, учитывающие анизотропию 
плотности индивидуальных атомов. В первом из них используется 
концепция обобщенных факторов рассеяния Xfiv (S, R) =  J X
X ехр (£2я Sr) dr, где атомные орбитали X11 и х„ в общем случае 
«центрированы» на разных атомах (R — вектор, соединяю
щий центры двух атомов), следовательно, при их перекрывании 
Xliv (S, R) также описывает и рассеяние рентгеновских лучей на 
электронах связи. Тогда структурная амплитуда, выраженная- 
через Xliv (S, R), описывает рассеяние рентгеновских лучей с уче
том анизотропии электронной плотности атомов. В данной теме 
также рассматриваются проблемы аналитического вычисления 
обобщенных факторов рассеяния. Во втором. подходе ани
зотропия электронной плотности атомов моделируется с по
мощью линейной комбинации аналитических функций вида 

m ( cos пир
Rpl (rp) PT (cos 6Р) I . > где Rpi(Tp) описывает радиальное пове-

I SlIl /Пфр . ■
дение I-To члена разложения для р-го псевдоатома, а сумма (по т) 
присоединенных полиномов Лежандра PT (cos Qp), умноженных

f cosm<p_ „  . ,
на ( . , описывает его угловую зависимость. Коэффициен-

I sm т<рр ,
ты разложения Cvtm являются уточняемыми параметрами. Рас
смотренные подходы приводят к значительному улучшению ре
зультатов по сравнению с использованием традиционного при
ближения сферически-симметричных атомов в кристалле.
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§ 1. Общее рассмотрение

В практике рентгеноструктурного анализа в большинстве 
случаев при расчете кристаллических структур используют сфе- 
рически-симметричное приближение для описания электронной 
плотности атомов, образующих кристалл. Это приближение по
дробно изложено в § 2 первой темы.. Оно удобно тем, что для 
него существуют табличные значения рентгеновских атомных

ментов Менделеева. Введение их в память ЭВМ для решения 
кристаллических структур не представляет сложности и давно 
может рассматриваться как рутинная процедура.

Однако в кристаллах, атомы которых связаны ковалентными 
связями, происходит перекрытие электронных оболочек и появ
ляются области- электронной плотности, локализованные между 
атомами, т. е. нарушается сферическая симметрия распределения 
электронов внешних оболочек атомов. Поскольку фазы рентге
новских структурных амплитуд, приписываемых эксперименталь- 
но._определяемым модулям на основании модельных представле
ний, существенно зависят от принятой модели, то применение 
модели сферически-симметричного приближения для точного ис
следования распределения электронной плотности валентных 
электронов и для прецизионного' уточнения структуры кристал
лов может приводить к низкой точности и даже к недостоверно
сти получаемых результатов. Далее будет видно, что учет ани
зотропии атомной плотности весьма существенно усложняет и 
удлиняет вычислительную процедуру, поэтому исследователи 
вводят эту поправку, как правило, при изучении прецизионного 
распределения электронной плотности.

Каким образом можно учесть анизотропию электронной плот
ности атомов в кристаллах? Этот вопрос ставился сравнительно 
давно. Так, первые работы в этом направлении были осущест- 
.влены Мак-Вини [64—67]. В 1967 г. Даусон [68] опубликовал 
первый практический результат по распределению электронной 
плотности в алмазе с учетом модели несферически-симметрично- 
го атома. А с 1968 г. [69] появляются общие теоретические 
представления, описывающие различные модели, позволяющие 
учитывать анизотропию атомного распределения.

В настоящее время практическое распространение получили 
три разные модели, развитые Хир1цфельдом [70], Стюартом [71, 
72], Хансеном и Коппенсом [73]. Каждый из этих подходов, 
естественно, имеет свои особенности, но их общая черта заклю
чается в том, что электронная плотность в атоме рр(г) модели
руется математическим выражением вида

где рр, сфер (г )— электронная плотность сферически-симметрично-

кривых для всех атомов периодической таблицы эле- .

Pp (г) =  Рр.сфер (г) +  £Ср/Рр/ (г), (5.1.1)
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го атома; второй член представляет собой деформационную 
электронную плотность и описывает анизотропию распределения 
P p ( г ) ,  т . е. в данном случае отклонение реальной электронной 
плотности в атоме от сферически-симметричной. Как видно из
(5.1.1), деформационный член представляется лийейной комби
нацией базисных функций ррг(г). Коэффициенты ср[ обычно неиз
вестны и определяются в процессе уточнения параметров с по
мощью мнк.

Естественно возникает вопрос, какой аналитический вид 
должны иметь деформационные базисные функции ррг(г), для 
того чтобы с помощью (5.1.1). можно было описать реальное рас
пределение атомной плотности, используя при этом наименьшее 
возможное число уточняемых параметров, характеризующих де
формацию. Вообще говоря, таких функций может быть несколь
ко типов, и поэтому существует ряд упомянутых выше моделей.

В модели Хиршфельда такими функциями являются:
Nnrn exp (—<xr„) cosn0K, (5.1.2)

где rp — расстояние от центра р-го атома до точки, задаваемой 
радиусом-вектором г; 0К—'угол между радиус-вектором гр и 
определенным образом направленной в пространстве полярной 
осью Lk; п — есть целые числа, принимающие значение от 0 до 
4; Nn — коэффициент нормировки; а — параметр, характеризую
щий радиальную «ширину» конкретной деформационной 
функции.

В модели Стюарта деформационные функции записываются 
в виде ,

(4я)-**р/(гр) PT (cose,) C0Sm44  (5.1.3)
. ( sm/n<pp .

где R Pi(rp) — радиальная функция атома р, описывающая 
Lfl член разложения >(5.1.1); Pim(CosQp) — присоединенный поли
ном Лежандра, а гр имеет тот же смысл что и в (5.1.2).

Хансен и Коппенс используют похожие функции:
I

Rl ^ r) E  Р1тУ1т(Г/г), (5.1.4)
т ~ —1

где Ri — радиальные функции; уш {г/г) — действительные сфери
ческие гармоники; к" и Pim — уточняемые параметры, характери
зующие деформацию электронной плотности. Во всех трех слу
чаях авторы используют деформационные функции, центриро
ванные в соответствующих ядерных положениях и представлен
ные в виде произведения радиальных и угловых частей. Функции 
этого типа апробированы и хорошо себя зарекомендовали в 
квантовохимических расчетах при исследовании электронного 
строения молекул. Разложение (5.1.1) (или его фурье-преобразо- 
вание, имеющее аналогичный вид)- часто называют мультиполь
ным, потому что отдельные члены этого разложения отождест
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вляют с монопольными, дипольными, квадрупольными, окта
польными и т. д. членами [70, 72]. По этой причине вышеука
занный способ учета анизотропии электронной плотности атомов 
называют еще мультипольным разложением.

§ 2. Обобщенные рентгеновские факторы 
рассеяния XW(S, R)

Рассмотрим подробно одну из трех упомянутых моделей. Это
го будет достаточно для того, чтобы выяснить суть вопроса об 
учете анизотропии электронной плотности в атоме. Для иллю
страции выберем подход Стюарта, изложив при этом понятие 
обобщенных рентгеновских факторов, которое используется для 
описания анизотропии распределения электронной плотности в 
атоме и в этом смысле может трактоваться как мультипольное 
разложение. В дальнейшем для сокращения выкладок удобно 
рассматривать лишь кристаллы, состоящие из атомов первого и 
второго периодов, для которых атомные орбитали имеют доволь
но простую аналитическую форму записи.

В большинстве случаев атомные орбитали, являющиеся ре
шением уравнения Хартри—Фока, представляются в виде чис
ленных таблиц. Однако численные значения функции часто не
удобно использовать во многих практических квантовохимиче
ских расчетах, и поэтому в настоящее время широкое распро
странение получили аналитические аппроксимации атомных ор
биталей в виде линейной комбинации функций слэтеровского 
или гауссовского типа. Так как при изложении этой темы во 
многих случаях потребуются аналитические представления, то 
аналитические аппроксимации атомных орбиталей здесь явля
ются наиболее удобными. Так, например, для атомных орбита
лей Xis> X2s и %2р, выраженных в виде линейной комбинации га
уссовых функций, имеют место следующие .общие формы записи:

Xis.2s (г) =  Nut2s £  dqc%* exp (— а / 2),
Я

tip (г) =  N2p J  dqabJ A (г8) ехр (— а / 2),
Я

(5.2.1)

где N — коэффициент нормировки; Ь — единичный вектор вдоль 
оси, по которой направлена рассматриваемая р-орбиталь. Зна
чения dq и а , табулированы в работах [74, 77], а в [71] указа
но, что достаточная точность (для наших целей) аппроксимации 
Х(г) выражением (5.2.1) достигается уже при ^max= 4.^ __

Представляя молекулярную орбиталь ф ,(г )  линейной комби
нацией атомных орбиталей х„(г) (метод ЛКАО)

Ч>* («*) =  £<зди(г), (5.2.2)
■ и
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электронную плотность молекулы запишем в виде суммы орби
тальных произведений х„*(г)х„(г) с коэффициентами разложе
ния Plly:

P - 1 2 I H ^ - 2I E E  QjxQvXjxXv — Е Е  PjxvXjxXv » (5.2.3)1
A I JX V JA V

где
. Pjxv =  2 QjxQv*

> • i ' 1
Тогда в выражении для структурной амплитуды P(S) рассеяния 
электронной плотностью р(г), описываемой формулой вида
(2.4.3), появляются интегралы

JXn.Xvexp(t2nSr)dr.2.

, Величина
• Xtlv (S, R) =  J XprXv ехр (йя$г) dr, (5.2.4)

являющаяся фурье-преобразованием произведения атомных ор
биталей Xv* и Xv. бцла впервые введена Стюартом J71] й полу
чила название обобщенного рентгеновского фактора рассеяния. 
Вектор R в ‘ (5.2.4) характеризует расстояние между атомами, 
поскольку атомные орбитали Xn* и Ъ  могут принадлежать 
как одному центру (одному атому), тогда R=O, так и раз
ным центрам, и тогда вектор R, соединяющий центры 
атомов, будет отличен от нуля. Интеграл в (5.2.4) берется * по 
всему пространству. Из определения Xnv(St R) видно, что фор
мально эта величина описывает рассеяние рентгеновских лучей 
на электронной, «плотности» Xn*Xv> поэтому она и получила на
звание обобщенного рентгеновского фактора рассеяния. C по
мощью этой величины можно описать рассеяние рентгеновских 
лучей и от совокупности сферически-симметричных атомов, и от 
несферических атомов. В последнем случае таким способом учи
тывается анизотропия распределения электронной плотности в 
химически связанных атомах. .

Так как для изолированного, сферически-симметричного ато
ма можно записать выражение: .

ратом(г) =  2 Y i  Xn (г) Хц (г) (5.2.5)
JA . *

(занятые)

1 Здесь и в дальнейшем часто опускается зависимость от радиуса-вектора 
ip для сокращения загаси. Кроме того, в (5.2.3) предполагается, что коэффици
ент заселенности"/-го уровня.равен двум.

2 Для обозначения элемента объема интегрирования, как и в цитируемых 
работах, часто будут использоваться эквивалентные символы dV, dr и d3r. Кро
ме того, показатель экспоненты в нашем случае равен t2rcSr, а не /Sr, как в 
оригинальной работе [71], так как в соответствии с первой темой | S | =  (2 s in 0 )A , 
а не (4 tts in 0 )A , как в [71].
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(здесь суммирование охватывает все занятые атомные орбитали, 
а коэффициент 2, как в (1.2.1) и (5.2.3), указывает, что каждая 
орбиталь заселена двумя электронами с противоположно направ
ленными спинами),, поэтому атомную амплитуду f(S) можно вы
разить посредством уравнения: '

/  (S) = J  Ратом (г) exp (t2jxSr) dr =  .

=  2 £  J  ХДц exp (t'2nSr) dr =  2 J  Xwi (S). , (5.2.6)
M- M

(R =  O)
Для структурной амплитуды рассеяния одной элементарной 

ячейкой F(S) в случае совокупности N сферически-симметрич- 
ных атомов, находящихся в тепловом движении, имеем

P (S) =  £  ( £  2Хй (S)) Ti exp (ffinSr,). (5.2.7)
/=I .

/  (занятые) ,

В этом выражении X̂ wl— обобщенный фактор рассеяния ip-й ор
битали /-го атома; Ti — температурный фактор /-го атома. Как 
видно из (5.2.7), структурная амплитуда F(S) в рассматривае
мом случае не содержит орбитальных произведений хЛ »  с P=TfcV; 
это и понятно, так как эта формула описывает рассеяние от со
вокупности неперекрывающихся сферически-симметричных ато
мов. В случае перекрытия атомных орбиталей соседних центров 
р и р' в межатомном пространстве образуются заряды на связи, 
которые описываются произведениями Хм*(г—г р  )Xv (г—гр<),
'причем орбитали и %» принадлежат разным (соседним) ато
мам. C помощью формализма обобщенных факторов рассеяния 
представляется возможным описать рассеяние от несферических 
(анизотропных) атомов. Обозначим через (Xliv (S, R)) — обоб
щенный рассеивающий фактор, включающий в себя тепловые 
колебания атомов, тогда для структурной амплитуды валентных 
электронов Faan(S) можно записать:

Fвал (S) =  2  £  Ppv £  (Xtlv (S, R)) exp (I^JtSRliv)1 (5.2.8)
M- V ' сим

где вектор Rllv характеризует центр тяжести «плотности» X*XV, 
а сумма 2  учитывает симметрические соотношения, возникаю-

• СИМ

щие между (Xliv (S,R)}exp (I^nSRliv) при воздействии на них опе
раторов данной федоровской группы. Использование формализ
ма обобщенных факторов рассеяния позволяет перейти к тради
ционной форме записи мультипольного разложения (5.1.1). Дей
ствительно, представим общую электронную плотность р(г) как 
совокупность плотностей сферически-симметричных внутренних
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N .
электронов (электронов остова, или кора1) ркоРа(г — г;)

. /=1 . 
и плотности валентных электронов рвал(г): ,

P (Г) =  ]£ Ркора (Г — Г/) +  рвал (г). (5.2.9)
' /=1

Выполнив фурье-преобразование, придем к выражению типа
(5.2.7) и (5.2.8), а именно

• F(S)= E [ E 2x̂ {S)]т)ехр (^sr/) + ,/=1 м,(кора)
+  (S- R)> exp (tfjiSIW, , (5.2.10)

• M- V си м

что по конструкции совпадает с фурье-преобразованием мульти
польного разложения (5.1.1) (Рн„-параметры, уточняемые в 
M HK)2.

Перейдем к вопросу о вычислении величины Xtlv (S, R), вве
денной уравнением (5.2.4). Поскольку атомные орбитали пред
ставляются в виде произведения радиальной Rni(r) и угловой 
Yim (в, ф) частей, то

. Х Л  =  Rn'V (г) Rnl (г) Yrm* (б. Ylm (0- ф). (5-2.11)
где п', I', т' и п, I, т — числа, определяющие орбитали р, и v 
соответственно; Ylm(Q, ф ) — означают сферические гармоники. 
Для взятия интеграла (5.2.4) в одноцентровом случае проведем 
разложение exp (/2nSr) в ряд по сферическим гармоникам3. Та
кие разложения часто используются в различных разделах тео-. 
рии дифракции и физики твердого тела. Воспользуемся одним 
из них, которое имеет вид [31, с. 114]:

OO . k

exp (i2nSr) =  4 я £  £  Vt jk (2nSr) Ykg (0, ф)Г ^ (05, ф5), (5.2.12)
- fc=0 g=—* '

где г, 0 и ф — сферические координаты вектора г; S, 0S, ф3 — 
координаты вектора S; jk(2nSr) — сферическая функция Бесселя. 
Подставляя (5.2.11) и (5.2.12) в (5.2.4), получим выражение для 
Xhv(S): • .

Xliv (S) =  4 я £  £  W lg(0S, ф5) J Rlt,г (г) Rnl (г) х
fe=0 g=—k . о

1 Kop — от английского слова «core» — атомный остов, сердцевина; тер
мин широко используется в иностранной литературе. * .

2 Дальнёйшая детализация разложения связана с выделением монопольных,, 
квадрупольных и т,. д. членов, возникающих при разложении экспоненциального 
множителя в выражении для Xjiv(Sj R) (подробнее см. ниже).

3 Вывод формулы для Xjiv (S, R) выполнен несколько иным путем, чем в ра
боте [71].
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(5.2.13)
Jt 2 П

X /а(2л5г) r2d r | J Y v m Y i mY kg s in  0сШ <р.

При записи (5.2.12) и (5.2.13) использована сферическая система 
координат, в связи с чем элемент объема представлен как 
г2 sin QdrdQdy. ‘

Интегрирование по угловым переменным может быть легко вы
ражено через табулированные 3/-символы Вигнера= [78]. Обозначим 
этот интеграл через Ck (lm, Vm'):

Jt 2 Jt

Ck (lm, Vm') = J J  YrmY lmYkg sin QdQdy =  
О о

_ (_ у  *  +  '> »  +  '><» +  ■> ( г  / *) ( J W J ) .  (5.2.14)

3/-СИМВОЛ Вигнера ^_m'm^g) отличен от НУЛЯ ПРИ ё = т '—
и при k — l'+ l, V+ l—I, ... 11'—/|, поэтому в формуле для Xliv(S) 
из бесконечной суммы по g  остается лишь один член c g=?m'—т=  
—М. В связи с этим можно записать:

Xjiv(S) — 4я Л  VYkM (6s» фу) Ck (lm, Vm ) fnin'Vk(S), (5.2.15)
■ . ' к -

где -

fhin'Vk (S) =  J RraRn’vik (2nSr) гЧг, (5.2.16)
о

а суммирование по k включает лишь члены, подчиняющиеся усло
виям неравенства нулю 3/-символов

' (V I  k \ ( V I k \  .
\0  О О/* m 'm g } '

а именно k+ l+ l'= 2u  (и — целое) и \V—l\< k< l+ V .
Эти условия ограничивают формально бесконечный ряд (5.2.13) 

лишь несколькими ненулевыми членами. Вычисление интеграла .. 
fnin’Vk (S) не представляет особенных сложностей при рассмот
рении одноцентрового случая. Так, например, если радиальная 
часть атомной орбитали Rni описывается суммой функций слэте- 
ровского типа

Rm (г) =  2 [(2^)!] 2 exp(-£,/•), (5.2.17)
I

то интеграл (5.2.16) сводится к вычислению суммы интегралов 
вида

Sn.k (S, z) =  J  rN exp (— zr) jk (2nSr) dr. (5.2.18)
о
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Здесь. N  =  яп +  п\п„ z = ^i + |t< —_ коэффициенты, получающие
ся в результате умножения Rni на Rnnr- .

Rm (г) Rnn' Lr) = J y  CiCil
Y  T  1(2«/)!]1/2

2 (2*.,) V+ 2
[(2в',. )!] 1̂2

х Л7+п'г/«-2ехр[ _ ( £  +  &.)г].

Интеграл (5.2.18) приведен в работе [71] и равен
1

X

SN,k (S, z) 2к+ 2 (N + k)\

(2nS)N +l(2 k 3 -1)!! 2 ( i + a 2)[w +  2 ] /2

X  , F 1 ^N +  - L ,  - N +  - j ,  k +  ± ,  (I  + P 2) - 1

(5.2.19)

X

(5.2.20)

где p =  a + ( I +  a2) 1/2, a=z/(2nS), a ^Fi — гипергеометрическая
функция, которая находит широкое применение в различных при
ложениях (см., например, [79]).

Из выражений (5.2.14) — (5.2:16) можно точно оценить обоб
щенный фактор Xliv(S) аналитическими методами для всех одно
центровых случаев при разложении атомной орбитали по функ
циям слэтеровского типа. Подобные разложения можно получить 
и в случае представления атомной орбитали функциями гауссово- 
го типа. Аналитическая оценка X„v (S, R) в двухцентровом случае 
сложнее. Не рассматривая подробный вывод Xliv (S, R), приведем 
лишь конечные выражения для Xss (S, R), Xsp (S, R) и Xpp (S, R), 
полученные в работе [71]. Если атомные орбитали представлены в 
виде линейной комбинации гауссовых функций (см. [74], [75]), то

Xss (S1R) =  23/2
P Я

a TaT
(Ctp + а р) 3/2

(ApAp) 

(ар +  ач)
(5.2.21)

X ,„ ( S ,R ) . . - 2 5'!
J / 4  a 5/4aр

(<хр +  ap)5/2
X

X exp (ApAiy)
( a p  -f- Ciq)

(S6Ap),

5/4 5/4
Xpp (S, R) =  25/2J  J dpdq % V  ,, exp

'(ap+ a ?)5/2

(5.2.22)

(ApÂ y) I ^

( a p +  aq) J

X [(6Л ) -  2 (SaAp) (S6Ap)/(ap +  aq)]. (5.2.23)
Здесь Ap —aPR—tnS, Ap=a„R+inS, Sa, 6& — безразмерные единич
ные векторы вдоль р-орбиталей атомов а и Ъ. Вектор R соединяет 
центры атомов, а начало координат выбрано в точке (1/2) R. Ба-
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зисные функции с индексом р описывают орбитали атома а, а с  
индексом q<— атома ft.. При R=O выражения (5.2.21) — (5.2.23) 
переходят в (5.2.15). На рис. 43—45 приведены обобщенные фак
торы рассеяния Xuv, вычисленные по формулам (5.2.21) и (5.2.22) 
(коэффициенты dq и а<? взяты из [75]) и заимствованные нами из

Рис. 43. Завйсимости X2s,2« и  X2s,ia от 
(sin 0) /Л, для двухцентровых случаев. 
При вычислении Хг»^» использованы 
следующие длины связей: 1,340 А для 
C (2s)—C (2s), 1,371 А для C (2s)— N (2s) 
и 1,245 А для C (2s)—О (2s). При вычис
лении X2j,i«: 1,01 А для C (2s)— H (Is) и 
0Д1 А для N (2s)— H (Is). Во всех слу
чаях вектор S пёрпендикулярен связи. 
Все обобщенные факторы рассеяния в 
этих случаях являются вещественными

Рис. 44. Зависимости Хл.гр и X is,2Р 
от (sin0)/A, для двухцентровых слу
чаев. Длины связей те же, что и на 
рис. 43. Вектор S также перпендику
лярен R. Все обобщенные факторы 
рассеяния в этих случаях являются 

. вещественными

работы [71]. Эти рисунки дают наглядное представление рассея
ния рентгеновских.лучей на плотности, описываемой произведени
ем двух орбиталей Xn*xv. Так как обобщенные факторы в общем 
случае описывают рассеяниё на несферических электронных плот
ностях, то некоторые Xllv естественно определены в комплексной 
области, о чем уже ранее говорилось в § 2 первой темы.

Концепция обобщенного фактора рассеяния была использована 
в работах Крамера и Ларсона [80, 81] для уточнения кристалли
ческих структур 1,1-азобискарбамида (C2H4N4O2) и меламина 
(C3N6H6). При разложении функции атомного рассеяния учиты
вались монопольные, дипольные и квддрупольные члены (соот
ветствуют членам fnin'i'k{S), содержащим сферические функции 
Бесселя /0(2я5г), /i(2n5r) и /2(2nSr) порядка 0,1,2). В МНК, кро
ме традиционно уточняемых координатных и тепловых параметров, 
в число варьируемых величин входили: — число валентных
электронов для каждого атома, dx, dy, dz — дипольные параметры 
заселенностей, g u g2, g3, g4, g5 — квадрупольные параметры засе-
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ленностей, величины Р связи, 
описывающие связь между 
атомами а и 6. Уточнения, 
проведенные с использовани
ем формализма обобщенных 
факторов рассеяния, позволи
ли получить значительно луч
шее согласие с эксперимен
тальными модулями структур
ных амплитуд, чем при ис
пользовании традиционной мо
дели сферически-симметрич- 
ных атомов. ,

§ 3. Мультипольное 
разложение электронной 
плотности в модели 
псевдоатомов

/Я

В заключение темы остано
вимся еще на одном методе, 
учитывающем анизотропию 
электронной плотности от
дельных атомов, — логичес
ком продолжении рассмотрен
ной выше модели обобщенно
го фактора рассеяния. В рам

Рис. 45. Зависимости Х2в,2р и Х1в,2р от 
(s in 0 )A  для тех же случаев, что и на 
рис. 44, с тем лишь отличием, что век
тор S параллелен R. Все факторы рас
сеяния являются комплексными величи
нами. В верхней части рисунка указан
ная зависимость приведена для модулей 
обобщенных факторов, а. в нижней ча

сти — для их фаз

ках этого подхода, также пред
ложенного Стюартом £72], электронная плотность р (г) в независимой 
части, элементарной ячейки представляется в виде суперпозиции 
отдельных псевдоатомов \  жестко связанных с ядрами и совер
шающих вместе с ними гармонические, тепловые колебания. Каж
дый псевдоатом аналитически описывается конечным мультиполь
ным разложением, позволяющим учитывать анизотропию распре
деления его электронной плотности. Общий вид разложения p(rj  
для этой модели может быть записан следующим образом:

P (Г) =  V  Y f Y CpimBlpim(г — Rp) +  Y C 0plmB 0plm( T - R p) ) .  (5.3.1)
P=I I=о l m = 0  т = 1

В формуле (5.3.1) суммирование по р охватывает все N псевдо» 
атомов в независимой части элементарной ячейки кристалла, сум.» 
мы по / и т описывают анизотропное распределение плотностей 
псевдоатомов. Коэффициенты мультипольного разложения

1 В молекуле', где электронная плотность непрерывно «перетекает» от одного 
атома к другому, принципиально невозможно точно указать границы того или 
иного атома, поэтому введение понятия псевдоатома как электронной плотности, 
локализованной в заданном объеме, вполне оправданно. .
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Cfpim и (fpim называются коэффициентами электронной заселен
ности и являются уточняемыми параметрами, индексы е й  о озна
чают, что суммирование идет соответственно по четным и нечет
ным значениям т. Ба'зисные функции BePim(r— Rp) и B0pIm {г — Rp), 
описывающие характер распределения плотности электронов р-го 
псевдоатома, центрированы на ядре, положение которого задает
ся вектором Rp. Эти функции в модели Стюарта имеют вид:

K m  (гр) =  (4я)-1 Rpl (rp) PT (cos 0р) cos тсрр, (5.3.2)

Bpim (гр) =  (4я)—1 Rpl (rp) PT (cos вр) sin т<рр, . (5.3.3)
где Rpi(гр) — радиальная функция для мультиполя I-го порядка 
псевдоатома р; Pim{cos0p) — как и ранее, присоединенный поли
ном Лежандра; гр =  г—Rp. '

Для дальнейших аналитических вычислений необходимо опреде
лить вид радиальных функций. Так как при образовании химиче
ской связи электронная плотность вблизи ядра не подвергается 
возмущающему воздействию ближайшего атомного окружения, то 
целесообразно в каждом псевдоатоме (за исключением водоро
да) выделить внутреннюю (инвариантную) сферически-симметрич- 
ную часть электронной плотности («кор» атома) и деформируе
мую. под влиянием атомного окружения валентную часть. Тогда 
функциям плотности электронов кора можно приписать фиксиро
ванное значение параметра заселенности, а радиальную функцию 
валентных электронов удобно описывать единичной экспоненци
альной функцией слэтеровского типа:

Rpo irp) =  Щ  (гр) +  Ср,0г"ро ехр (— се,рГр), (5.3.4)
♦ Rpi (Г'Р) =  fytexp  (—<ур), ( />  1). (5.3.5)
Здесь Rp0 и Rpi — радиальные функции р-го псевдоатома с I=O и 
/>  1; 2хи(гр) — нормализованная, действительная ls -атомная ор
биталь с параметром заселенности, равным двум. Параметры 
Про, пр[ и ар определяют «быстроту спадания» радиальных функ
ций и в самом общем случае могут рассматриваться как уточ
няемые параметры. Квантовохимические оценки экспоненциаль
ного параметра ар приведены в работе [82].

Сделаем фурье-преобразование над функциями (5.3.2) и
(5.3.3):

(5.3.6)

(5.3.7)

fpim (S) =  J  Kim  (Гр) exp (i2nSrp) drр , 

fpim (S) =  J  Klm {Гр) exp (l'2 JtSrp) drp

Длй этой цели удобнее воспользоваться несколько иным разло
жением экспоненты в ряд, чем (5.2.12), а именно [71]:

00 1‘ ■ , 
exp (t2jtSrp) =  £  Yi iV (2 “  (2Г +  ■(Г-т:)!

" /'=O т'=о (/' +  т')1 X
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X PT' (cos 8s) PT' (cos 0p) /V (2nSrp) cos [m' (<pp — <ps)], (5.3.8)
где бот'— символ Кронекера; 5, 0s , cps — как и ранее сфериче
ские координаты конца вектора S. Подставим разложение (5.3.8J 
в равенство (5.3.6) и разложим cos.im'((pp—<ps )], тогда для 
fpim (S) имеем .

✓ со V

fplm(S) =  J ]  j  il (2 — бот') (2/' +  I) - ~  ̂ 11- ^  (COs6s) X .
/'=O т'=0

где

Так как

я •
х  /pi' (S)J (4я)-1 PT (cos 0Р) PT' (cos 0p).8ln 0pd0p X

О *
2Л

X £cosm'q>sJ <cos /шрр cos т '  <ppdcpp +  sin m'<ps X

2Л.
X 'J cos m<pp sla m'<ppd<ppj ,

2ЛJ cos m<pp cos m
jO

« 'ф /ф р =  j  я 

J cos пнрр вМ т'фр^Фр =  О

О при т ф  т ' ,  
при т = tn\

2п при т = т' =  О,
2Л

Г
О

(5.3.9)

fpv (S) =  J RpV (rp) /V (2JtSrp) r2pdrp. ,(5.3.10)

(5.3.11)

а присоединенные полиномы Лежандра Pim (cos Qp) ортогональны 
[83]: ’ .

Я

^PT(CosQp)PT (cose,) sin6pd0p =  2/2+ [  Ц+ g ;  б/ц, (5.3.12) 
о

то с учетом равенств (5.3.11) и (5.3.12) из бесконечной суммы
(5.3.9) ненулевым остается лишь один член с /= / ' и т =т', сле
довательно, ,

. Tptm (S) Z= Pfpl(S) PT (cos Qs) COStnys- - (5.3.13)

Рассуждая аналогично, для /Jrfm(S) также можно записать в со
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ответствии с (5.3.3) и (5.3.7):
fpim (S) =  Ofpl (S) PT (cos 0S) sin mcps. (5.3.14)

Тогда выражение для функции рассеяния fp(S) псевдоатома р 
примет следующий вид:

. /p(S) = I  [ Е  c Plmfplm (S) + £  c0PlmfplmiS)]. (5.3.15)
/=0 т—0 т=1

Из (5.3.15) ясно, что функция fp(S), представленная в виде 
мультипольного разложения, отображает эффекты асферичности 
электронной плотности псевдоатомов и существенным образом 
отличается от простейшего случая приближения сферически-сим- 
метричного атома, используемого в традиционном рентгенострук
турном анализе. Подстановка (5.3.15) в выражение для структур
ной амплитуды F(S)  приводит к следующей форме записи в рам
ках рассматриваемой нами модели:

.'< » -£  E l t  [Е Cpimfplm (S) -J- E Cpimfplm (S) j Tp eXp (i2.TlSrр) | , 
P = 1 сим 1=0 m =0 m = 1 •

' (5.3.16)
где суммирование по р охватывает атомы в независимой части 
элементарной ячейки, поэтому дополнительная сумма E озна-
< . сим
чает суммирование по всем элементам симметрии данной прост
ранственной группы. Позиционные параметры гр, так же как и 
параметры заселенности Cpim и температурного фактора Tp, явля
ются уточняемыми в МНК.

Здесь следует отметить одно важное обстоятельство, которое 
имеет место So всех вышеупомянутых схемах мультипольного раз
ложения, — наличие симметрии в расположении атомов может су
щественно сокращать количество уточняемых параметров заселен
ности, так как приводит к занулению или к определенным соотно
шениям некоторых из них. Разберем это обстоятельство на приме
ре коэффициента Cpп в разложении (5.3.15). Как видно из
(5.3.15) и (5.3.13), коэффициент Cepц связан с функцией
tU  (S) Pi (cos 0s) cos <ps» которая в свою очередь является фурье- 
преобразованием функции -

ВеРп (гр) =  (4я)—1 Rpl (rp) P11 (cos 0р) cos <рр,
участвующей в разложении рр(гр). Предположим, что через рас
сматриваемый псевдоатом проходит ось второго порядка (точечт 
ная группа Сг = 2, двойная ось направлена вдоль оси Z). Под воз
действием этого элемента симметрии происходит следующее пре
образование декартовых координат хр <̂-—хр, ур^<—ур, Zp-^zp. 
В сферической системе координат это соответствует преобразова
нию гР~*~гр, 0р->-0р, фр-^фр +  я. В результате функция Bpu (гр)
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переходит в функцию —B jn(гр). Так как функция рр(гр) явля
ется инвариантной при преобразованиях симметрии рр(гр) =  
=  Pp(Rrp) (Ri— оператор группы точечной симметрии), то и соот
ветствующие члены мультипольного разложения рр(гр) также 
должны быть равны, т. е. Срп =  0. По аналогии подобные огра
ничения могут быть выведены для всех точечных групп как для 
дипольных Cpimt так и квадрупольных Cp2to коэффициентов засе
ленности. На этом частном примере еще раз видна важная роль 
правильного выбора базисных функций мультипольного разложе
ния; так как в ряде случаев это обстоятельство позволяет суще
ственно уменьшить количество уточняемых параметров, что при 
небольшом наборе экспериментальных данных имеет первостепен
ное значение. '
' Разобранный выше формализм мультипольного разложения 
псевдоатомов был успешно применен к исследованию плотности 
валентных электронов в графите {84]. Прецизионный рентгеновский 
экспериментальный материал для этой цели включал 99 независи
мых отражений [max(sin0)/X=l,2A-1]. В рамках пространственной 
группы P  6з/ттс в независимой части элементарной ячейки содер
жится два атома углерода. Каждый атом описывается конечным ‘ 
мультипольным разложением, содержащим восемь ненулевых па
раметров заселенности (точечная симметрия 6т2, максимальное 
значение 1=7). В уточнение МНК, кроме параметров заселенно
сти, включались тепловые и экстинкционные параметры, а также 
экспоненциальный параметр ар и коэффициент приведения к абсо
лютной шкале. Полученные результаты с учетом анизотропии 
электронной плотности атомов показали значительное превосход
ство, рассмотренной модели по сравнению с традиционной моделью 
сферически-симметричных атомов. Построенные с помощью муль
типольного разложения карты плотности валентных электронов 
ясно продемонстрировали сильную ковалентную связь Sp2-THna в 
слое атомов углерода и указали на минимальное взаимодействие 
углеродных атомов, расположенных в соседних слоях. i



Те ма 6
Учет поглощения 
рентгеновских лучей в 
кристалле

. Краткое содержание темы
Введение поправки на поглощение обязательно для точных оп

ределений модулей структурных амплитуд. Простейший расчет 
поправок на поглощение (факторов пропускания) возможен для 
кристаллов, которым придана цилиндрическая или сферическая 
форма. Для ограненных кристаллов используются два разных спо
соба определения факторов пропускания. В одном из них в кри
сталле выделяется конечное число точек и для каждой точки рас
считываются длины путей, которые проходят внутри кристалла 
падающий рентгеновский луч от поверхности кристалла до выде
ленной точки и отраженный рентгеновский луч от выделенной 
точки до поверхности кристалла. В другом способе рассчитывают
ся факторы пропускания тетраэдров произвольной формы, на ко
торые предварительно делится кристалл, и результат получается 
суммированием факторов пропускания всех тетраэдров.

§ 1. Общее рассмотрение

Все вещества поглощают . рентгеновские лучи, и необходимо 
учитывать величину этого поглощения для получения точных экс
периментальных дифракционных данных. Условия эксперимента 
в рентгеноструктурном анализе таковы, что кристалл «купается» 
в пучке параллельных рентгеновских лучей, причем интенсив-

jL

Рис. 46. Длины путей R i  и Кг,  про
ходимые падающим и дифрагирован
ным лучами внутри кристалла соот
ветственно (d v  — один из элемен
тарных объемов, рассеивающих рент

геновские лучи)

носдъ излучения равномерно рас
пределена по сечению пучка.

Выделим внутри кристалла 
любой формы элементарный объ
ем dv (рис. 46). Рентгеновский 
луч пройдет путь длиной Ri 
сквозь вещество кристалла, пре
жде чем достигнет этого объ
ема. Интенсивность луча при 
этом уменьшится в ехр (—pi?i) 
раз, где |л>— коэффициент по
глощения, характеризующий ве
щество кристалла [7]. Если 
условия 'дифракции соблюдены, 
то падающий луч будет рас
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сеян объемом dv и отраженный луч пройдет еще некоторое рас
стояние R2 внутри кристалла. В целом длина пути рентгеновского 
луча в кристалле составит Ri-\-R2=R, и при этом интенсивность 
излучения ослабится в ехр (—р,#) раз. Если проинтегрировать ос
лабление лучей по всем элементарным объемам, на которые раз
бит кристалл, то получится число А, показывающее, во сколько 
раз рентгеновская интенсивность I данного отражения меньше 
той интенсивности /о, которая была бы зафиксирована в отсутст
вие поглощения рентгеновских лучей кристаллом:

где УКр — объем кристалла.
Величина фактора пропускания любого вещества находится в 

интервале 0—1. При A = 0 вещество поглощает все падающие на 
него лучи, а при A=  1 кристалл является совершенно прозрачным 
для рентгеновских лучей. Уравнение (6.1.1) и рис. 46 показывают, 
что величину фактора поглощения определяют пять параметров: 
величина коэффициента поглощения ц, угла отражения 0, размеры 
кристалла, его форма, ориентация кристалла по отношению к па
дающему и отраженному лучам.

Величина коэффициента поглощения зависит от химического 
состава кристалла и длины волны рентгеновского излучения. Вы
бор излучения диктуется многими обстоятельствами, однако по 
возможности выбирают более жесткие рентгеновские лучи, с тем 
чтобы поглощение их в кристалле было минимальным. Поэтому 
часто предпочитается молибденовое излучение. Обычно практиче
ски прозрачными по отношению к рентгеновским лучам с выбран
ной длиной волны считают кристаллы, у которых рг<0,4, где г — 
половина максимального размера неизометричного кристалла или 
радиус сферы, если кристаллу придана форма шара. Для кристал
лов, удовлетворяющих этому условию, поправкой на поглощение 
часто пренебрегают. .

Зависимость фактора поглощения от величины угла отражения 
нагляднее всего можно показать на сферическом или цилиндри
ческом кристалле. Будем считать, что кристалл сильно погЛощает 
рентгеновские лучи. На рис. 47 круг соответствует поперечному 
сечению цилиндра или сферы. Полукруг АБВ облучается рентге
новским пучком, а полукруг ГАЕ направлен к отраженному лучу. 
Сегмент ГА является общим для этих двух полукругов, причем он 
составляет ту часть облучаемого полукруга, которая направлена 
к счетчику. Рентгеновские лучи, отразившись от поверхностных 
слоев кристалла в сегменте ГА и не испытав поглощения, будут 
зарегистрированы с максимальной интенсивностью в части KJI 
интервала отражения КМ, Лучи, попавшие в интервал JIM, прохо
дят сквозь кристалл и, претерпевая поглощение, ослабляются. Ве
личина сегмента ГА растет с увеличением угла отражения (сравни

(6. 1. 1)

(6 . 1. 2)

163



на рис. 47, а и б) , а это значит, что с ростом угла 0 фактор погло
щения уменьшается.

Форма неизометричных кристаллов очень сильно влияет на 
величину фактора поглощения. Рассмотрим два отражения от 
пластинчатого кристалла, вращаемого вокруг оси, проходящей 
через точку О, а первичные и отраженные рентгеновские лучи

Рис. 47. Интенсивность отражения от цилиндрического (сферического) кри
сталла при разных значениях углов отражения 0

перпендикулярны оси вращения (на рис. 48 ось вращения кристал
ла перпендикулярна плоскости чертежа). Для наглядности выби
раем такие отражения, для которых путь, проходимый первичным 
лучом внутри кристалла АО, мал, а отраженные лучи проходят 
вдоль самого длинного (луч 1) и самого короткого (луч 2) на
правлений кристалла I— пути ОБ и OB соответственно. Ослабление 
отраженного луча 1 при этом произойдет в ехр[—ц(Л 05)] раз, а 
луча 2 в ехр[—\к(АОВ)] раз. Луч 1, пройдя сквозь кристалл, ос
лабевает в ехр{—\i{AOB—AOB)] раз больше, чем луч 2 (рас
стояния АОБ и AOB измеряются в сантиметрах, так как размер
ность р, равна см-1).

Для ограненных и особенно неизометричных кристаллов надо 
обязательно определять факторы поглощения для каждого отра
жения и с их помощью исправлять ошибки в интегральных ин
тенсивностях отражений, вызванные поглощением. Пренебрежение 
поправкой на поглощение рентгеновских лучей в кристалле ведет 
к ошибкам в определении межатомных расстояний и валентных 
углов кристаллической ,структуры, росту их стандартных отклоне
ний, а также искажениям в распределении электронной плотности.

Чем изометричнее кристалл, тем меньше различаются факторы 
поглощения для отдельных отражений. Поэтому кристаллам часто
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придают сферическую форму, обкатывая их струей воздуха по же
лобу из наждачной бумаги. Приспособление, позволяющее выпол
нять эту операцию, изображено на рис. 49. В пластинке из орга
нического стекла вырезано круглое отверстие, и цилиндрическая 
поверхность этого отверстия изнутри обклеена наждачной бумагой. 
По касательной к отверстию, проточен канал по которому подает-

женных лучей в неизометричном кри 
. сталле

Рис. 49. Приспособление для обкатки 
кристаллов до сферической формы

ся струя воздуха. Пластина с одной стороны закрывается стеклом, 
а с другой — мелкой сеткой. Струя воздуха катает кристалл по 
наждачной бумаге, и он постепенно принимает сферическую форму.

Но даже у сферических кристаллов (см. рис. 47) величина по
глощения зависит от угла отражения 0, и в случае сильно погло
щающих веществ часто возникает необходимость вводить поправ
ку на поглощение в экспериментальные значения интенсивностей 
отражений.

§ 2. Факторы пропускания для цилиндрического 
и сферического кристаллов

Для кристаллов любой формы общая идея расчета поправки 
на поглощение, вытекающая из уравнения \(6.1.1), состоит в том, 
что кристалл разбивается на элементарные объемы AVi, для каж
дого из них определяются длины путей первичного (Ri), и рас
сеянного (R2) лучей (см. рис. 46)', а затем проводится суммиро
вание значений ехр(—pi?,) AV1- по всему объему кристалла и фак
тор поглощения пересчитывается на единицу объема. Эти опера^ 
ции повторяются для каждого отражения. •

Точное вычисление интеграла (6.1.1) по объему, ограниченному 
кривыми поверхностями, в общем случае невозможно. Поэтому его 
заменяют для сферического кристалла графической процедурой,
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описанной ниже. При расчете факторов поглощения для сфериче
ского кристалла необходимо, определять факторы поглощения ци
линдрического кристалла. Метод расчета поправки на поглощение 
цилиндрического образца был предложен Клаасеном [85] и развит 
Брэдли [86], Бондом [87] и Вебером [88]. Он применяется при ра
боте с порошками, набитыми в круглый капилляр, а также моно
кристаллами, полученными в капилляре методом зонной плавки.

Будем считать, что цилиндрический кристалл купается в пучке 
параллельных рентгеновских лучей, причем первичный и дифраги
рованные лучи перпендикулярны оси цилиндрического кристалла.

Пусть облучаемый объем цилиндрического кристалла равен
V=WS, (6.2.1)

где s — площадь Учения; w — длина облучаемого объема вдоль 
оси цилиндра. Тогда AV—wAs, и из (6.1.1) и (6.2.1) получаем

. A = - j - j e x p ( — pR)ds. (6.2.2)
* . S

Основная идея графической процедуры заключается в том, что 
для каждого отражения, характеризующегося собственным зна
чением угла отражения 0, круглое сечение кристалла разбивается 
На такие области (зоны), внутри которых все точки обладают 
одинаковыми суммами (Ri+R2)i—Ri длин путей падающего и от
раженного лучей, причем для каждой зоны имеется собственное 
значение суммы (Ri+Rz)i=Ri. Конечно, длина пути Ri определя
ется с некоторой погрешностью, величина которой зависит от того, 
насколько детально проведено разбиение окружности на области 
постоянной длины пути рентгеновского луча.

Прежде всего покажем, что внутри круга есть линии, представ
ляющие собой геометрические места таких точек, для которых 
длины путей рентгеновских лучей {Ri+R2)i—Ri при заданном 
угле отражения 0 равны. Пусть радиус цилиндрического кристалла 
равен R4, а центр сечения кристалла лежит в точке C (рис. 50). 
Продолжение первичного луча внутри окружности радиуса CB5r 
равное R 4, разобьем, скажем, на пять равных частей (5 Ь ..., B5). 
Так же поступим с продолженным в обратном направлении дифра
гированным лучом (отрезок CA5 разобьем на пять отрезков дли
ной RJ5  каждый). Проведем окружность радиусом R4 с центром 
в точке B i. Условимся называть окружности по обозначениям их 
центров. До любой точки правой половины окружности В и находя
щейся внутри круга С, первичные рентгеновские лучи параллель
ного пучка лучей доходят, пройдя внутри кристалла (внутри круга 

. С) путь RJ5.  Проведем еще одну окружность радиусом R4, но с 
центром, расположенным в точке A5. Рентгеновский луч, дифраги
рованный любой из точек, лежащих на окружности A5 внутри кру
га С, проходит внутри цилиндрического кристалла путь в 3R4/5.' 
Точка пересечения S двух кругов Si и A5 удовлетворяет обоим 
условиям, и, следовательно, первичный луч приходит в точку S,
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пройдя по кристаллу расстояние RJ5,  а дифрагированный в точке 
5  луч проходит по кристаллу еще расстояние 3RJ5. Таким обра
зом, точка! S характеризуется длиной пути рентгеновскйх лучей в 
4RJ5.  Если пары окружностей радиусом Rix были проведены с 
центрами в точках B2 и A2 или B3 и A u то точки их пересечения О 
и T характеризовались бы той же длиной пути рентгеновских 
лучей в кристалле. Соединяя эти точки, мы получаем кривую 
PTOSR, для всех точек которой длины путей рентгеновских лучей

Рис. 50. Пример выделения внутри 
сечения цилиндрического кристалла 
линии, все точки которой характери
зуются постоянной длиной пути рент
геновского луча сквозь кристалл 

(Я ,=4/5/?„)

Рис. 51. Линии постоянной длины пу
ти рентгеновского луча сквозь сече
ние цилиндрического кристалла (с 

шагом /?ц/5)

равны 4RJ5. Подобным же образом можно провести другие кри
вые, характеризующиеся определенными длинами путей рентгенов
ского луча в кристалле, причем длины путей лучей будут отли
чаться друг от друга на R J 5 (рис. 51).
. Теперь сделаем одно грубое допущение, с тем чтобы сократить 
объем вычислительной работы. Будем считать, что все точки круг
лого сечения кристалла, лежащие между соседними кривыми, 

• имеют одну и ту же длину пути рентгеновских лучей внутри крис
талла, причём она равняется средней величине длин путей тех кри
вых, между которыми лежит выбранная нами полоска сечения 
кристалла. Эти средние значения, следовательно, . будут равны 
0,1#ц, 0,3R4, OySR4 и т. д. Если обозначить площадь каждой обла
сти постоянной длины пути A Si, а длину пути луча внутри кристал
ла IiR4 (h — число, принадлежащее каждой определенной области 
Asty известное по построению), то фактор пропускания для круга 
будет равен:

Л =  £  ехр (— р.RJ1) ASi. (6.2.3)
i ' . .

В практике рентгеноструктурного анализа часто встречаются 
задачи, которые требуют. компромиссного решения между дости-
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гаемой точностью и объемом вычислений.Описываемая графиче
ская процедура относится к их числу. Можно было бы провести 
линии постоянной длины пути рентгеновских лучей через 0,01 R4, 
тогда линий было бы существенно больше и точность расчета вы
ше. Однако практика показывает, что вполне достаточно остано
виться на 0,1 шаге Яц, как в Интернациональных таблицах рентге
новской кристаллографии [8, т. II, с. 292]. . ^

В этих таблицах результаты разбиения области постоянной 
длины пути рентгеновского луча повторены через каждые 5°0.

Если угол отражения 0, для которого необходимо определить фак
тор поглощения, попадает между значениями, указанными в таб
лице, то производится интерполяция.

Тот же самый подход можно применить и к сферическому кри
сталлу, если сферу разбить на конечное число цилиндров. От спо
соба разбиения сферы на цилиндры будет зависеть точность 
определения фактора пропускания для сферического кристалла. 
Эванс и Экштайн [89] разбили полусферу на 20 цилиндрических 
элементов (подобно тому, как показано на рис. 52), диаметры ко
торых существенно больше высоты, а уложены эти цилиндры в 
стопку так, что все они, будучи соосными, образуют некоторое 
приближение к полусфере. В основе такого разбиения лежат сле
дующие условия. Во-первых, радиусы цилиндрических элементов 
изменяются на равные величины (расстояния между вертикаль
ными пунктирными линиями на рис. 52 равны). В результате 
цилиндрические элементы получаются тоньше около полюсов сфе
ры, где фактор поглощения изменяется особенно быстро. Во-вто
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рых, высота цилиндрического элемента выбирается такой, чтобы 
основание цилиндра, выступающее за пределы сферы (например, 
AB .на рис. 52), находилось посередине между сечениями сферы 
данным цилиндрическим элементом (по линии CD) и следующим 
цилиндрическим элементом (по линии EF). В результате сумма 
объемов цилиндрических элементов почти равна объему сферы.

Интенсивность рассеиваемых цилиндрическим элементом рент
геновских лучей пропорциональна произведению va, где v — объем- 
каждого элемента: v=(nr )2h (а — фактор пропускания элемента,, 
взятый из Интернациональных таблиц для цилиндрических об
разцов; А— высота элемента), фактор пропускания для сферытог- 
да равен '

А = - — -.  (6.2.4)-
Укр

Значения А* = 1/А приведены для разных углов отражения 0 
в Интернациональных таблицах рентгеновской кристаллографии 
[8, т. II, с. 302].

§ 3. Расчетные методы определения факторов 
пропускания для ограненных кристаллов

Получение кристаллов сферической формы не всегда возмож
но. Многие кристаллы имеют ясно выраженную анизотропию твер
дости и прочности. Такие кристаллы обычно дают в результате- 
обработки эллипсоиды, а не сферы. Часто встречаются кристаллы, 
обладающие весьма совершенными плоскостями спайности. При: 
обкатке они раскалываются. Наконец, трудно обкатывать гидро- 
скопичные и выветривающиеся кристаллы. Следовательно, нужно 
уметь определять факторы пропускания для всех отражений любо
го ограненного кристалла.

В настоящее время известны два разных подхода к расчету 
факторов пропускания кристаллов, ограненных плоскими гранями. 
В первом из них в объеме кристалла выделяются точки, символи
зирующие центры частей кристалла с объемами разной величины,, 
на которые разбит кристалл. Они (точки) заменяют в расчетах- 
части реального кристалла. Для каждого отражения рассчитыва
ются длины путей рентгеновских лучей внутри кристалла через 
любую такую точку. Интеграл в (6.1.1) заменяется суммой по' 
всем точкам. Этот метод известен под названием численного ме
тода Бьюзинга— Леви [90].

Во втором методе объем кристалла разбивается на вспомога
тельные полиэдры специальной формы, а объем каждого вспомо
гательного полиэдра делится на тетраэдры. Для каждого тетра
эдра вычисляется фактор пропускания, факуоры пропускания всех 
тетраэдров складываются вместе, давая в итоге искомый фактор
пропускания для целого кристалла. Форма и количество вспомо
гательных полиэдров зависят от ориентации кристалла по отно
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шению впадающему и отраженному рентгеновским лучам (сле
довательно, от угда отражения), а также от размеров и количест
ва граней кристалла. Для каждого рефлекса объем кристалла 
разбивается на вспомогательные полиэдры. Этот метод получил 
название аналитического метода Меленаера — Томпа [91].

Как видно из кратких характеристик обоих методов, в любом 
из них нужно точно измерить и представить в численном виде 
форму кристалла. Это одна из наиболее трудных операций, осо
бенно для плохо ограненных кристаллов. Обычно кристаллы фото
графируют через микроскоп в нескольких разных ориентациях. 
Фотографии тщательно измеряют и по результатам измерений и 
расчетов определяют координаты вершин кристаллического поли
эдра в прямоугольной системе координат. Начало координат, как 
правило, располагают внутри полиэдра, что помогает'увеличить 
точность измерений для кристаллов с центросимметричной фгран- 
кой. По координатам вершин рассчитывают уравнения граней и 
ребер. Эта операция входит в программу расчета фактора погло
щения на ЭВМ. - .

C помощью ЭВМ могут быть реализованы как аналитический, 
так и численный методы расчета факторов пропускания. Объем 
расчетов столь велик, что учет факторов пропускания кристалла 
средней сложности на ЭВМ среднего клас'са. занимает 1—2 ч.

Метод численного интегрирования Бьюзинга-Леви. Для описа
ния формы кристалла в виде, пригодном для ввода в ЭВМ, ис
пользуется ортогональная система координат вне зависимости от 
сингонии кристалла. В самом общем случае — триклинной синго- 
нии — ось X ортогональной системы координат совпадает с осью а 
кристалла, ось У — с осью Ь* кристалла, а ось Z не совпадает ни с. 
одним кристаллографическим направлением. Такая система коор
динат с правой связкой осей кратко обозначается ab*c'. Ортого
нальная система координат упрощает расчеты, а также определе
ние линейных и угловых размеров кристалла. •

По координатам вершин кристаллического полиэдра, заданным 
в ортогональной системе, рассчитываются уравнения всех граней 
кристалла в виде неравенства:

asx+bsy+ csz—ds>- 0, (6.3.1)
где S =  O1 1, 2, ..., п — номер грани; as, bs, cs — направляющие ко
синусы нормали к s-й грани. Коэффициенты уравнения (6.3.1) 
выбираются так, что все неравенства удовлетворяются одновре
менно при условии, что начало координат лежит внутри или на по
верхности кристалла. -

Индексы каждой грани заданного таким способом кристалла 
останутся без изменения только в том случае, если сингония 
кристалла является ромбической, тетрагональной или кубической, 
так как кристаллографическая система координат ортогональная. 
Для кристаллов низших сингоний, а также гексагональной и ром
боэдрической индексы граней и всех отражающих плоскостей из
меняются по величине, а в некоторых случаях и по знаку, причем
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• индексы могут быть дробными числами. Поэтому одна из началь
ных операций программы вычисления фактора поглощения состо
ит в преобразовании кристаллографических индексов отражений 
hkl в машинные индексы HKL в ортогональной системе при помо
щи матрицы преобразования индексов.

Суть метода численного интегрирования заключается в том,, 
что кристалл разбивается на элементарные объемы и последние- 
заменяются точкой в центре объема. Для рентгеновских лучей, 
проходящих через эти точки и претерпевающих в них отражение, 
рассчитываются длины путей {Ri+R2)i=Ri, которые затем могут* 
использоваться при расчетах фактора пропускания:

• м
Л ^ д Г  S eXP • (6.3.2)'

»=1
где M — количество точек, по которым проводится суммирование. 
Чем меньше элементарные объемы (чем больше точек), тем с 
большей точностью суммирование заменяет интегрирование. Од
нако с ростом величины M увеличивается объем вычислений, по
этому важно найти такой прием, который повышал бы точность 
расчетов без увеличения и объема вычислений.

В принципе метод определения фактора пропускания посред
ством разбиения объема кристалла на элементарные объемы не 
нов. Его, например, использовал Олбрехт [92], правда, для расчета 
факторов поглощения отражений нулевой слоевой линии. Олбрехт 
делил кристалл на равные объемы, и точки, следовательно, рас
полагались на равных расстояниях друг от друга. Бьюзинг и Леви> 
применили для интегрирования численный метод Гаусса. Для од
номерного варианта метод аппроксимирует интеграл взвешенной, 
суммой т слагаемых

b  T tt

f g(x) dx (b —  a) JT Pig (Xi) , (6.3.3)’
а 1=\ .

где Xi=a-\-(Ь—а)ир щ и р,-— дробные константы, зависящие от 
т, значения которых имеются в математических таблицах [93], 
Величины щ определяют точки х(, по которым оценивается значе
ние интеграла, а pi — это относительные веса членов суммы.

Для тройной суммы уравнение (6.3.3) превращается в следую
щее: •

b< d(x) f(x,y) т т т
J dx I dy j  g(x, у, (b— a) [d(xt) —c (Xi)] х
а с(х) е(х,у) i= l  /=1 /с=*1 .

. х  [ /  (Xi, У]) —  е (Xi, у,)] p{p,pKg (Xi, у -t, zK), (6.3.4),
где

Xi = a+ (Ь—а) т, 
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(6.3.5)=  с (*г)+  [<*(*;)— c(Xi)]Ui, 
zK=e( xiy yj) +  [f(Xi, yj)—e(Xi, y, )]uK.

Проблема нахождения фактора пропускания тогда сводится к 
определению пределов интегрирования a, b, с (*,-), d(Xi), е(х„ у,), 
К Xi, у)) и оценке

8  (*,•> УV zK) = — exp (— ptf ;/к)> (6.3.6)
K̂p

где Rhk — путь, проходимый первичным рентгеновским лучом до 
точки i, /, к и отраженным лучом от этой точки до выхода из 
кристалла. Выбор числа т зависит от поглощающей способности 
вещества и размеров кристалла, но, как показала практика, в 
среднем /л = 8 (количество точек 83=512).

Точки по методу Гаусса (гауссовские точки) распределяются 
на прямой не равномерно, а ближе друг к другу на краях отрезка, 
который разбивается на т точек, и реже в середине. В выпуклом 
полиэдре точки концентрируются у поверхности полиэдра, но ве
совые множители Pi в (6.3.3) тем больше, чем глубже внутри кри
сталла находится точка. Это позволяет сократить объем вычисле
ний приблизительно в восемь раз по сравнению с методом Олб- 
рехта. .

Пределы.интегрирования по оси X определяются путем перебо
ра координат х всех вершин полиэдра: наименьшее и наибольшее 
значения х принимаются за а и b соответственно, и на отрезке 
(b—а) расставляются т гауссовых точек (включая концы отрез
ка). Через эти точки проводятся прямые, параллельные оси Y, до 
пересечения с гранями кристалла, и координаты у точек пересече
ний принимаются за c(xi) и d(xi). На каждом из т отрезков 
d(Xi)—с(Х{) вновь расставляются по т гауссовских точек у} (/ =  
=  от 1 до т) . В результате в координатной плоскости появляются 
т2 точек с координатами хи у-,. Наконец, через т2 точек, лежащих 

' в сечении XY кристалла, проводятся прямые, параллельные оси 
Z, до пересечения с гранями кристалла. Координаты г этих пере
сечений принимаются за пределы суммирования величин e(xi, у/) 
и Hxh У/) в (6.3.4). Отрезки /(**, у/)—e(Xi, у,) вновь делятся на 
отрезки неравной длины гауссовскими точками.

В самом общем случае прямые линии, проведенные параллель
но осям координат, пересекают все плоскости, описывающие грани 
полиэдра. Поэтому при расчетах получается такое количество то
чек пересечения, которое равно количеству граней, однако из всех 
точек выбираются только те две нужные точки, которые удовлет
воряют системе неравенств (6.3.1).

Координаты всех полученных т3 точек запоминаются и по-, 
следовательно для каждой из них рассчитываются длины путей 
падающего и отраженного лучей внутри кристалла. -

C этой целью для каждого HKL (определяющего ориентацию 
кристалла по отношению к первичному и отраженному лучам, а 
также угол отражения 0) рассчитываются направляющие косину
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сы E0y Eu E2 для падающего и £ 3, Еь E5 для отраженного лучей 
по отношению к осям координат XYZ.

Затем для всех граней кристалла вычисляются косинусы углов 
<Pi и ф2 (рис. 53), образуемых с нормалью к каждой грани падаю
щим и отраженным лучами.

Грани с отрицательными косинусами исключаются из дальней
шего рассмотрения. При этом за положительное направление нор
мали к грани принимается направление наружу кристалла. Отри-

Рис. 53. Обозначение углов, обра
зуемых падающим и отраженным 
лучами с нормалью к грани кри

сталла

Г M

Рис. 54. Минимальное расстоя
ние /?iK соответствует пересе
чению падающего луча с - ре
альной гранью К (A B = R 1k K  

< А В = R1J C A r = R 1* )

дательный знак косинуса означает, что я /2 < |ф |< я .  Для падаю
щего луча из этого следует, что луч падает на грань изнутри кри
сталла, т. е. искомую грань, через которую луч вошел в кристалл, 
этот луч уже прошел. Поэтому грань, для которой созф1<1, не 
представляет интереса. Для отраженного луча тупой угол ф2 озна
чает, что отраженный в рассматриваемой точке луч удаляется от 
грани, для которой этот угол ф2 рассчитан, и пересечь ее не смо
жет. Таким образом, находятся две группы граней с соэф/Х), 
через одну грань луч может входить, а через другую выходить из 
кристалла. .

Для того чтобы найти, сквозь какую именно грань луч входит, 
рассматривают кратчайшие расстояния (по нормали) от выбран
ной гауссовской точки до всех граней, выделенных ранее в группу, 
через которые луч может в принципе входить в кристалл. Затем 
по этим значениям и соэф! находят длины пути луча от точек пе
ресечения луча с гранями до гауссовской точки. Наименьшая из 
них будет указывать на ту грань, сквозь которую луч, проходящий 
через рассматриваемую точку, вошел в кристалл. Это происходит 
потому, что только минимальное расстояние’/?^  соответствует пе
ресечению' с реальной гранью К (рис. 54), а расстояния R iji и
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R\M — пересечению луча с продолжениями граней JI и М. Для на
хождения расстояния Ri, проходимого лучом в кристалле после 
отражения в рассматриваемой точке, выполняют аналогичные опе
рации, используя при ЭТОМ COS ф2.

По найденным значениям Ri и R2 определяются exp [p(i?i+i?2)I 
для каждой гауссовской точки и эти результаты суммируются по 
всем гауссовским точкам. Затем все операции повторяются для. 
следующего HKL. ' .

Метод Гаусса позволяет сократить количество точек, для кото
рых рассчитываются длины путей Ri = (Ri+Ri)i  рентгеновских лу
чей в кристаллах, но есть метод, не требующий расчетов расстоя
ний Ri вовсе.

Аналитический метод Мёленаера—Томпа. Хендершот [94] в по
исках способа сокращения объема вычислительной работы при на

хождении фактора пропускания 
обратил внимание на важные 
свойства многоугольников, полу
чаемых при разбиении сечения 
кристалла падающими и отра
женными рентгеновскими лучами* 
проходящими через углы сечения 
кристалла. Поясним это на про» 
стейшем примере.

Допустим, что методом кача
ния (вращения) исследуется 
структура кристалла, имеющего’ 
форму сильно вытянутой призмы, 
причем ось вращения совпадает 

■ с длинной осью призмы. Для оп
ределенности рассмотрим только1 
нулевой слой обратной решетки. 
Падающий и отраженные лучи 
перпендикулярны оси вращения 

кристалла для всех отражений, а кристалл имеет постоянное се
чение в любой точке вдоль оси. На рис. 55 изображено такое сече
ние, а также падающий и отраженный лучи для некоторого угла- 
отражения 0. Рентгеновские лучи «освещают» две стороны сечения 
кристалла AB и AD. Две другие стороны CD и CB находятся' 
«в тени»'. Из всего бесконечно большого количества лучей, кото
рые можно выделить в потоке рентгеновского излучения, омыва
ющего кристалл, оставим на рисунке только тот, который проходит 
через пересечение двух освещенных граней, т. е. через вершину А. 
Точку пересечения этого луча с противолежащей теневой стороной 
сечения кристалла обозначим через G. Если посмотреть теперь на 
сечение кристалла навстречу ртраженным лучам, то будут видны _ 
только две стороны BA я ВС. Если бы рентгеновский луч пошел в

1 Представления об «освещенных» рентгеновскими лучами и «теневых» фраг
ментах кристаллов являются условными, но широко' распространенными в лите
ратуре, посвященной этому методу определения факторов пропускания.

Рис. 55. Разбиение сечения -кристалла 
на вспомогательные, многоугольники 

Хёндершота—Хоуэллса
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обратном направлении — не от А через О к В, а от В через О 
к А, тогда освещенными сторонами сечения стали бы BA и ВС, 
Через точку их пересечения — вершину Bi— проведем до пересече
ния с AD линию, совпадающую с направлением рентгеновского 
луча. Падающий луч AG и отраженный луч FB пересекаются в 
точке О й делят сечение кристалла на два треугольника и два че
тырехугольника.

Первой важной особенностью любого из этих многоугольников, 
назовем их вспомогательными (но не сечения кристаллов в це
лом!), является то, что весь потой рентгеновского излучения попа
дает во вспомогательный многоугольник только через одну сторону 
сечения кристалла, поток отраженного рентгеновского излучения 
покидает многоугольник также только через одну сторону сече
ния: либо ту, сквозь которую рентгеновское излучение проникло 
во вспомогательный многоугольник, либо какую-нибудь другую. 
На рис. 55 в треугольник 1 рентгеновские лучи входят и выходят 
через сторону AB , в треугольник 2 лучи входят через часть AF 
стороны AD1 а покидают через сторону АВ; б четырехугольник 3 
лучи проникают через стороны сечения AD, а выходят через ВС; 
и наконец, в четырехугольник 4 лучи входят через АВ, а выходят 
через ВС, Приведенные обозначения многоугольников 1—4 будут 
использованы на рис. 56 и 57. . .

Вторая особенность вспомогательных многоугольников заклю
чается в том, что в каждом из них можно выделить такую прямую 
линию, все точки которой, рассеивая, пучок параллельных рентге
новских лучей, обладают равными суммами длин путей падающе
го и отраженного лучей. Возьмем для наглядности треугольник. 1 
на рис. 55. Проведем параллельно стороне AB прямую линию до 
пересечения с лучами AG и FB, обозначим ее MN. Все падающие 
лучи, пересекающие линию MN, имеют длину пути AM, А все лучи, 
отраженные в точках, лежащих на AfiV1 имеют длину пути в кри
сталле NB. Таким образом, прямая MN — это геометрическое мес
то точек, обладающих одинаковыми суммами (AM+NB)  длин 
путей падающих и отраженных лучей. Весь треугольник ABO мож
но представить в виде набора линий, параллельных стороне АВ, 
и каждая линия будет иметь собственное значение суммарной 
длины пути рентгеновского луча в кристалле. Это облегчает вы
числение интеграла типа (6.2.2) для треугольника 1. •

Прямые постоянной длины пути рентгеновских лучей в кристал
ле необязательно должны быть параллельны одной из сторон лю
бого вспомогательного многоугольника. В треугольнике 2 (рис. 
56, а), например, луч, попавший в точку F, отразится и пройдет 
в кристалле путь FB, а луч, пришедший в точку А, пройдет по 
AG до точки U и затем, отразившись, попадет в точку W. Сум 
марная длина пути (A U + U W ) равна FB. Прямая, соединяющая 
точки F u U ,  является прямой постоянной длины пути рентгенов
ского луча в кристалле для вспомогательного треугольника 2. При 
расчете угла наклона прямой FU к стороне AD нужно провести 
через точку U вспомогательную прямую ZY, параллельную АВ.
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откудаТогда UWBY является параллелограммом и U W - YB, 
FY=AU.  В треугольнике ZAU:

Z U __________ AU________  AU
Sincp1 sin [я — ((ft +  (P2)] sin (<р, +  i f e ) '

В треугольнике FZY:
ZF' _  FY 

sin ф2 sin (<Pi +  Ч’г )*

Объединим оба уравнения:
 ̂ZF __ sin <рг 
ZU sin (J)1 ’

(6.3.7>

(6.3.8)

(6.3.9)'

В четырехугольнике S (см. рис. 55) линия KL постоянной длины 
пути луча в кристалле параллельна стороне AD сечения кристал-

Рис. 56. Определение наклона линии постоянной длины пути луча в 
кристалле (а — для Многоугольника 2, б — для многоугольника 4,

рис. 55)

ла. Определение наклона линии постоянной длины пути луча » 
кристалле для четырехугольника 4 требует дополнительного по
строения (рис. 56, б). Продолжим линию OG до тех пор, пока 
ее длина не станет равной OB (точка Т). Из точки T проведем 
линию TT', параллельную AB, до пересечения с продолжением ли
нии ВС. Из точки T' проведем прямую Т А ' , параллельную ТА. 
И наконец, из точки О проведем прямую OO', параллельную ABr 
до пересечения с А'Т'. АА'О'О и ОО'Т'Т — параллелограммы, от
куда Т О ' - T O  = OB, а АО —А'О'. Следовательно, А'Т '=АО+ОВг 
а значит, прямая соединяющая точки О и Т,  определяет наклон 
*прямой равной длины пути рентгеновских лучей в кристалле Для 
четырехугольнику 4. с

Идеи Хендершота развил Хоуэлле [95], и вспомогательные мно
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гоугольники часто называют его именем, хотя более справедливо 
их называть многоугольниками Хендершота — Хоуэллса.

Меленаер и Томпа распространили принцип Хендершота — 
Хоуэллса на кристаллы любой формы. Для этого им потребовав

Рис. 57. Разбиение сечения кристалла на вспомогательные многоугольни
ки Хендершота—Хоуэллса с помощью двух источников света

лось решить две задачи. Во-первых, предложить способ разбиения 
объема кристалла на вспомогательные полиэдры, которые, как и 
вспомогательные многоугольники в плоском варианте, обладали 
бы двумя свойствами: рентгеновские лучи входили бы в каждый 
вспомогательный полиэдр только через одну грань кристалла и 
покидали бы его тоже только через одну грань кристалла (в неко
торых случаях это будет одна и та же грань); каждый вспомога
тельный полиэдр имел бы плоскости равных длин путей рентгенов
ского луча внутри кристалла (вместо прямых в плоских много
угольниках). Во-вторых, найти способ вычисления интеграла
(6.1.1) по объему вспомогательного полиэдра Хендершота!— 
Хоуэллса. '

Способ решения первой задачи можно проиллюстрировать на 
следующем примере, начав опять с плоского варианта. Предста
вим, что сечение кристалла (рис. 57) освещается в плоскости чер
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тежа параллельными лучами света с двух сторон: со стороны па
дающих рентгеновских лучей вдоль AQ и навстречу дифрагирован
ным лучам вдоль FB. Будем считать, что освещается только одна 
сторона сечения кристалла: Если со стороны падающих лучей ос
ветить сторону сечения кристалла AB и на нее же направить свет

то при проникновении света в. 
кристалл двумя источниками 
света одновременно будет осве
щена только область /. Осветив 
первым источником света сторо
ну AD сечения кристалла, а вто
рым АВ, можно одновременно 
осветить только область 2. Ком
бинируя освещение ребер AB и 
AD первым источником света с 
освещением ребер AB и BC вто
рым источником, можно получить 
все вспомогательные многоуголь
ники Хендершота — Хоуэллса. 
Такая процедура для плоского 
варианта громоздка и без нее 
можно обойтись. Но в случае, 
трехмерных кристаллов произ
вольной огранки она полезна.- 

Проиллюстрируем применение 
этого приема на примере кри- 

Будем считать, что падающее 
рентгеновское излучение распространяется вдоль ЕХ, а отражен
ное— вдоль UF. Обозначим для краткости направление EX номе
ром I, a UF — номером 2. Грани куба, освещаемые падающими 
лучами, обозначим Iu а грани, находящиеся при этом в тени,— Si. 
Также поступим по отношению к направлению 2: грани, видные 
для наблюдателя, смотрящего навстречу отраженным лучам, обо
значим I 2 , а скрытые от него гранями I2—S 2 . Ребра, лежащие на 
пересечении двух граней I или двух граней «, обозначим теми же 
буквами: ребро U, ребро s,- ( i= l  или 2).

навстречу отраженным лучам,

Рис. 58. Разбиение кристалла кубиче
ской формы на вспомогательные по

лиэдры Хендершота—Хоуэллса

сталла в форме куба (рис. 58).

Т а б л и ц а  10

Полиэдры Хендершота-Хоуэллса, на которые разбивается объем кристалла 
кубической формы, если падающие лучи распространяются -вдоль ЕХ,
. а отраженные — вдоль DF (см. рис. 58) [91]

Грань 12

Грань /1
ABEF . BCFG . EFGH

ABEF ABQEFT BYXQFT EF * .

ADEH -AQVETSU VQXZDUSTPW . USPW EH

EFGH EFST XYCZSTFGP EFGHSP
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Каждый вспомогательный полиэдр Хендершота — Хоуэллеа 
«сть пересечение внутри кристалла двух призм. Первой, основан
ной на одной из граней Ii с образующими, параллельными направ
лению падающих лучей, и второй, имеющей в качестве основания 
одну из граней I2, а боковые грани которой располагаются вдоль 
отраженных лучей. Так как в нашем примере имеются три грани 
Ii (они пересекаются в точке E) и три грани I2 (они пересекаются 
в точке F), то должно быть девять полиэдров Хендершота — Xoy- 
эллса; один из них вырожден в прямую EF, совпадающую с реб
ром кристалла. Все полиэдры Хендершота — Хоуэллеа для дан
ного случая приведены в табл. 10 (буквами обозначены вершины 
полиэдров), здесь же указаны грани кристалла, являющиеся осно
ваниями тех призм, в результате пересечения которых образуются 
вспомогательные полиэдры Хендершота'— Хоуэллеа.

Вершины вспомогательных полиэдров Хендершота'— Хоуэлл- 
са — это вершины кристалла и точки четырех различных типов. 
Во-первых, точки X я  U, в которых лучи, входящие в кристалл 
через точки пересечения троек граней Ii и I2 (Е и F), проходят 
сквозь противоположные грани кристалла. Si и S2. Во-вторых, точ
ки T и S, в которых луч, входящий через точки E и F, пересекает 
плоскость, образуемую тенью от ребра кристалла, лежащего на 
пересечении граней / другого направления соответственно BF и 
ЕЙ. В-третьих, точки, в которых плоскости, образуемые тенью от 
ребра I, режут противоположное ребро s, такие, как Y (пересече
ние плоскости, проходящей через EX и EF, с ребром ВС), Z (пло
скость, проходящая через EX и EH, пересекает ребро CD), V 
(плоскость, включающая прямые FU и BF, пересекает ребро AD), 
W (плоскость, проходящая через FUt и FG, пересекает ребро DH). 
В-четвертых, точки, в которых пересекаются проекции ребер k  
и ребер I2 на одну и ту же плоскость, обозначаемую один раз Si, 
а другой — S2: точки P (пересечение #Z  и GWr) и Q (пересечение 
AX и BV), ‘ .

Вторая задача, которую решили Меленаер и Томпа, — это вы
числение фактора пропускания для полиэдра Хендершота — 
Хоуэллеа. Как любой плоский многоугольник можно разбить без 
пропусков его площади на конечное число треугольников, так же 
и любой выпуклый полиэдр можно разделить на конечное число 
тетраэдров, причем их суммарный объем будет равняться объему 
полиэдра. Все вспомогательный полиэдры Хендершота — Хоуэллеа 
разбиваются на тетраэдры. Эта операция необходима потому, что 
для каждого тетраэдра можно аналитически определить фактор 
пропускания (отсюда название метода'— аналитический). Сумма 
факторов пропускания отдельных тетраэдров равна фактору про
пускания всего кристалла. .

Тай как каждый тетраэдр является частью вспомогательного 
полиэдра Хендершота'— Хоуэллеа, все тетраэдры можно предста
вить в виде пакетов плоских слоев с постоянной длиной пути рент
геновского луча внутри кристалла для всех точек каждого слоя, 
причем при вычислении интеграла типа (6.1.1) для тетраэдра не
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имеет значения, как ориентированы эти слои относительно его ре* 
бер. Так представить тетраэдры необходимо для того, чтобы пе
ренести на любой из них свойство полиэдров Хендершота — Xoy- 
эллса, согласно которому на протяжении всего объема такого по
лиэдра общая длина пути рентгеновского луча Ri= (Ri+ R 2) i внут
ри кристалла для каждого элементарного объема dvi есть линей
ная функция координат объема dvi. Вследствие этого ,

' рR i= g = p x + q y + r z + s ,  (6.3.10)
где- х, у, z — координаты элементарного Объема dvi в некоторой 
ортогональной или косоугольной системе координат; р, q, г, s — 
коэффициенты плоскости. .

Выберем одну из вершин тетраэдра за начало координат, а 
три ребра, проходящие через эту вершину, за оси координат X, 
Y, Z. Тогда тетраэдр будет ограничен тремя координатными пло
скостями, а четвертая грань тетраэдра описываться уравнением

' —  =  1, (6.3.11)U V W
если остальные три вершины тетраэдра имеют координаты (и, О,
0), (О, V,  0) и (0, 0, до). Будем также считать, что

dv =  dxdydz.  (6.3.12)
Объединяя уравнения (6.3.10)—(6.3.12) с (6.1.1), получаем для 
тетраэдра:

v(\—x/u) w(\—x/u—y/v) .
J  f ехр(—rz)dzx.

. V t  о о о

X exp (— qy) dy exp (— px) dx, 4 (6.3.13)
где Vt — объем; Ат — фактор пропускания тетраэдра. -

Результат интегрирования выражается через и, v до, р, q, г, 
s и после преобразований, здесь опущенных, получается выра
жение: .

At =  6Vr7- exp (— gf) {[Л (а) — А (а +  b)]/b (Ь+ с) —
. — [h(a +  b)—h(a +  b+c)]/c(b +  c)}, . (6.3.14)

где А (а) =  [1—ехр(—а)] о, a = g 2—gi; b = g 3—g2; c= g i—g3-, g i= s i  
gi=pu+s; g3=gv+s\  g t=rw +s ,  т. е. gi — это pRi для вершин 
тетраэдра, причем вершины перенумерованы так: g i < g 2< g s < g 4> 
что необходимо для вычисления At п о  (6.3.14) в тех случаях, ког
да отдельные gi равны между собой. Коэффициент 6 в (6.3.14) 
появляется потому," что «в (6.3.12) элементарный объем dv взят в 
виде параллелепипеда, объем которого в шесть раз превосходит 
объем элементарного тетраэдра. .

Таким образом, для вычисления фактора поглощения одного 
отражения необходимо разделить кристалл на полиэдры Хендер
шота— Хоуэллса, затем подразделить каждый из них на тетра

> - I
VtAt =  J ехр (— pi?,) dv =  exp (— s) f
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эдры, вычислить Ат и, наконец, просуммировать полученные зна
чения.

Сопоставляя аналитический метод Меленаера'— Томпа и метод 
численного интегрирования Бьюзинга и Леви, нужно отметить, что 
аналитический метод существенно точнее.

Если в объеме кристалла выделяется 83=512 точек, то точ
ность метода Бьюзинга >— Леви составляет 0,2% при величине 
пропускания лучей кристалла 50—62%. Точность аналитического' 
метода на порядок выше — 0,02%. Ее можно достичь и методом 
численного интегрирования, если взять достаточно большое коли
чество точек, однако затраты времени могут оказаться чрезмерно
большими. <•

Так, например, для кристалла YFeOs [96] были вычислены три 
набора факторов поглощения методом численного интегрирования 
с выделением 12X12x32, 24X24X32 и 32X32X32 гауссовских 
точек и обнаружено, что результаты постепенно приближаются к 
результатам аналитического метода. Но для каждого отражения 
в третьем наборе нужно просуммировать результаты расчетов 
ехр(—\iRijK) по 32 768 точкам!

Для сильно поглощающих веществ факторы поглощения, вычис
ленные по методу Бьюзинга — Леви, приближаются к вычислен
ным аналитическим методом с ростом количества гауссовских то
чек медленно, сходимость иногда зависит от выбора осей коорди- . 
нат, а в отдельных случаях получаются ошибочные результаты.

Наряду с расчетными методами в настоящее время особенно
активно разрабатываются экспериментальные методы определения 
факторов пропускания [7], однако в этом пособии они рассматри
ваться не будут, так как требуют специального описания условий, 
эксперимента и устройства дифрактометров, что находится за 
рамками теории дифракции.



Тема  7

Явление первичной и 
вторичной экстинкций 
в кристалле

Краткое содержание темы
Экстинкция, характеризующая уменьшение интенсивности 

•рентгеновского луча в условиях дифракции за счет взаимодейст
вия первичного и дифрагированного излучений по мере их расп
ространения в кристалле, не учитывается в рамках кинематичес
кой теории. Поэтому измеренная интенсивность отражения £ Изм 
оказывается в у раз меньше, чем предсказывает кинематическая 
теория: £ Изм(Н) = £ к(Н)г/(Н) (0 < # « 1 ). Учет экстинкционного
•фактора #(Н) в большинстве случаев является обязательным. 
В данной теМе разбираются два формализма (Захариасена и 
Беккера—Коппенса), позволяющие из дифракционных данных 
вычислить фактор г/(Н) на этапе уточнения структурных пара
метров с помощью МНК. Для идеально мозаичных кристаллов 
в случае вторичной экстинкции Захариасеном было получено сле
дующее выражение для экстинкционного фактора: у = (  1 + 2х)~1/2, 
где х — зависит от рассеивающей способности единичного объема 
кристалла Q, средней длины пути лучей в кристалле T и величи
ны а', содержащей информацию о радиусе сферического блока 
■г и параметре мозаичного распределения g  вероятностного зако- 

— 2 —* 3 г 1на Гаусса: х — —  QaT, а ' = ----- ------= = = = .  В формализме. 3 > 2 % V\  + [ r /(W  т  v
Беккера—Коппенса для фактора ys в случае вторичной экстинк
ции выражение усложняется и включает в себя дополнительную 
зависимость от угла 0:

• у, =  J I +  2Х 
2 _

где X =  —-Qa0,LT; параметр a g .l  содержит информацию о ра
О ’

диусе сферического блока г и параметре мозаичного распределе
ния g  для вероятностных законов Гаусса . (G) и Лоренца (L). 
A o,l и BotL — табулированные величины. Отличия также содер
жатся и в выражениях для фактора ур в случае первичной экс- 
Финкции. Эти обстоятельства приводят к тому, что совпадение ре
зультатов в рамках рассмотренных формализмов имеет место 
лишь при небольших • величинах экстинкционного ослабления 
(ys&z0,7). При изучении электронного строения формализм Бек

кера—Коппенса представляется предпочтительным. В рамках этой 
теории проведено также и рассмотрение анизотропной экстинкции

1 - 1/2

! +  V b(Q )X j
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для кристаллов несферической формы. Количество уточняемых 
параметров при этом в общем случае увеличивается до двенад
цати.

§ 1. Общее рассмотрение

В предыдущих темах при описании дифракции рентгеновских 
лучей взаимодействие падающего и дифрагированного лучей не 
учитывалось и считалось, что-их интенсивность остается постоян
ной на всем пути прохождения в кристалле, если эффекты погло
щения пренебрежительно малы. Ясно, что эти допущения можно 
принять лишь при определенных условиях, а именно: когда раз
меры кристалла так незначительны, что уменьшением интенсив
ностей рентгеновских лучей при 
прохождении их через кристалл 
как вследствие прямого погло
щения, так и вследствие взаимо
действия падающего и дифра
гированных лучей можно пре
небречь. В случае больших кри
сталлов первичный пучок, про
ходя через кристалл, испытывает 
рбычное поглощение, характе
ризуемое линейным коэффициен
том ослабления, кроме того, 
если кристалл находится в от
ражающем положении под брэг
говским углом (углом, удовлет
воряющим уравнению Вульфа —
Брэгга) к первичному пучку, 
то отраженные от атомных плоскостей лучи попадают на ле
жащие выше атомные плоскости тоже под брэгговским углом и 
поэтому испытывают повторное отражение (рис. 59). Вторично’ 
отраженная волна ^отстает по фазе от первичной на я, так как 
при каждом отражении фаза изменяется на п/2. В результате 
этого интенсивность падающего пучка STq п о  мере прохождения 
через каждую отражающую плоскость ,уменьшается до 3V, &о2, ... 
и т. д. В связи с этим также происходит и уменьшение интенсив
ности дифрагированных лучей Srl, ST1, ... .

Таким образом, по сравнению с результатами вычислений по> 
кинематической теории для идеальных кристаллов больших 
размеров измеренные интенсивности некоторых отражений долж
ный быть меньше теоретических,- Из общих соображений ясно, 
что уменьшение интенсивности разное для разных плоскостей 
hkl, т. е. есть функция угла 0. Это явление ослабления интенсив
ностей дифрагированных пучков за счет рассмотренных выше осо
бенностей распространения рентгеновских лучей в кристаллах 
получило название экстинкции.

Р и с 59. Случай первичной экстинкции 
в идеальном кристалле. Экранирова
ние нижних слоев кристалла верхни
ми. Горизонтальные линии означают 
след отражающих плоскостей (hkl}
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Различают первичную и вторичную экстинкции. Первичная 
экстинкция связана с кристаллами, имеющими идеальное строе
ние, т. е. когда кристалл представляет собой строгое чередование 
параллельных отражающих плоскостей во всем объеме. Именно 
этот тип экстинкции и был рассмотрен выше. Вторичная экстинк
ция реализуется в идеально мозаичных кристаллах, т. е. в таких, 
которые состоят из отдельных, малых по • размеру ( ~  10“5 — 
10~4 см) идеальных блоков, разориентированных друг относитель
но друга на доли градуса. Большинство кристаллов, как минера
лов, так и выращенных искусственно, принадлежит к этому типу 
идеально мозаичных кристаллов.

Сущность явления вторичной экстинкции в .основном анало
гична первичной экстинкции и также связана с ослаблением ин

тенсивности дифрагированного 
пучка, но в отличие от последней 
зависит от вердятности встретить 
на своем пути другие блоки 
кристалла, находящиеся в той 
же ориентации, что и «первый» 
отражающий (рис. 60). Дейст
вительно, если ориентация кри
сталла такова, что,' скажем, «пер
вый» блок находится в отражаю* 
щем положении, то часть интен
сивное™ первичного пучка «9V 
переходит в интенсивность дифра
гированного'пучка Sf1 и далее по 
пути следования в кристалле она 
будет меньше, ч$м Ь о1, если же 
на пути первичного луча окажет

° ' ся «второй» блок такой же ори
ентации, что и «первый», то будет происходить дальнейшее 
уменьшение интенсивности первичного, а следовательно, и резуль
тирующей интенсивности дифрагированных пучков.

В свою очередь, если дифрагированная волна на пути встреча
ет блоки этой же ориентации, то происходит дальнейшее умень
шение интенсивностей как дифрагированного луча вследствие 
•отражения от этого блока, так и первичного, поскольку разность , 
фаз между падающим на кристалл пучком и отраженным от 
этого блока составляет зх. И вообще, чем больше вероятность на
хождения отдельных отражающих блоков в одной и той же ори
ентации по отношению к падающему лучу, тем сильнее выражен 
эффект вторичной экстинкции для данного отражения. Таким об
разом, для идеально мозаичных кристаллов, используемых 
в рентгеноструктурном анализе, строго говоря, необходимо учи
тывать эффекты как первичной, так и вторичной экстинкций. 
Последние, как ясно из их сущности, зависят от конкретного 
.кристалла, и поэтому соотношения между ними могут лежать 
в довольно широких пределах. Следовательно, достоверное срав

Рис. 60. Вторичная экстинкция в иде
ально мозаичном кристалле. Ослабле
ние интенсивностей лучей по мере 
прохождения в кристалле зависит от 
вероятности встретить блоки одной 
и той ж е ориентаций. Отдельный блок 
предполагается таким малым, что по
тери интенсивности в нем не происхо
дит. Разориёнтация отдельных бло
ков дана ие в масштабе. Горизон
тальная линия представляет собой 
■ входную поверхность кристалла
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нение экспериментальных интенсивностей с результатами кинема
тической теории, используемой в рентгеноструктурном анализе, 
возможно лишь в том случае, когда в теоретические выражения 
интегральной интенсивности введены экстинкционные поправки.

Впервые эту задачу пытался решить Дарвин еще в 1914 г. 
[97]. Однако полученные им выражения носили лишь прибли
женный характер. Более строго этот вопрос был рассмотрен 
Захариасеном в 1967 г. [98]. В дальнейшем разными исследова
телями предпринимались попытки улучшить результаты, получен
ные Захариасеном. Можно полагать, что наиболее успешно реше
ние этой задачи было выполнено Беккером и Коппенсом в 1974 г. 
[99]. В настоящее время оба формализма, как Захариасена, так 
и Беккера—Коппенса, используются при исследованиях распре
деления электронной плотности в кристаллах, поэтому в после
дующих разделах они будут подробно рассмотрены, а также 
будут проанализированы основные отличия между ними с точки 
зрения их влияния на структурные параметры.

Первичная экстинкция в идеальных кристаллах. Запишем ин
тегральную интенсивность брэгговского дифрагированного пучка 
Ek в  рамках кинематической теории в виде .

где ST0 — интенсивность падающего на кристалл луча; Vkp — 
объем кристалла; Л(р, 0) — фактор пропускания рентгеновских 
лучей;

(К — поляризационный множитель, равный 1 или cos 20, для пер
пендикулярной или параллельной компонент поляризации соот
ветственно, см. § 1 первой темы); V — объем элементарной ячей
ки кристалла (остальные обозначения такие же, "как в первой 
теме). .

Подчеркнем еще раз, что выражение (7,2.1) не учитывает вза
имодействие падающего и дифрагированного пучков между со
бой, и поэтому вычисленное значение Ek может оказаться завы
шенным по сравнению с измеренным экспериментально £ Изм1 2. 
Для правомерности сравнения теоретических и эксперименталь
ных величин в выражение (7.2.1) необходимо ввести экстинкци-

1 Величину Q, задаваемую уравнением (7.2.2), не следует путать с моду
лем вектора |Q | = Q  (см. четвертую тему).

2 Предполагается, что интегральные интенсивности Еяаы скорректированы с
учетом поправки на ТДР. , -

7  Л. А. Асланов,  ̂ Е. Н. Треушнйков J g g

§ 2. Формализм Захариасена

E к—^ qQVkpA {ц, 0), (7.2.1)



онный фактор у —у (в). Его вводят в следующем виде:
Епзы—ЕкУ' (7.2.3)

Из выражения (7.2.3) следует, что экстинкционный фактор 
находится в пределах Для дальнейшего изложения вве
дем величину a= a (e i) , определяющую сечение дифракционного 
рассеяния луча с интенсивностью Рк{ъi) в кинематическом при
ближении в данном направлении (характеризуемым ,углом ei) и 
отнесенную к единице объема кристалла Vkp и  -единице интенсив
ности падающего на кристалл пучка &~о- Итак, по определению

G(e,) FTp1Pk (е,). (7.2.4)
Величина ei характеризует узкий угловой интервал, в котором 
интенсивность Рк(е\) отлична от нуля. Максимальное значение 
Pk(E1) 1 а следовательно, и a(ei) имеет место при выполнении 
уравнения Вульфа—Брэгга. Для точного вычисления экстинк- 
ционного фактора у необходимо учесть взаимодействия, о кото
рых сказано выше. Захариасен использует систему дифференци
альных уравнений, описывающую изменение интенсивностей па
дающего (^о) и дифрагированного (Sf) лучей по мере их рас
пространения в кристалле:

#  =  — Gq?  0-+  Gof, 
Ot1

J&- off + ау0;
(7.2.5)

первое уравнение характеризует уменьшение интенсивности пер
вичного пучка, а второе — дифрагированного пучка за счет про
цессов, описанных в § 1 этой темы. .

В выражении (7.2.5) переменные t\ й t% определяют положе
ние рассеивающего элемента объема кристалла dv относительно 
направлений падающего и дифрагированного лучей (рис. 61 )К 
Этот рисунок определяет и граничные условия системы диффе
ренциальных уравнений (7.2.5):

=  SrO ПРИ tI =  °> 

«7 =  0 при =  0.
(7.2.6)

Если ввести (7.2.5)’ в рамки кинематической теории, то это позво
лит избежать наиболее очевидного недостатка последней — игно
рирования закона сохранения • интенсивности. Действительно, 
складывая оба уравнения системы (7.2.5), получаем соотношение

о __ ддУ . /7 2 7)
dij, ’ V ’ '

1 В этой главе в соответствии с оригинальными работами для обозначения 
направлений первичного и дифрагированного лучей используются обозначения 
Uo и и, а не So и s, как в других темах.
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которое можно трактовать как сохранение общей интенсивности 
рентгеновского излучения, распространяющегося в кристалле *, 
что является физически необходимым. В нулевом приближении 
можно считать

-i I r  =  0’ =  <7-2-8>
Из (7.2:8) имеем .

Sr0 «const =&~0,

Р ( ч ) = J 1S r d v ^ 0 { ч )^ p - (7,2,9)
Поскольку интегральная интенсивность 
дифрагированного пучка, регистрируе
мая счетчиком, равна

£„3M =  f  P ( 4 )d ^ ,  (7.2.10)

то с учетом (7.2.4) и (7.2.9)
Еишж&~oVKpfo(ei)dei=fPK(si)dei = Е К,

■ (7.2.11)
и, следовательно, у — 1, т. е. нулевое при
ближение (7.2.8) соответствует кинема
тической теории. .

Таким образом, в рассматриваемом подходе прямой путь опре
деления экстинкционного фактора у сводится к вычислению ин- 

'теграла jP(ei)dei (см. выражение (7.2.10)), которое в свою очё-
П Q су

редь требует вычисления \ ——  dv, т. е. решения системы
J Sti

(7.2.5). Захариасен в своей работе [98] выбирает несколько'иной 
путь. Для определения фактора у интенсивность дифрагированно
го пучка P(ei) он представляет в виде .

• P(ei)=iToFKpcr(e,)<p(<T), (7.2.12)
где ф(ст) — некоторая функция, подлежащая определению, кото
рая в общем случа1е зависит от формы (объема) кристалла. Ис
пользуя (7.2.12), можно легко выразить экстинкционный фактор 
через cr(ei) и <р(о). Действительно, так как

' Еизм —ЕкУ=  &"оУкр/в {&i) <р (o)d&i-^oVnpQyt (7.2.13)
то < -

г/=(?-1/а(е1)ф(о)й1е1. (7.2.14)
И Захариасен своей целью. ставит нахождение удобных при вы
числении (7.2.14) аппроксимирующих выражений для cr(ei) и 
ф(а). Как видно из (7.2.4) и (7.2.12), значения cr(ei) и ф(а) за
висят от формы (объема) кристалла, и, следовательно, в качест
ве аппроксимирующего выражения необходимо выбрать такое,

1 На данном этапе рассмотрения задачи предполагается, что собственное по
глощение рентгеновских лучей в кристалле равно'нулю.

растеризуют направления 
падающего и дифрагирован
ного пучков соответственно
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которое прежде всего точно описывает рассеяние в наиболее 
часто встречающихся в структурном анализе формах кристал
лов. Точное решение для ф(а) было известно лишь для беско
нечной плоскопараллельной пластины в симметричных случаях: 
Лауэ и Брэгга \  для параллелепипеда и сферы решение было по
лучено лишь в некоторых частных случаях. Захариасен, анализи
руя эти выражения, приходит к выводу, что аналитическая фор
мула для бесконечной плоскопараллельной пластины в симмет
ричном случае Брэгга

<p(d) = ..:.1 ... (7.2.15)
w  \ +  ot v '

может служить достаточно точной и удобной общей аппроксима
цией функции ф(<т) для плоскопараллельной пластины и сферы, 
В выражении (7.2.15) I — средняя длина пути лучей в кристалле

T =  J (h + t jdv ,  (7.2.16)

которая также зависит от объема исследуемого образца.
Аппроксимирующее выражение для о (ei) Захариасен находил 

тем же приемом, что и для ф(сг). Анализируя аналитическую за
висимость функции a(ei) для параллелепипеда:

Of(Sx) =  Qa sin2 Jtae1 
(Kae1)2 (7.2.17)

здесь a  = rX тt± —среднее значение толщины кристалла, изме
ряемое в плоскости падения рентгеновского луча по нормали 
к падающему пучку), он пришел к выводу, что достаточно точной 
и удобной общей аппроксимацией для a(ei) может служить вы
ражение

O(Bi) = (4/3) Qa (7.2.18)

Подставим (7.2.15) и (7.2.18) в (7.2.14), получим 
выражение для экстинкционного фактора у :

+ со
у =  12a J _______Cfe1_______

, 9 +  12QaT +  \6п2а2е1 *

следующее

(7.2.19)

Интеграл в (7.2.19) может быть вычислен с помощью табличного 
интеграла [100, с. 74]: .

_______Cte1_______
9 +  12Qa? +  16n2a2ef

(7.2.20)

1 Геометрию рассеяния в этих случаях можно подробно посмотреть в кни
ге [4, с. 209]. . , г г
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Обозначив

х — —  Qat, (7.2.21)
О

получим для у простую форму записи:
у=*( \ + 2х)~''К (Т.2.221

Выражение для экстинкционного фактора 
У —У  (Q) в случае идеального монокристал
ла согласуется с качественными выводами, 
вытекающими из общего рассмотрения яв
ления первичной экстинкции. График зави
симости у —у(х),  приведенный на рис. 62, 
иллюстрирует нелинейное уменьшение 
экстинкционного фактора с ростом х. По
скольку параметр х прямо пропорционален 
рассеивающей способности Q~\F(hkl)  | 2, 
плоскости hkl, то отсюда следует, что наи
более сильные рефлексы | F (hkl) | 2 больше 
всего подвержены влиянию экстинкции. Рис. 62. Зависимость ( /«  
Кроме того, так как параметр х п р я м о =  ( 1 + 2* ) -1/2. иллюстрирую- 
пропорционален линейному размеру o6pa3-^a*H0° ^ â “ e3*HJ ^ ra^*

л иления первичной экстинкциив случае кристаллической vда
[ * ~ а = Ч -

сферы радиуса г величина 1± го в идеальном кристал
ле большего размера эффект экстинкции проявляется сильнее.

Экстинкционные эффекты в идеально мозаичных кристаллах. 
Как отмечено выше, влияние вторичной экстинкции на интенсив
ность дифрагированного пучка зависит от вероятности распреде
ления' блоков мозаики кристалла по углам (относительно некото
рого выбранного направления). Следовательно, чтобы математиг 
чески описать это явление, необходимо ввести вероятностный 
закон распределения блоков мозаики в кристалле.

В начальном приближении можно полагать, что кристалл сос* 
стоит из отдельных независимых блоков одинаковой формы и 
размера, распределенных в пространстве относительно некоторо
го усредненного направления по изотропному закону Гаусса

И7(tI) =  V^gexp (— 2л£2т]2), (7.2.23)

здесь т] — угловое отклонение блоков от выбранного усредненно
го направления; g  — параметр нормального распределения, об
ратно пропорциональный дисперсии ст (не путать с o(ei) — се
чением дифракционного рассеяния) случайной величины ц

£ = 2f/rna
(7.2.24)
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В идеально мозаичном кристалле сечение дифракционного 
рассеяния (обозначим его через cx(ei)) будет зависеть от закона 
распределения IF(T1). Оно определяется сверткой двух функций 
IF(T1)H a (E 1): • •

g(ei) = /lF(T1)a(Ei4-'n)rfT1. (7.2.25)
Смысл выражения (7.2.25) заключается в следующем. В случае 
идеального кристалла угол разориентации отдельных блоков ра
вен нулю (T1 =  O), функция плотности вероятности принимает 
максимальное значение, и, следовательно, a (e i)= a(e i). Чем боль
ше разориентация отдельных блоков мозаики, тем больше полу
ширина нормального распределения T1I^=O,332 g~* l и тем меньше 
вторичная экстинкция воздействует на отражение. Для описания 
процессов взаимодействия первичного и дифрагированного пучков 
в идеально мозаичном кристалле моДсно воспользоваться систе
мой дифференциальных уравнений (7.2.5), заменив a(ei) на a(ei) 
и tu h  на 7*I, T2 — длины путей в рассматриваемом кристалле'. 
Тогда система уравнений (7.2.5) придает вид:

о

дТг O if о +  O if ,

м
дТг Oif +  Oof0,

при T1 =  0,

(7.2.26)

- of — 0 при T2 = 0. • ;
Так как формально процессы решения уравнений (7.2.26) и

(7.2.5) полностью аналогичны, то все рассуждения относительно 
вывода функции <р переносятся на идеально мозаичный кристалл 
е соответствующей заменой a(ei) на a(eij и J на T — среднюю 
длину пути лучей в кристалле. Таким образом, для рассмат.рива- ' 
емого случая можно записать

Ф(а) (7.2.27)1 +  аГ
Отсюда видно, что зависимость функции <р(о) от мозаичности 
кристалла вытекает из зависимости P(Ei) от IF(T1). Для получе
ния выражения о(еi) удобно использовать разложения в ряд

[ЮО, с. .49] H e x p ( - n a V ) :

1 Обозначения 11 и U заменены на Ti и Га для того, чтобы дополнительно 
подчеркнуть разницу между идеальным кристаллом, рассматриваемым в начале 
параграфа, и идеально мозаичным кристаллом, в котором кроме первичной эк- 
стинкции имеет место также и вторичная. Поэтому в идеально мозаичном кри
сталле величина I имеет значение усредненной длины пути внутри одного блока * 
мозаики, а связанный с ней параметр г ( / = ( 3 / 2 ) г  означает радиус сферического 
блока (подробнее см. дальше).
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sin2 Jtae1 
(Jtae1)2

=  I 23Jl 2 9 t  25Jl2 2 4 4----- яа2е? -------- я2a4e* ■
4! 1 6! 1

exp (— na2ef) =  1 — na?sf +  я 2а4е] — ..

(7.2.28)

(7.2.29)

Сравнивая (7.2.28) и (7.2.29), запишем приближенное равенство:

sijl2jIaei % exp (— я а 2е2)-. (7.2.30)
(Jtae1)2 ' .

Тогда для a(ei), используя (7.2.25), можно получить [100, с. 321] 
выражение:

_ +°° г 
в  (B1) =  Y 2  gQa J  exp [— 2я£2г|2 я а2 (ех +  r|)2] dr\ =

(7'2' 31)
Введем обозначение

a' =  (7.2.32)
Ka* + 2g* .

\

тогда (7.2.31) перепишется в виде . -

a (B1) =  Qa' ехр [— я а '2е2] =  Qa,  sin' яа B1 (7.2.33)(яа'бх)* *
Для дальнейших целей Захариасен в своей оригинальной ра

боте использует выражение для a ' в форме

а '  = (7.2.34)

v  ,+ (1 г )
полученное из (7.2.32) путем замены Y ^ g  близким ему значени
ем (3/2)g. Таким образом, учитывая аппроксимацию S1” 3̂a •
выражением (7.2.28), для экстинкционного фактора у в случае 
идеально мозаичного кристалла получаем выражение, подобное
(7.2.22), с формальной заменой а и I на а ' и Т:

У =  (1 +  2х) 2 ,

J = ^ - Q a T .
(7.2.35)

При выводе (7.2.35) предполагалось, что усредненная длина 
пути лучей внутри одного блока мозаики I много меньше длины 
пути T во. всем идеально мозаичном кристалле. Если же учесть 
также и экстинкционное ослабление дифрагированного пучка
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внутри одного домена, то второе равенство (7.2.35) можно запи
сать в виде .

х — (7.2.36)

Очевидно, что первое слагаемое 
первичной экстинкции, а член

(2/3) Qa? соответствует 
(2/3) Qa

S3 № T — t
вкладу 
— вто

ричной. • .
Эффекты поляризации и учет поглощения рентгеновских лучей 

в идеально мозаичных кристаллах. Если на кристалл падает по
ляризованное излучение, то в выражении для экстинкционного 
фактора у нужно учесть две его компоненты — параллельную 
(t/j,) и перпендикулярную (у±). Обозначим через Qo — перпенди
кулярную (максимальную) компоненту (/(=1) общего фактора 
Q (см. (7.2.2)), тогда .

Q-Qo  cos220, „ (7.2.37)
соответственно

X=-^-Q q cos2 20aT =  х0 cos2 20. (7.2.38)

Следовательно, выражения для компонент экстинкционного фак
тора при K2=I  и cos220 будут следующими: .

. у±= (  1 + 2х0) - 1'2, ■
у„ -  (1 +  2*о cos2 20) - 1/2 =  ( 1 +  2K2Xo) -»/2. (7.2.39)

Компоненты интегральной интенсивности имеют вид:

Е±—SF о KkpQô x*

E w—F о KkpQo (cos2 20) г/ц,
(7.2.40)

и поэтому интегральная интенсивность . Еизм неполяризованного 
излучения с учетом (7.2.40) и (7.2.3) запишется как [99]:

Еазы = &оУк& 0{ух + К 2Уъ)12 = Е*у = &'У:л£ 0 у, (7.2.41)

где множитель ( I +/C2) /2 определяет поляризационный фактор 
неполяризованного рентгеновского излучения. .

В результате для у  получаем '

Ух + l^y  Ii =  (1 +  2*0) - 1/2 +  K2 (1 +  2 /С % Г 1/2
1 +  K2 I + К*

(7.2.42)

Захариасен сделал вывод, что в области реально встречающихся
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значений JCo (лго<5) выражение (7.2.42) можно аппроксимировать 
более простым видом: -

у = [\ + 2 - ^ - х оу Ч\  • (7.2.43)

где ,
P2= (1 + Ki) /2, Pi= (1 +  К2) /2. (7.2.44)

При выводе основных соотношений для экстинкционных эф
фектов предполагалось, что собственное поглощение рентгенов
ских лучей в кристалле отсутствует. Однако, в большинстве ре
альных случаев это не так. Проследим, какие изменения произой
дут при выводе формулы для экстинкционного фактора г/ (0).

При прохождении через поглощающий кристалл будут испы
тывать поглощение как падающий, так и дифрагированный пучки, 
при этом их интенсивности Std  и Sf' будут подчиняться уравнени
ям, описывающим поглощение лучей в кристалле:

Sfrf=Sf овхр[—p,(7’i +  T2)], 

Sff=Sftx  р [—р (Ti + T2)],
(7.2.45)

где р — коэффициент поглощения вещества; Sfo ъ Sf — решения 
системы уравнений (7.2.26). Произведя дифференцирование и 
учитывая (7.2.26), можно перейти к следующей системе диффе
ренциальных уравнений для Std и Sf’\

- ^  =  - ( р + а ) ^  +  ^ 7 '
BT1

(7.2.46)

f T == — (М* +  ff) 3 '  +  ffcX о. sО! 2 - e
Далее выражение для экстинкционного фактора «/(0) формально 
выводится так же, как для непоглощающего идеально мозаичного 
кристалла, но с учетом того, что поглощение будет оказывать 
воздействие на сечение рассеяния or(ei). Это выражается в его 
умножении на Л*(р) = 1/А (р), функция <р также зависит от 
р:<р=ф(<т, р). Тогда с учетом поглощения можно записать:

у»=А*(p)Q-I/<P(о, p)a(ei)dei. (7.2.47)
Выражение (7.2.47) преобразуется к привычному виду:

у11 = (1+ 2 'хГ 1/\ -
' s (7.2.48)

X = -JQcdTv.,

в том случае, если усредненная длина пути лучей в кристалле 
f„ равна . .

Tv,=А * (р) /  (Ti +  T2) ехр [ - р  (Ti +  T2) ] dv. (7.2.49)



Здесь следует указать, что значение Гц зависит от формы (объ
ема) кристалла, поэтому задача вычисления Т» существенно об
легчается для образца «правильной» формы. Если предположить, 
что отдельные мозаичные блоки кристалла можно аппроксимиро
вать одинаковыми сферами радиуса г, то Fx =  F= (3/2)г и второе 
равенство (7.2.48) перепишется в виде

i - Q f l v / l  +  ( - £ ) * •  (7.2.50)

Введем обобщенный параметр экстинкции:

(7.2.51)

его можно рассматривать как уточняемый параметр в MHK и 
тем самым-определить его значение. Для этой цели необходимо 
ввести параметр г* в модули вычисленных структурных амплитуд

IF7Bbiq(H) I*= |ЕВЫ̂ (Н) \ух,2=
=  IF7Bh4(H) I [1 +  2С(0)|Евыч(Н); |»г*]->/*, (7:2.52)

где IF7 выч (H)I — модули структурных амплитуд в приближении 
кинематической теории; - |F ВЫЧ (H)I*  — модули структурных ам
плитуд, исправленные на фактор вторичной- экстинкции;

C (6) = я8 = _
sin 20 **■'

(7.2.53)

Частные производные, необходимые для составления системы 
нормальных уравнений МНК, имеют вид:

d IF выч (H) 1*
дг* ■ - у  I F7bu,  (H) 13C (0)[1 +  2C (6) I Fum (H) I2 г*]

(7.2.54)

3|FWH)|« П + C (O ) IFbu, (H )I8г *  f l |  F  ВЫЧ (H)I п  2  5 5 ,

dpt [ 1 + 2 С  (0 )| FBU4 (H) I8 г*] 5/4 dpi К ' ' }

(Pi — структурные параметры).
Описанная выше схема получения фактора у через обобщен

ный параметр г* используется в ряде вычислительных программ, 
в частности в отечественном комплексе программ «Кристалл» 
[101]. Отметим, что в общем случае обобщенный параметр не 
имеет четкого физического смысла, так как он содержит инфор
мацию сразу о двух характеристиках мозаичности образца г и 
g. Однако в двух предельных случаях: гЯ-1> £  (кристалла перво
го типа) и гЯ-1<<£ (кристалла второго типа) — можно получить
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информацию о размере блоков и их разупорядоченности. Дейст
вительно, для кристалла первого типа г* и  параметр г* несет 
информацию о разупорядоченности блоков; для кристалла второ
го типа г*«г и, следовательно, параметр дает сведения относи
тельно размеров отдельных доменов.

§ 3. Первичная и вторичная экстинкции 
в формализме Беккера—Коппенса

Приближенный характер вывода ряда формул Захариасеном 
в его рассмотрении первичной и вторичной экстинкций, пренеб
режение расходимостью падающего и отраженного лучей в не
которых случаях привели к неудовлетворительным результатам. 
Успешная попытка более Cfpororo решения этой задачи, как уже 
указывалось, была сделана Беккером и Коппенсом в работе [99]. 
Рассмотрим уравнения, лежащие в основе этой теории.

Первичная экстинкция в идеальных кристаллах. В качестве 
основной системы уравнений в формализме Беккера—Коппенса 
берется система дифференциаль
ных уравнений, связывающая 
интенсивности падающего и ди
фрагированных лучей по мере 
их прохождения в кристалле:

dpfo
дх, =  — а  (а70 — & ) ,

- J ^ = = - o ( d x - < 3 g ,  (7.з.1)дх2
дУо _  д& ,
дхг дх2 ’

(Ml) Я (Ml) = о.
Обозначения, принятые в уравне
ниях (7.3.1), указаны на рис. 63 
(при этом ^=A f10Af=Xi—Xi0; t2=

Ml(XhXi)

= Af 2°Af= X2—X20, U =M M 21=

Рис. 63. Сечение кристалла в плоско
сти падающего (и0°) и дифрагирован
ного (и®) пучков. U00 и и® определя
ют векторы, соответствующие точным 
значениям брэгговских углов дифрак
ции. В скобках указаны координаты 

соответствующих точек=X21—х2). Написанная система 
уравнений (7.3.1) отличается от 
приведенной в работе Захариасена тем, что в последней перемен
ные t\ и t2 рассматриваются как независимые, в то время 'как 
в (7.3.1) Xi0 и Xi1 есть функция х% а X20 и X21 — есть функция Xb 
и, следовательно, в общем случае кристалла произвольной формы 
переменные t\ и t2 неэквивалентны переменным Xi и х2. Для на
хождения значений интенсивностей падающего и дифрагирован
ного лучей в точке Af(x1( х2) необходимо решить систему диффе
ренциальных уравнений (7.3.1). YHHTHBian, что интенсивность
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рентгеновских пучков убывает по мере прохождения в кристалле 
по экспоненциальному закону, можно записать: .

Sf (хь х2) == а (хь х2) ехр (—<тх2) ,
&о(хи х2)= Ь(хи  х2)exp(-I(TXi), (7.3.2)

а(хь X20) =0, b (Xi01 х2) =&"о.
Форма записи (7.3.2) позволяет определить амплитуды a(xi, х2) 
и Ь(х\, х2) дифрагированного и падающего лучей. Действительно, 
подставляя (7.3.2) в (7.3.1), имеем:

exp (— (Tx2) — (X1, х2) = —о>7 (X1, х2) +  <sifa(xv X2),ох%

дЬ—— exp (— (TX1) — (TaX0 (X1, X2) =  — (TaX0 (X1, X2) +  OaX (X1, X2),OXji

(7.3.3)

Таким образом,

a (X1, х2) =  о Г «Х0 (X1, ы2) exp (cru2) du2,

(7.3.4)

6 (X1, х2) =  (Г J  i f  (uv  u2) exp (Ou1) duv  .

Подставим (7.3.4) в (7.3.2) и учтем граничные условия, тогда для 
интенсивностей падающего и дифрагированного пучков в точке 
М (х\, х2) получим выражения: •

. *2
аХ (X1, х2) =  (Техр (— Ox2) j i f 0 (X1, u2) ёхр (ou2) du2,

(7.3.5)
Лd70 (jcI' *a) =  exp (— OX1) +  oexp (-O x 1) J  ёХ (U1, x2) exp(Ou1) duv

Итак, интенсивность падающего пучка Sf0 в точке M (хь х2) 
можно выразить через интенсивность Sf^ в «предшествующей» 
точке N (ui, и2) , т. е. написать уравнение изменения интенсивнос
ти луча по мере его прохождения в кристалле:

dXо (X1, X2) =  exp (— OX1) +  о® ехр [— о (X1 +  X2)] X
*i X2

X J  (Iu1 J аХ0 (U 1, U2) ехр [о (U1 + u2)];du2. 1 (7.3.6)
*° *°*1 *2

196



Выражение для интенсивности дифрагированного 
луча может быть записано в виде

P ( B 1)  = f f  J (M l) dZ,
(S)

кристаллом

(7.3.7)

где dZ — элемент поверхности кристалла, расположенный пер
пендикулярно вектору Uo. Так как & (х\, Х21) в точке М21 опреде
ляется согласно (7.3.5), то для P(ei) имеем

X1
2

х2) exp (— (St'i) dx2. (7.3.8)

Перейдем к интегрированию по объему:
P ( B 1)  =  J CfJ0 (XltX2) êxp(— at'i) do. (7.3.9)

Поскольку функция <р(сг) определяется соотношением (7.2.12), то 
с учетом (7.3.9) запишем:

ф (а) =  1 Vkp1 J* J 0 (xv  х2) ехр (— ай) dv. (7.3.10)

Строгое вычисление ф(а),. необходимое для определения экстинк- 
ционного фактора t/(0) (7.2.14), требует интегрирования выра
жения (7.3.10) путем подстановки &о(х\, Xi) из (7.3.6). Не приво
дя громоздких выкладок, напишем конечное выражение для 
Ф(о) [99]:

. Ф (о) =  VTp1 f ехр [ -  о (̂ 1 +  t ’i)] J0 [2ia V Щ  dv, (7.3.11)
/  v KP '

где J0 [2tcr VTJ'^ — функция Бесселя нулевого порядка.
Как отмечалось выше, значение ф(а) зависит от формы крис

талла, по объему которого происходит интегрирование в (7.3.11), 
и в общем случае объема произвольно^ формы необходимо обра
титься к численному интегрированию. Выражение для ф(а) суще
ственно упрощается для бесконечной плоскопараллельной плас
тины в симметричных случаях Лауэ и Брэгга. Для них соответ
ственно можно записать:

Ф (о) =  [ 1 —ехр (—2а?) ] / (2а?),
?=£>0/cos 0;

(7.3.12)
ф (о ) =  1/(1 +  а?),

?=£>o/sin0.
(Здесь D0 означает толщину пластинки.) Для сечения дифрак
ционного рассеяния 6(ei) Беккером и Коппенсом получено точное
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решение:
Sin2 AE1CZ 
(яе^)2 *

а  =  (/ sin 20) Д,

(7.3.13)

где I — толщина кристалла вдоль дифракционного луча. Если 
кристалл представляет собой сферу радиуса г, то интеграл
(7.3.13) можно выразить через аналитические функции:

j  (C1) _  3 Qp (Я81Р)2 ~ (яв1^ sin (2jt8lP) + sin8 (7.3.14)
1 4 (Jxe1P)4 *

где
р =  2г (,sin 26)Д =  —  t (sin 26)Д.

О • -•
(7.3.15)

Если a(ei) записать в виде

O(S1) =  Of(O)Z(Y), of(0) = - |-Q p , V = M 1Q,

ТО
a(e i)r= a(0 )r/(v ).

Обозначим

"х =  о (0) г =  QQr =  Qar =  Qcc t, 
4 о

где
3 sin 20—  г----
2 %

(7.3.16)

(7.3.17)

(7.3.18)

(7.3.19)

тогда для фактора первичной экстинкции ур в случае сферичеС' 
кого идеального кристалла получим

-f*oo + о о

Ур =  QT1 J (Уф((У) ^e1 =  J /  (Y) Ф [-JlZ(Y)] dy- (7.3.20)

Численное интегрирование (7.3.20), проведенное Беккером и Коп- 
пенсом, показало, что достаточно простой аналитической аппрок
симацией ур может служить выражение:

Ур =  1 +  2х А (8) X9 
I +B(Q)X

1 — 1/2 (7.3.21)

где Л(0) и B(Q) возможно также аппроксимировать выражения
ми вида:

/1(0) =0,20+0,45 cos 20,

Б (0) = 0,22—0,12 (0,5—cos 20)2.
(7.3.22)

• Таким образом, экстинкционный фактор ур включает в себя 
дополнительную зависимость от угла 0 по сравнению с выраже
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нием (7.2.22), выведенным Заха 
риасеном. Для наглядного пред
ставления зависимости у от 0 и 
х  на рис. 64 приведен график 
1/г/р= /(0 , х). Как видно из ри
сунка, значения экстинкционного 
•фактора ур совпадают при раз
ных sin0 только при малых ве
личинах параметра x(.v<0,5),при 
•больших же значениях х разли
чия в ур становятся существен
ными.

Экстинкционный фактор у в 
идеально мозаичных кристаллах.
Использованный Захариасеном 
вероятностный закон Гаусса 
И7(т)) (7.2.23) распределения
блоков мозаики идеально моза
ичного кристалла, вообще гово
ря, не является единственным^ в связи с этим Беккер и Коппенс 
в своей работе [99] рассматривают также и распределение бло
ков по закону Лоренца ,

Рис. 64. Зависимость IIyp от па
раметра х для различных-sin Э: 1 — 
0,05; 2 —  0,50; 3 — 0,70; 4 — 0,95 
в случае сферического идеального 

кристалла

HMn) = 2 g /( l+ 4 n V 2). (7.3.23)

Тогда согласно (7.2.25) для усредненного дифракционного сече
ния рассеяния o(ei) в двух упомянутых случаях имеем:

cp(ei) =/U^o(il)a(ei+'n)dTi, 

Оь(г i) =/PMr)):0(ei+T])dTi.
(7.3.24)

При вычислении интегралов (7.3.24) удобно обратиться к теореме 
о свертке двух функций (см., например, [20, с. 12]):

a* (iFo&~W) =#"-1 (сох), (7.3.25)

где и ST означают обратную и прямую фурье-трансформанты 
соответственно, а знак * — свертку функций о и W.

В общем случае использование выведенного ранее выражения 
для a(ei)_ (7.3.13) не позволяет получить доступную формулу 
Cp (ei) и Ci(ei) для последующего вычисления фактора вторичной 
экстинкции уS- Ситуацию можно упростить, аппроксимируя o(ei) 
либо гауссовым, либо лоренцовым распределением:

C0 (S1) =  Qa ехр (— яа2е2),

1 +  ( - ^ -я е ^ 4 (7.3.26)

Тогда для фурье-трансформант &~оа и ^"Ct запишем'выражения
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(см. [100, с. 321 и 326])
+ 00— +°° — / ЯП2 \

©о =  ScQg — Qa J ехр (— яа2е? — (Ie1 =  Q exp -̂---=Д-j .

°° (7.3.27)

Для хо и %l соответственно получаем: 
+» .• - • -г00 / 2 \

Xo =  &WG =  IH.g J  exp (— 2ятfg* — йяПЛх) dv\ — - ^ г ) '2g2
(7.3.28)

X l
&WL = 2g f  ,exp ( - ^ r i 1T)) ^  = ехр / ----ИИ-\

s J 1 +  4я^П 2 - • F I g /

Тогда конечные выражения для <To(ei) и Ol (ei) запишутся
— . ( ЯГ|? ЯГ|? ) о 2ч
Co (S1) =  Q l exp J---- - --------—  +  ^Ke1Ti1 Urj1 =  Qqce exp (— naGei),

J  l a 2 ”8  * J

°° (7.3.29)
a

CC0 =

Y i + ( n e )
— -i-00
Cl (B1) =  Q J  exp J 3(%1 l%l

2 a 8
+

• «

t2 n e1ti1 j Cfri1 =

I CO - - , •

=  2Q J exp | — ^-Jr- +  l| COS2ne1T)1dri1 =

0

=  T qxl H i +  ( T n 8 ia t) ] '
(7.3.30)

Обозначая (см. (7.3.19), (7.3.16) и (7.3.18))

P g .l  =  -7- “ g . l . Y =  j i B1P g + .  *  =  V  Q ac+r (7.3.31)O u
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для фактора вторичной экстинкции ys можно формально написать- 
то же уравнение (7.3.20), что и для ур, и аппроксимировать его- 
выражениями вида (7.3.21). Аппроксимация, найденная Беккером*, 
и Коппенсом, имеет вид

уs — 11 +  2,12Х +
Ag (Q)X2 р  1/2 

I + B 0 (O)X I

для гауссового распределения

& =  {l +  2X

блоков мозаики и 
Al (Q)X2 | - 1 /2

1 + В £ (0)Х  J
для распределения Лоренца.
Здесь

Ac(O)= 0,58+0,48 cos 20+0,24 cos2 20, 
Ba (0) =  0,02—0,025 cos 20,

Al (0) =0,025+0,285 cos 20,
Bl (0) =  0,15—0,2(0,75—cos20)2, если cos20>O; 

B i (0) = —0,45 cos 20, если cos 20<O.

(7.3.32)-'

(7.3.33)»

(7.3.34)* .

. Графические зависимости IIys от параметра X  при разных зна
чениях sin 0 представлены на рис. 65 и 66, из которых видно, что»

Рис. 65. Зависимость 1/у, от пара
метра X при разных значениях sin 6: 
1 — 0,05; 2 — 0,50; 3 — 0,70; 4 — 

0,95 (распределение Лоренца)

Рис. 66. Зависимость ГIy, от пара
метра X при разных значениях sin 0:
1 — 0,05; 2 — 0,50) 3 — 0,70; 4 —  

0,90 (распределение Гаусса)

закон распределения блоков мозаики оказывает существенное 
влияние на значение ys при данном X и sin 0. Как и в случае ур, 
дополнительной зависимостью ys от sin 0 (при данном X) можно 
пренебречь только при малых значениях X. Характер поведения- 
экстинкционного фактора как для первичной, так и для вторич
ной экстинкций оказался похожим, что следует из общего физи
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ческого рассмотрения этого явления. Плавное уменьшение ys про
исходит при возрастании параметра X1 кроме того, ys становится 
ближе к единице при увеличении брэгговского угла 0, и, следова
тельно, эффект экстинкции оказывает доминирующее влияние на 
отражения с малыми углами дифракции.

Поскольку с возрастанием г фактор ур уменьшается (т. е. 
сильнее отклоняется от единичного значения), то, вообще говоря, 
в каждом конкретном случае априори неясно, можно ли пренеб
речь его значением по сравнению со вторичной экстинкцией. Если 
предположить, что эффект первичной экстинкции является несу
щественным; скажем, при у ^ 0,9, то для отражений с углом ди
фракции 0 » 6° имеем х«0,1. Так как х =  — Q2r2——— . то при
QwslO-2 см-1 и А,=0,7-10-8 см для радиуса сферического блока 
получаем г«0,5-10-3 см. Таким образом, при большем размере 
блока мозаики нужно учитывать эффект первичной экстинкции 
(для данного значения у). В этом случае для общего экстинкци- 
онного фактора у в идеально мозаичных кристаллах в определен
ном приближении можно записать:

y**ypys. • (7.3.35)
В настоящее время это приближение используется разными авто
рами и сравнительно недавно было подтверждено анализом нейт
ронографических данных кристаллов SrF2 и LiF [102].

Эффекты поляризации и учет поглощения рентгеновских лучей 
в идеально мозаичных кристаллах. Выражение для экстинкцион- 
ного фактора у через его составляющие уп и у± получено ранее 
(см. (7.2.42)). Перепишем это соотношение с учетом (7.3.35):. .

^JLs +  УI) р  У  И s c o s 2  2 6  

I +  cos2 20 '
(7.3.36)

При использовании монохроматора с брэгговским ,углом 0М мно 
житель поляризации P для экваториального метода съемки рас 
смотрен в первой теме и имеет вид (1.1.13):

р  _  cos2 29 +  cos2 28м .
. I +  cos2 20„ ’

следовательно, интегральная интенсивность запишется 
щим образом:

£изм -  ЕлУ -  Sr0FltpQ0 1+cos220M У-

следую-

(7.3.37)

Тогда д л я .экстинкционного фактора у можно получить выраже
ние [99]: .

У= (Ух cos2 20м + уw cos2 20)/(cos2 20M+cos220). (7.3.38) 1
1 Еще раз укажем, что в этой формуле для идеально мозаичного кристалла 

величина г означает радиус сферического блока мозаики. Для идеального кри
сталла г  — радиус всего кристалла, что естественно, так как последний можно 
рассматривать как один (большой) блок. .
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Так как
i/n =  */(*0cos22e), ух = у(хо), (7.3.39)-

то (7.3.38) удобно переписать в виде, в котором оно обычно ис
пользуется: .

. cos2 29мур (*0) у$(хо) +  COS2 29ур (*0 cos2 29) ys (*о cos2 28)
У cos2 20M + c o s 2 20 .

При учете поглощения в идеально мозаичных кристаллах рас
суждения, как и в случае формализма Захариасена, позволяют 
записать систему дифференциальных уравнений (7.3.1) в виде:

— — (о +  И) ^r0 +  о<5Г > '
U X -1 *

= ~  (о +  11) *  +  CriT0. (7.3.41),
O X 2

Интегрирование уравнений (7.3.41) производится аналогично ин
тегрированию (7.3.1). В результате Беккером и Коппенсом для 
функции q>(о, р) было получено выражение

Ф (о, р) =  SrO-1 ViTp1 J  оГ0 [Xi, х2) exp [— (р +  a) Т2‘] dv =

• ' *
= Vkp1 I  h  ^ k i V T 1Ti) exp [ -  (а +  р) (T1 +  T2)] dv, (7.3.42)<

VKP .
которое отличается от (7.3.11) наличием подынтегрального весо
вого множителя ехр[—[ х ^  +  ТУ)], зависящего от поглощения* 
в кристалле, поэтому экстинкционный фактор ys при учете погло
щения должен зависеть от ц: ...  ;

• + 0 0

Vs =  V Z p Q -1A ' (p) j  O(B1)Cfe1 J* J0Vio(B1) V T 1T t2] X

K p

X ехр [— (о +  р) (T1 -Ь T2)] dv, (7.3.43)*
^множитель Л*(р), как и в (7-2.47), появился в результате того, 
что o(ei), характеризующее распределение интенсивности в диф
рагированном пучке  ̂ при наличии* поглощения умножается в каж
дой точке ei на А*(р)). Численное интегрирование (7.3.43), про
веденное-Беккером и Коппенсом, позволило им аппроксимировать 
фактор ys аналитическим выражением

УS [ 1 +  2 Хц + V 0) 4  Y ' 12
1 + ^ ( 0 ) ^  J

(7.3.44) (

в котором, в отличие от (7.3.32) и (7.3.33), параметры A11 и Bvt, 
оказываются зависящими от р, а параметр Xvt, как и ранее, полу
чается заменой T на Г„:

X vt = X (7.3.45),

203



Т а б л и ц а  11

Значения коэффициентов Л ц (0) и Bli (0) из уравнения (7.3.44) в зависимости 
от sin0  при разных величинах pi? [99] (Распределение Гаусса)

sin 0 

ИЯ
0,05 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90

п R 1,28 1,27 1,12 1,02 0,91 0 ,78 0 ,65 0,52 0 ,35 0 ,20U ,0 —0,008 —0,008 —0,002 0,005 0,010 0,014 0,018 0,028 0,038 0,042

1 п 1,28 1,25 1,05 0,91 0,79 0 ,68 0 ,56 0 ,44 0 ,30 0 ,14
I ,U —0,010 —0,010 —0,000 0,011 0,019 0,022 0,026 0,036 0,043 0,035

О П ‘ 1,33 1,30 0 ,94 0,74 0,61 0,53 0 ,45 0,34 0 ,23 0,13
Z  ,и —0,013 —0,013 0,004 0,027 0,039 0,042 0,039 0,047 0,042 0,019

Q Л 1,48 1,43 0,94 0,69 0 ,56 0,49 0 ,42 0 ,33 0 ,24 0 ,16о ,U —0,018 —0,018 0,009 0,044 0,059 0,060 0,050 0,051 0,046 0,030

А  П 1,64 1,59 1,03 0,77 0 ,64 0 ,55 0 ,47 0 ,35 0,31 0 ,264 ,U —0,021 —0,022 0,017 0,066 0,087 0,089 0,071- 0,071 0,072 0,090

П р и м е ч а н и е . В верхних строках таблицы указаны значения Л^(0), в ниж
н и х — значения £ц(0).

В таблицах 11 и 12 приведены значения ДД0) и Bil(Q)i необхо
димые для определения ys в зависимости от sin0 при различных 
значениях |х для гауссовского и лоренцовского законов распреде
лений блоков мозаики в случае сферического кристалла ра
диуса R.

1 Т а б л и ц а  12

Значения коэффициентов Л^ДО) и (0) из уравнения (7.3.44) в зависимости 
от sin 0 при разных величинах р, R [99] (Распределение Лоренца)

sin 0

M  N 4
0,0 5 0 , 1 0 0 ,2 Q 0 ,3 0 0 ,4 0 0, 5 0 0 ,6 0 0 , 7 0 0 ,8 0 0 ,9 0

0 ,5 0,31
0 ,14

0,30
0 ,14

0 ,26
0 ,1 5

0 ,23
0.,16

0 ,18
0 ,16

0 ,12
0 ,14

0 ,05
0,09

0,00
0 ,00

—0,03
0 ,05

- 0 , 3 0
0 ,49

1,0 .
0 ,32
0 ,14

0,31
0 ,14

0 ,2 5
0 ,16

0,19
0 ,18

0,13
0 ,18

0 ,06
0 ,13

0 ,00 —0,03
0 ,05

—0,08
0 ,08

—0 ,35
0 ,50

2 ,0 0 ,37
0 ,17

0 ,35
0 ,16

0,21
0 ,18

0,13
0 ,40

0 ,00 г 0 ,00 —0,10
0 ,30

—0,20
0 ,48

—0,37
0 ,63

—0,53
0,69

3 ,0 0 ,45
0,20

0 ,44
0 ,20

0,24
0 ,25

0 ,03
0 ,09

0 ,00 —0,06
0,14

- 0 ,1 1
0,29

—0,20
0 ,49

- 0 , 3 5
0 ,57

—0,44
0 ,60

4 ,0 0,58
0 ,24

0 ,56
0 ,24

0 ,32
0 ,37

0 ,07
0,40

0,00 —0,02
—0,03

—0,04
- о , о з

—0,18
0 ,29

—0,21
0 ,29

—0,26
0,31

П р и м е ч а н и е .  В верхних строках таблицы указаны значения All (0), в ниж
них]—^значения B jli (0).
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§ 4. Сравнение формализмов Захариасена 
и Беккера—Коп пенса

Несмотря на • то что оба указанных формализма исходят из 
одних и тех же предпосылок — из дифференциальных уравнений 
переноса, связывающих изменения интенсивностей падающего и 
дифрагированного пучков по мере их прохождения в кристалле, 
они в определенных - условиях 
приводят к существенно различ
ным результатам. Это в основ
ном обусловлено тем, что Заха- 
риасен вместо точного решения 
для функций <r(ei) и <р(о), вхо
дящих в экстинкционный фактор 
у  (7.2.14), использовал прибли
женные решения. Приближенные 
значения для <r(ei) и <р(<х)'
(7.2.17) и (7.2.15) достаточно 

сильно отличаются от точных 
выражений (7.3.13) и (7.3.11), 
полученных Беккером и Коппен- 
сом, и, что особенно важно, даже 
для кристаллов простых форм, 
в частности для образцов сфери
ческой формы (ср. для <t ( s i )
(7.2.17) и (7.3.14)). Графическая 
иллюстрация различий функций 
<р(сг) в двух рассматриваемых 
формализмах показана на рис. 67,
Из которого видно, что совпаде
ние приближения Захариасена с результатами Беккера и Коппен- 
са имеет место лишь при малых значениях or (<rr<:0,5). Кроме 
того, выражение (7.3.11) феккера и Коппенса содержит «допол
нительную» зависимость от угла 0, что обусловливает различие 
результатов в практически важном участке спектра малых значе
ний 0. Вследствие этого разные формализмы приводят к разным 
конечным выражениям для первичной и вторичной экстинкций. 
Главной отличительной особенностью выражения (7.2.22) по срав
нению с (7.3.21) является «дополнительная» зависимость от угла

А( 9 )* а

Рис. 67. График зависимости I /ср (or) 
для кристаллической сферы радиуса 
г  как функции or при различных зна
чениях sin 0: 1 — 0,05; 2 — 0,50; 3 —  

0,70; 4 — 0>5

отражения, которая проявляется в третьем слагаемом ,
в экстинкционном факторе у, полученном Беккером и Коппенсом, 
а. также в сомножителе sin 0 в выражении для х, отсутствующем 
у Захариасена.

Таким образом, в работе [99] одному и тому же значению 
соответствуют различные у, определенные при разных 0 (см. 
рис. 64). Этот рисунок наглядно демонстрирует различие двух 
формализмов. Близость их поведения существует лишь для малых 
значений х(х^0,4), при дальнейшем же увеличении этого пара-
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Значения тепловых (U) и экстинкционных (g  и г )  параметров' кристалла SrF2, 
уточненных при трех длинах волн* в формализмах Захариасена 
(верхняя строка) и Беккера — Коппенса (нижняя строка) [102]

Т а б л и ц а  13

Кристалл первого типа Кристалл смешан
ного, типа

Xi I- X3 . X3

Usi (А 2)
0,00761(43)
0,00803(28)

0,00684(28)
0,00742(16)

0,00547(50)
0,00763(28) 0,00689(13)

Uf 0,01060(48)
0,01075(30)

0,01009(34)
0,01069(19)

0,00939(59)
0,01122(31) 0,01017(15)

g .10-*  . 2 ,45(34)
1, 64(11)

2 ,27(27) 
1,75(09)

3 ,36(72)
2 ,35(18) 1,50(16)

г  (м и к р о н ) ' — 9,6(07).

Я * * 0,022
0,014

6,030
0,016

0,029
0,013 0,006

Rw 0,029  
0,019 .

0 ,035
0,020

0,033
0,016 0,008

# 2  ,
0,038
0,022

0,056
0,026

0,056
0,023 0,013

W
0,058
0,038

0,070
0,040

0,068
0,031 ► 0,017  .

* Нейтронографический экспериментальный материал был получен при трех 
длинах волн: X1 =  0,746; X2 =  0,865; X8 =  1,077 А.

** г, 331 ^ skc I — k I Л зыч I р   f 2w (I -F9kc I к I F 8ыч I)8, ) 1̂ 2 D .
~  2 |Г ЭКС| ’ * “ l  1 ’ Ri

соответствует к-фактору, основанному на уточнении по | F |3.

метра степень расхождения результатов увеличивается, особенно 
в области малых и дальних углов 0. Подставляя значение х^0 ,4  
в (7.3.21) для малых углов дифракции 0 (для определенности 
возьмем sin 0 «  0,2), получаем ур& 0,72, т. е. результаты двух фор
мализмов оказываются близкими лишь при небольших величинах 
экстинкционного ослабления.

При рассмотрении вторичной экстинкции расхождение резуль
татов, полученных в указанных случаях, обусловлено теми же
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приближениями в рассмотрении Захариасена, о которых упоми
налось выше. Отличие двух формализмов наглядно демонстриру
ют рис. 65 и 66 в случае двух вероятностных распределений Гаус
са и Лоренца. И опять результаты совпадают при небольших зна
чениях экстинкции (t/i> 0,72), при увеличении же параметра X 
(Х3*0,4) степень расхождения экстинкционных факторов увели
чивается (при определенном sin 6 ).

Рассмотренные обстоятельства обусловливают получение 
в процессе структурного исследования не только отличных друг 
от друга значений уточняемых параметров экстинкции, но и, что 
особенно важно для изучения электронного распределения, раз
личных тепловых параметров. В табл. 13 приведены значения экс
тинкционных и тепловых параметров для кристалла SrF2, полу
ченные в двух указанных формализмах *. Из таблицы видно, что 
отличие в экстинкционном параметре g  влечет за собой отличие 
в изотропных тепловых параметрах U, которое наиболее ясно 
проявляется при длинах волн K2 и Яз.
. Из сущности вывода фактора у в формализме Беккера—Коп- 
пенса ясно, что этот экстинкционный фактор более точно описы
вает процесс ослабления рентгеновских лучей по мере их про
хождения в кристалле, чем в случае формализма Захариасена, 
что косвенно подтверждается и более низкими значениями R-фак
торов, приведенных в табл. 13. Поэтому использование результа
тов Беккёра—Коппенса при изучении электронного распределе
ния предпочтительно по сравнению с результатами Захариасена.

§ 5. Анизотропное рассмотрение экстинкции 
в формализме Беккера—Коппенса для кристаллов 
несферической формы

В предыдущем параграфе был рассмотрен изотропный вариант 
экстинкции в кристаллах. Действительно, при- рассмотрении пола
галось, что идеально мозаичный сферический кристалл состоит 
из отдельных совершенных сферически-симметричных доменов, 
характеризуемых радиусом г, а их ориентация .по отношению 
к выбранному направлению описывается вероятностным изотроп
ным законом Гаусса или Лоренца. Ясно, что такая модель явля
ется лишь первым приближением реального кристалла, который 
на самом деле в общем случае имеет форму многогранника и 
состоит из анизотропных блоков мозаики. При этом распределе
ние блоков мозаики в пространстве тоже может быть анизотроп
ным. Анизотропию экстинкции довольно просто можно учесть 
в кристалле эллипсоидальной формы, если считать, что-он состо
ит из эллипсоидальных блоков, разориентированных относительно 
какого-либо выбранного направления. . 1

1 Как и в формализме Захариасена, определим, что кристалл относится к  
первому типу, если гЯ- * » # ,  и ко второму, если rA,- i 4Cg.
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В принципе такое рассмотрение возможно провести в рамках 
формализмов как Захариасена, так и Беккера—Коппенса. В пер
вом случае это было сделано, в 1970 г. Коппенсом и Гамильтоном 
[103], во втором — в 1975 г. Беккером и Коппенсом [104]. Ниже 
анизотропная экстинкция рассмотрена в рамках формализма 
Беккера—Коппенса для кристаллов эллипсоидальной, и много
гранной форм. Сначала рассмотрим кристалл, имеющий форму 
эллипсоида с блоками мозаики также эллипсоидальной формы. 
Опишем форму блока ,уравнением общего вида:

. IPtE P = I1 (7.5.1)
где трехмерный вектор P представлен в форме матрицы-столбца; 
индекс «т» означает операцию транспонирования матрицы;. 
E — симметричная матрица третьего порядка.

Расстояние от центра эллипсоида до его поверхности зависит 
от направления вектора, вдоль которого необходимо определить 
это расстояние. В качестве таких векторов удобно выбрать векто
ры, характеризующие падающий щ и дифрагированный и пучки. 
Тогда для них соответственно имеем

гq =  (UjEu0) - 1''2, г =  (UtEu) - '/2. (7.5.2>
Полный набор значений г (и) позволяет восстановить размер эл
липсоида, характеризующий блоки рассматриваемого кристалла,, 
а также его ориентацию по отношению к выбранной системе- 
координат. Естественно, что для этого, кроме направления векто
ра и, необходимо также знать и элементы матрицы E

r~2 (u) =  E11W2 +  E22U2 +  E33U2 +  2Е12ихи2 +  2 E23U2W3 +  2Е13и1и3,
, (7.5.3)

где Ui, и2, из — компоненты вектора и в выбранной системе коор
динат.

Задачу определения размеров эллипсоида блока мозаики, 
можно также решить, если квадратичную форму
<р (U1, и2, U3)=  E11U2 +  E22U2 +  E33U2 +  2Е^u1U2 +  2E23w2w3 +  2E13uxu3

(7.5.4)
преобразовать к каноническому виду

Ф (Ук Уг> Уз) =  Ку\ +  ^ 2 +  %*Уз, (7.5.5)

тогда Яь Яг, Яз оказываются непосредственно связаны с величина
ми главных полуосей эллипсоида (уи */2 и г/3 — компоненты век
тора и в новой системе координат). /

Последняя задача является задачей линейной алгебры и сво
дится к нахождению собственных значений Яь Я2, Яз матрицы Б 
посредством решения характеристического уравнения (см., напри
мер, [105]):

. 1 det (E—Я1) =Ov (7.5.6)
где I — единичная матрица.
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Таким образом, для определения размера эллипсоида блоков 
мозаики необходимо знать матричные элементы Ец, Е22, E22, E2I, 
E22 и E |з. Естественно ввести эти элементы в схему MHK и рас
сматривать их как уточняемые параметры. При вычислении фак
тора ys, ответственного за явление вторичной экстинкции, как 
уже было сказано выше, необходимо ввести в рассмотрение ани
зотропный закон углового распределения блоков мозаики. В ука
занном формализме это распределение описывается:

1) анизотропным законом Гаусса
W(eи D )= det(Z )1/228/2exp(_2^8i2DTZD) (7.5.7)

с параметром анизотропии
ar(D) =  (D*ZD)V* (7.5.8)

(D — единичный вектор, нормальный к дифракционной плоскос
ти, определяемой векторами Uo и и, а поверхность мозаичного 
разупорядочения в пространстве описывается эллипсоидом);

2) анизотропным законом Торнлея и Нельмаса [106]

W  (B1, D) =  (DtYD)- 1/2 2 1/2 ехр
/  2пг\ \

\  DtYD /
g' (D) =  (DtYD)-1/2;

3) анизотропным законом Лоренца двух видов: 

ITfal P ) -  2llyzlT  .
V 1 I +  4jt2e2DTZD ’

, ^(D) =  (DtZD)1/2;

W ( E l t D) = 2 (DtYD)-1/2
I +  4я*е2 (DtYD)'-1 ’

(7.5.9)

(7.5.10)

(7.5.11)

g' (D) =  (D1YD)- 1/2.
Теперь перейдем к вопросу о том, как меняются выведенные 
уравнения для основных функций o(ei) и ф(сг) при переходе от 
сферического кристалла к эллипсоидальному. Для ответа на этот 
вопрос необходимо рассмотреть трансформацию эллипсоида 
в сферу. Одним ,из возможных путей такой трансформации явля
ется деформация в направлении трех главных полуосей эллипсо
ида, имеющих размеры Cl, а2 и а2. Действительно, если каждую 
полуось эллипсоида деформировать в (R/ai) раз (t = l, 2, 3), то
первоначальный эллипсоид

А  + А  + А = \2 2 2 . aI . • «2 . 0I
(7.5.12)

превращается в сферу радиуса R
Р\ +  P2 +  й  =  я 2 (7.5.13)
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(/?,• — компоненты вектора вдоль осей координат а,). При этом 
координаты pi точки трансформируются в координаты gr.

Si=-Pt V= 1,2.3.), • (7.5.14)аг
и, следовательно, векторы Uo и и, характеризующие направление 
падающего и дифрагированного лучей в эллипсоидальном крис
талле, трансформируются в новые векторы и</ и и' в сферическом 
кристалле, с новым углом 20', кроме того, изменяются длины 
расстояний вдоль Uo и и. Действительно, если обозначить длины 
путей вдоль Uo щи в эллипсоиде через Т\ и T2', то после транс
формации для сферического кристалла получаем

S1= S 2 = - (7.5.15)
K1 K2

где K1 =  — ; K2 =  г 0 и  г  —  расстояния от центра эллипсоида 
R R

до его поверхности вдоль векторов Uo и и соответственно; Si и 
S2' — длины путей в сферическом кристалле вдоль векторов 
U0' и и' (рис. 68). Теперь становится ясным, Как меняется выра-

Рис. 68. а —  Направления пер
вичного и дифрагированного пуч
ков в эллипсоидальном кристалле; 
б — трансформация эллипсоида в 

сферу

жение (7.3.13) для <r(ei) при пере
ходе от сферы к эллипсоиду. Так 
как в (7.3.13)

IsinO

где / — толщина кристалла вдоль 
дифракционного пучка, то при пе
реходе, от сферы к эллипсоиду не
обходимо заменить I на Ik2 и, сле
довательно:

. сфера

=  /CgCTсфера ( ^ j )  • ( 7 * 5 . 1 6 )

Аналогично рассуждая, для функ* 
ции <ре(сг, 0) имеем

ф£ (&, 0) =  с̂фера J exp [— ОХ
сфера

X  ( « A j + . K2S 2)]

X J0 (2мг K1K2 VS 1S 2) Шефера •
(7.5.17)

Для . вычисления экстинкционного
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фактора ур в  рассматриваемом анизотропном случае подобно 
(7.3.20) правомерна запись

Ур

-f-oo -{-00

= QT1 J <% (B1) ф£ (о) ê1 = J / (Y) Ф
-----OO -------OO

-^ - /(Y )Jd v , (7.5.18)

и, таким образом, аналитическая зависимость (7.3.21) ур — 
= УP ( х р > б) сохраняется с соответствующей заменой г на г (и), 
Итак, экстинкционный параметр хр принимает вид:

, Xp — aE (0) г (u) =  Qcir (и),

• S=-I-P = -̂ -(UtEu)-1/2 (7.5.19)

Для э к с т и н к ц и о н н о г о  фактора уа в рассматриваемом случае мож
но записать (см. выражение (7.3.43)): .+»_ _ ( 

ys =  V 1̂epa Q_l J or (E1)^e1 j  exp[—<r (K1S1 + K2Sz)] x .
—oo сфера

сделаем замену
X J0 (2lCf V 1̂̂ 2 ^ 1̂ 2) с̂фера»

к  =  (K1K2) 1' 2 =  (r0r f 2R - \

И ^ Г Ч ' т Р

(7.5.20)

(7.5.21)

и выражение для ys перепишется в виде
. +°° __ _ /

ys =  F^iepaQ-1 J Ô(C1) Cle1 j  exp [—ко (pSx +  р 1Ss)] X
—00 сфера

X J0 (21к<г V S1Sz) dvсфера. (7.5.22)
Численное интегрирование (7.5.22), проведенное Беккером и 
Коппенсом, показало, что экстинкционный фактор ys может быть 
описан выражением (7.3.44) с соответствующей заменой X на

^ -у^ .ьГ сф ер а y Cp + P "1), ' (7.5.23)

которое включает в себя эффекты анизотропии как в виде члена 
■—  (р +  р - 1) (анизотропия внешней формы), так и в виде г (и)
и g(D )(g '{D )), входящих в выражение ав,ь- Последние являются 
анизотропными обобщениями параметров г и g, рассматриваемых 
как уточняемые в изотропном варианте теории Беккера и Коп- 
пенса. .
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Выражение (7.5.23) дает за* 
висимость Xs, а через него и 
экстинкционного параметра ys 
от го и г, зависящих от размеров 
рассматриваемого эллипсоидаль
ного кристалла. Результаты за
висимости IIys от Xs при разных 
значениях угла 0' и параметра 
р, характеризующего анизотро
пию внешней формы кристалла, 
полученные Беккером и Коппен- 
соМ,- приведены на рис. 69. Функ
циональные зависимости Ifys от 
Xs для всех других рассмотрен
ных выше распределений моза
ичной разупорядоченности бло
ков в кристалле оказываются 
близкими приведенному на рис. 69 
лоренцову распределению. Так 
как экстинкционные эффекты 
обычно малы для больших углов 
отражения, то из рис. 69 следует 
вывод, что зависимостью ys от р 
можно пренебречь при р<1,4, 
т. е. когда анизотропия внешней 
формы кристалла оказывается
меньше, чем 2 ^p2 =  -^- <  2 j .

Реальный кристалл, как пра
вило, является многогранным и 
плохо описывается эллипсоидом. 
В результате численных экспе
риментов, проведенных с кри
сталлом тетрацианоэтилена, име
ющего форму параллелепипеда с 
размерами 2,1X2,6X3,2 мм, Бек
кер и Кгоппенс пришли к выводу, 
что для образцов йроизвольной 
формы, чья анизотропия меньше 
двух, для определения экстинк
ционного фактора у а с достаточ

ной степенью точности (<2%) возможно воспользоваться ранее 
рассмотренным сферическим приближением, т. е. ys =  y ^ ep!l(Xs, 0), 
однако, используя в нем в качестве средней длины пути рентге
новских лучей в кристалле T значения, соответствующие реаль
ному исследуемому многогранному кристаллу. 1

Рис. 69. Зависимость I Iy, от X, для 
эллипсоидального кристалла при раз

личных значениях 0' и р. 
р=2,0; 1,7; 1,4 и 1,0 для кривых 
1, 2, 3 и 4  соответственно (распреде

ление Лоренца)

1 Под анизотропией внешней формы кристалла здесь следует понимать от
ношение максимального и минимального размеров кристалла.
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Таким образом, учет анизотропии формы блоков мозаики и их пространст
венного углового распределения в кристалле приводит как к усложнению фор
мализма, так и к увеличению числа уточняемых параметров в MHK при на
хождении экстинкционного фактора. Действительно, если кристалл относится к 
первому типу, для которого доминирует угловое мозаичное распределение бло
ков, то для получения вероятностного закона распределения в процессе MHK 
необходимо определить шесть элементов матрицы Z(Y) (см. выраже
ния (7.5.7) —(7.5.11)). Переход от компонент Zij(Yij) к эллипсоидам, характери
зующим анизотропию степени разупорядоченности блоков мозаики, может быть 
осуществлен описанным выше способом.

Для кристалла, относящегося ко второму типу, уточнению подлежат шесть, 
элементов матрицы E (см., выражение (7.5.3)), если же исследуемый кристалл 
принадлежит к промежуточному типу, то в общем случае число уточняемых 
параметров увеличивается до двенадцати.
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