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ПРЕДИСЛОВИЕ  

Развитие науки в XX веке привело к систематическому ис-
пользованию химиками математических (преимущественно ста-
тистических) методов для рационального планирования своих 
экспериментов и для анализа количественных данных, получен-
ных в результате этих экспериментов. Все исследователи-химики 
согласны с необходимостью применения статистических методов, 
но степень практического применения их в разных областях хи-
мии неодинакова. Наиболее широко такие методы используются 
аналитиками, физико-химиками и химиками-технологами. 

Основы математической статистики и теории вероятностей 
кратко излагаются студентам-химикам в общем курсе высшей 
математики. При этом не рассматриваются методологические и 
метрологические аспекты проведения научных исследований, ме-
тоды обработки экспериментальных данных и другие важные для 
химика практические приложения математических теорий. Пре-
подавателям-математикам затруднительно давать развернутые 
примеры и рекомендации ввиду слабого знания ими специфики 
химических исследований, а также потому, что курс высшей ма-
тематики предлагается студентам 1-2 курсов до изучения основ-
ных химических дисциплин. Гораздо успешнее и глубже могут 
усвоить материал студенты-старшекурсники, начинающие вы-
полнять исследования на выпускающих кафедрах (хотя бы в виде 
курсовых и дипломных работ) и непосредственно заинтересован-
ные в освоении теоретически обоснованных способов планирова-
ния своих исследований и обработки полученных данных.  

Для старшекурсников химических специальностей во мно-
гих университетах читаются узкоспециализированные курсы типа 
«Математическая обработка результатов анализа», «Методы оп-
тимизации технологических процессов», «Факторное планирова-
ние» и т. п. Но при изучении таких дисциплин, как правило, не-
достаточно освещается общая методология эксперимента, кото-
рую должны понимать и учитывать исследователи любого про-
филя. К тому же рекомендации лекторов-химиков часто носят 
слишком прикладной, рецептурный характер. В стороне остаются 
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не только теоретические обоснования, но и такие важные практи-
ческие аспекты, как выбор факторов и параметров, средства из-
мерения, границы применимости методов и алгоритмов, стати-
стическая проверка гипотез, создание и проверка математических 
моделей, оформление результатов эксперимента и др. 

Знакомство с опытом подготовки химиков в различных ву-
зах и собственный преподавательский опыт привели авторов этой 
книги к убеждению, что нельзя отделять учебный материал, свя-
занный с планированием эксперимента, от статистической обра-
ботки результатов; практические же рекомендации следует давать 
в тесной связи с соответствующими теоретическими обоснова-
ниями, без обычного разрыва во времени. Естественно, при таком 
методическом подходе приходится частично жертвовать и стро-
гостью математических выкладок, и рецептурными частностями в 
примерах. Почти тридцатилетний опыт преподавания курса 
«Планирование и обработка результатов химического экспери-
мента» в Омском госуниверситете и некоторых других вузах по-
казал целесообразность такого компромисса.  

В ОмГУ вышеупомянутый курс изучается как обязательная 
дисциплина всеми студентами-химиками дневной формы обуче-
ния в шестом семестре в объеме 80 часов общей трудоемкости, в 
том числе 24 лекционных часа. Практикум (16 часов) включает 
решение индивидуальных расчетных задач в компьютерном клас-
се, семинары и консультации. Изучение спецкурса требует пред-
варительного изучения курсов «Высшая математика» и «Анали-
тическая химия». Студент должен иметь практические навыки по 
работе с компьютером, уметь проводить округление исходных 
данных и результатов расчета в соответствии с погрешностью ис-
ходных измерений, а также использовать справочные таблицы. 
После знакомства с предлагаемым пособием начинающему ис-
следователю полезно повторно проработать материал как по 
учебникам более высокого теоретического уровня, так и по прак-
тическим руководствам, конкретизированным для интересующей 
его более узкой области науки. Так, для химиков-аналитиков не-
заменимы монографии и учебники В.В. Налимова и К. Дерффеля. 
Данная книга не может их заменить, как и другие классические 
труды, некоторые из них указаны в списке литературы 
(см. с. 178). 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»
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Первое издание настоящего пособия вышло в 1988 г., вто-
рое – в 1999 г. (Вершинин В.И. Лекции по планированию и мате-
матической обработке результатов химического эксперимента. 
Омск: ОмГУ. 149 с.). В 2001 г. это пособие получило гриф УМО 
университетов РФ и было рекомендовано для использования в 
качестве учебного пособия на химических факультетах всех уни-
верситетов России. При подготовке третьего издания учтены за-
мечания рецензентов УМО д-ра хим. наук Т.Н. Шеховцовой и 
канд. хим. наук А.В. Гармаша (МГУ), а также замечания и пред-
ложения, сделанные докторами химических наук Ю.М. Дедко-
вым, Б.М. Марьяновым, Н.М. Островским, А.Н. Смагуновой, 
М.С. Черновьянц и другими специалистами.  

В новом издании дополнительно рассмотрены: метрологи-
ческие аспекты проведения химического эксперимента, непара-
метрические критерии проверки статистических гипотез, пакет 
прикладных программ «Статистика». Существенно расширены 
разделы «Методология эксперимента», «Дисперсионный анализ» 
и некоторые другие. Более глубокий анализ математических ас-
пектов и моделей потребовал не только расширения пособия, но и 
непосредственного участия математика в этой работе, в результа-
те число авторов удвоилось.  

В виде приложения представлены выдержки из статьи ака-
демика Ю.А. Золотова с рекомендациями по оформлению резуль-
татов эксперимента (см. приложение 2). Хотя соответствующая 
журнальная статья появилась почти 30 лет тому назад, но реко-
мендации автора, уникальные по своей практической ценности и 
ясности изложения, полностью сохранили свою актуальность. 
Они будут полезны как студентам-химикам, пишущим диплом-
ные и курсовые работы, так и начинающим исследователям, гото-
вящим свои первые научные публикации.  

Как и в ряде других отечественных и зарубежных учебни-
ков, появившихся в последние годы и хорошо принятых студен-
тами, содержание этой книги излагается довольно подробно, в 
стиле, близком к разговорному. В настоящем издании снята лишь 
лекционная форма компоновки материала, использовавшаяся в 
предыдущих изданиях. 
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Важное значение имела работа научного редактора этой 
книги – директора Омского филиала Института математики 
им. С.Л. Соболева СО РАН, д-ра физ.-мат. наук, проф. В.А. Топ-
чия, которому, как и другим специалистам, ознакомившимся с 
рукописью и давшим ценные советы, авторы выражают глубокую 
благодарность. Мы надеемся, что новое учебное пособие будет 
полезно как студентам ОмГУ, так и преподавателям, аспирантам 
и студентам других вузов, а также начинающим исследователям-
химикам, независимо от их научной специализации. Будем рады 
их замечаниям и предложениям, которые можно прислать по 
электронной почте (e-mail: vershin@univer.omsk.su).  

  
Зав кафедрой аналитической химии ОмГУ,  
заслуженный работник высшей школы РФ, 

д-р хим. наук, проф. В.И. Вершинин 
 

Зав.кафедрой математического моделирования ОмГУ 
д-р физ.-мат. наук, проф. Н.В. Перцев  

 
 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»
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Глава 1 
МЕТОДОЛОГИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
1.1. Цели научных исследований  
Прежде чем начать исследование, химику стоит задуматься 

о том, какова его цель. В ходе изучения некоторого нового объ-
екта (химическая реакция, технологический процесс, методика 
анализа, способ синтеза, спектр вещества и т. п.) мы создаем его 
описание – модель. Весьма важно, хотя и не всегда удается, дове-
сти точность описания до математической модели – набора 
уравнений, по которому мы сможем прогнозировать свойства 
объекта или его поведение в разных условиях. Способы проведе-
ния научных исследований и, в частности, способы моделирова-
ния существенно зависят от того, какое исследование проводится: 
фундаментальное или прикладное.  

Цель фундаментальных естественнонаучных исследований 
– познание природы, установление ранее не известных, но объек-
тивно существующих фактов и закономерностей. Человечество 
всегда стремилось к осознанию окружающего мира, это стремле-
ние было и остается самоцелью, независимой от сиюминутных 
материальных потребностей людей. Непосредственной пользы 
обществу, как и самому исследователю, фундаментальные иссле-
дования могут и не дать, однако их результаты важны не только 
для удовлетворения здорового любопытства ученого. Это его 
вклад в постепенно накапливающиеся знания человечества об ок-
ружающем мире; те обобщенные знания, на которых основывает-
ся любая деятельность.  

Конечно, фундаментальные исследования могут попутно 
привести к полезным результатам, но это не обязательно. Иссле-
дования электричества привели к изобретению электромотора, а 
исследования гравитации ни к чему «полезному» пока что не 
привели. Нельзя заранее предвидеть, будет ли вообще польза для 
человечества (государства, института, фирмы и т. п.) от данного 
фундаментального исследования, когда и как эта польза выявит-
ся, и т. п. Исследования урана в 20-е и 30-е годы ХХ века имели 
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фундаментальный, чисто теоретический характер. Практического 
применения этот металл не имел, и исследователей, занимавших-
ся в советских научных институтах изучением химических 
свойств урана, упрекали в бесполезном расходовании народных 
средств. Тогда никто не мог предполагать, какую практическую 
важность приобретет «урановый проект» в 40-е и 50-е годы XX 
века, насколько важными для СССР окажутся ранее полученные 
данные о химических и физических свойствах урана…  

В фундаментальных исследованиях математическую мо-
дель обычно создают на основе научной гипотезы, например, о 
механизме изучаемого процесса (построение гипотез рассматри-
вается в разделе 1.2). От гипотезы к модели переходят, применяя 
известные и общепринятые законы и алгоритмы. Так, кинетиче-
ские модели химических процессов основываются на предполо-
жениях о том, какие частицы будут участвовать в лимитирующей 
стадии реакции и как именно они будут взаимодействовать. При 
построении таких моделей используются фундаментальные зако-
ны химической кинетики, например уравнение Аррениуса. Дру-
гим примером может быть моделирование равновесного состава 
реакционных смесей. Его ведут на основе гипотезы о процессах, 
которые происходят в данной смеси, а для расчета используют 
условие материального баланса и закон действующих масс. Та-
ким образом, математическая модель создается до проведения ос-
новного эксперимента, только на основании априорных знаний и 
предположений исследователя. Эти модели называют содержа-
тельными или физико-химическими. Цель последующих экспе-
риментов – подтвердить или опровергнуть правильность такой 
модели, а тем самым и правильность исходной гипотезы.  

Фундаментальными исследованиями во всем мире занята 
лишь относительно небольшая часть ученых. Большинство же 
ведут прикладные исследования, направленные на достижение 
немедленной практической пользы. В ходе этих исследований мы 
не столько изучаем природу некоторого объекта, сколько ведем 
оптимизацию, т. е. отыскиваем условия, в которых объект в мак-
симальной степени проявляет желаемые свойства, важные в прак-
тическом отношении. Это совершенно другая цель, и прикладные 
исследования ведут во многом иначе, чем фундаментальные.  

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»
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В частности, в прикладных исследованиях возможен и даже 
целесообразен совершенно иной подход к моделированию, чем в 
фундаментальных. Модель получают без привлечения теоретиче-
ских представлений о строении вещества, о механизме реакции и 
т. п., нередко вообще без выдвижения каких бы то ни было науч-
ных гипотез. Модель выводят только из экспериментальных дан-
ных, используя расчетные (статистические) методы. Не следует 
переоценивать научную значимость таких моделей (их называют 
эмпирическими, феноменологическими, а чаще – статистически-
ми), но они, безусловно, полезны. С их помощью можно прогно-
зировать свойства объекта в новых, еще не испытанных опытным 
путем условиях. Статистическая модель позволит также выйти на 
оптимальные условия проведения процесса. Например, с помо-
щью статистической модели можно прогнозировать, в каких 
именно условиях будет достигнут 100 %-й выход продукта реак-
ции. Сразу же оговоримся, что статистическое моделирование – 
не единственный способ оптимизации, хотя этот способ исполь-
зуется весьма часто.  

Четко отделить фундаментальные исследования от при-
кладных, а проверку научных гипотез от эмпирического описания 
и применения каких-либо процессов удается далеко не всегда. 
Многие исследования направлены одновременно на достижение 
обеих целей1. Однако большинство химических исследований 
связано либо с построением и изучением теоретически обосно-
ванных моделей, либо с оптимизацией каких-либо объектов (про-
цессов) на основе статистических моделей. Примеры приведены 
в табл. 1. 

 

                                                   
1 Возможен и случай, когда единственная цель исследования – получе-

ние диплома о высшем образовании или ученой степени. С настоящей нау-
кой эта цель никак не соотносится, и мы ее рассматривать не будем.  
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Таблица 1 
Исследования в разных областях химии 

в зависимости от их цели 
Характер и цель  

Область  
исследований 

Фундаментальное  
исследование, содер-
жательные модели 

Прикладное исследо-
вание, оптимизация  
с применением стати-
стических моделей 

органическая 
химия,  
физическая  
химия 

Изучение кинетики и 
равновесия некоторой 
перегруппировки, вы-
явление механизма ре-
акции 

Выбор температуры и 
растворителя для дос-
тижения максимально-
го выхода продукта 
реакции 

аналитическая 
химия 

Изучение зависимости 
времен удерживания 
веществ (в методе 
ГЖХ) от структуры 
молекул этих веществ 

Нахождение условий, 
обеспечивающих мак-
симальное значение 
коэффициента хрома-
тографического разде-
ления 

электрохимия Выявление факторов, 
влияющих на скорость 
коррозии, исследование 
механизма коррозии 

Поиск наиболее эффек-
тивных ингибиторов 
коррозии для некоторо-
го типа стали 

химическая 
технология, 
физическая  
химия 
 

Исследование активно-
сти катализаторов ри-
форминга, выяснение 
причин их неселектив-
ности 

Подбор оптимального 
режима риформинга, 
поиск катализатора, 
устойчивого к серово-
дороду 

 
Статистические (эмпирические) модели полезны и при про-

ведении фундаментальных исследований, но лишь как лаконич-
ный способ записи полученных экспериментальных данных, как 
сырой материал для теоретически обоснованных интерпретаций и 
обобщений. Оба подхода к созданию моделей – детерминирован-
ный и статистический – хорошо дополняют друг друга, исследо-
ватель выбирает тот или другой в зависимости от изученности 
объекта и целей исследования.  
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1.2. Научные гипотезы  
Одна из важнейших целей любой науки – установление ме-

ханизмов изучаемых явлений и исследование соответствующих 
причинно-следственных связей. Нелегко найти ответ на вопрос 
«Как именно это происходит?», но еще труднее объяснить, поче-
му это происходит именно так. Ответ не должен напоминать из-
вестную шутку Мольера, пародирующую пустословие ученых 
трактатов: «Почему опиум вызывает сон? Потому что обладает 
снотворным действием». Чтобы получить ответы на подобные 
вопросы по существу, исследователь вначале выдвигает научную 
гипотезу – более или менее логичное предположение, объясняю-
щее взаимосвязь наблюдаемых явлений, – а затем проверяет ее. 
Гипотеза всегда строится на основании априорной (заранее из-
вестной исследователю) информации, т. е. на основании знаний, 
полученных исследователем в научной литературе, в ходе его 
прежних наблюдений или предварительных опытов. При по-
строении гипотез часто используются аналогии с другими, лучше 
изученными объектами, переносятся какие-то представления из 
смежных областей науки. Важны и логичность мышления, и про-
фессиональная интуиция. Выдвигая научные гипотезы, молодым 
исследователям стоит учитывать несколько общих рекомендаций. 

1) Опираться следует только на достоверные и хорошо вос-
производимые факты. Сомнительные данные, неизвестно кем, как 
и когда полученные, рассматриваться вообще не должны, так же 
как и ссылки на не подтвержденные фактами мнения. 

2) К результатам экспериментов и теориям других авторов 
следует относиться критически, независимо от степени авторской 
известности. Не зря история современной химии началась с книги 
Р. Бойля, поучительно озаглавленной «Химик-скептик».  

3) Критическое отношение к литературным данным совсем 
не означает их ненужности. Наоборот, научную гипотезу можно 
выдвигать только после детального ознакомления с работами 
всех предшественников. С их взглядами можно не соглашаться, 
но знать ранее полученные факты и ранее выдвинутые гипотезы 
объективный и культурный исследователь просто обязан!  

4) Выдвигаемая гипотеза должна согласовываться со всеми 
известными свойствами исследуемой системы и не должна про-

 12

тиворечить ни одному из наблюдаемых фактов. Даже один досто-
верный факт, противоречащий гипотезе, опровергает ее. 

5) Не следует выдвигать гипотезы для объяснения единич-
ных и недостаточно изученных явлений – возможность случайных 
ошибок в этом случае очень велика. В частности, следует исклю-
чить возможность артефактов – так называют явления, которые 
только кажутся относящимися к изучаемой системе, но обусловле-
ны совершенно посторонними явлениями или техникой экспери-
мента, а также неисправностью приборов, примесями в реактивах, 
ошибками в подсчетах и т. п. История науки знает немало логич-
ных и остроумных гипотез, придуманных для объяснения артефак-
тов. Астроном мог бы, наверное, придумать не противоречащую 
известным теориям, логичную и остроумную гипотезу для объяс-
нения природы темных продолговатых пятен, быстро перемещаю-
щихся по видимой поверхности Солнца при наблюдении его в те-
лескоп. Но если это явление наблюдалось лишь однажды, стоит 
задуматься – не является ли оно артефактом? А вдруг эти, никогда 
и никем ранее не виданные движущиеся пятна являются обычными 
мухами, ползающими по объективу телескопа?  

Многие исследователи сталкивались не только с артефакта-
ми, но и с фальсификацией экспериментальных данных. Иногда 
они становились жертвами жульничества своих сотрудников, ино-
гда сами принимали или выдавали желаемое за действительное. 
В такие ловушки часто попадают даже очень опытные и субъек-
тивно честные ученые, уходя из области своей бесспорной компе-
тенции в другие науки или в такие «опасные» области, как пара-
психология, астрология, конструирование вечных двигателей, соз-
дание новой хронологии всех исторических событий и т. п. 

6) Исследователь должен удержаться от соблазна немед-
ленно объяснить любое непонятное явление действием неизвест-
ных сил глобального масштаба, проявлением новых законов при-
роды или следствием существования неизвестных элементарных 
частиц, а также деятельностью космических пришельцев или не-
чистой силы. Не торопитесь также объявлять, что в ходе данного 
исследования вами опровергнут такой-то физический закон или 
«устаревшая» химическая теория. Вначале следует сделать все 
возможное, чтобы объяснить наблюдаемые необычные явления 
«обычными» причинами, сформулировать свою гипотезу в рам-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



 13 

ках общепринятых представлений о мире. «Сумасшедшие» гипо-
тезы, противоречащие всем известным ранее теориям, – заманчи-
вы, но допустимы они лишь в том случае, если никакими извест-
ными причинами объяснить факты невозможно, а это бывает 
исключительно редко! Данное правило в истории науки известно 
под названием «бритвы Оккама» – по фамилии средневекового 
ученого, провозглашавшего «Не умножайте сущностей без необ-
ходимости», как бы отрезая фантастические объяснения явлений, 
которые могут вызываться известными причинами.  

7) Следует твердо запомнить, что внешне логичная и не 
противоречащая известным законам природы гипотеза вовсе не 
обязательно верна. На основании одних и тех же данных можно 
выдвинуть множество различных гипотез, в том числе противоре-
чащих друг другу. Так, в истории медицины выдвигалось не ме-
нее двухсот гипотез о причинах рака, десятки гипотез о механиз-
ме кариеса зубов. В химии долгое время соперничали сторонники 
«физической» и «химической» точек зрения на растворы, и для 
объяснения каждого явления, связанного с растворами, ими обя-
зательно выдвигались противоположные гипотезы. Чтобы побе-
дить в соревновании с другими точками зрения, стать научной 
теорией, гипотеза нуждается в длительной и многократной про-
верке, в ходе которой желательно применять другую технику экс-
перимента, работать с другими модельными объектами – не теми, 
что первоначально использовались. Голословное одобрение или 
неодобрение гипотезы кем бы то ни было не имеет существенного 
значения, но очень важно подтверждение полученных вами дан-
ных в независимых экспериментах (в частности – не авторами ги-
потезы и не их друзьями или помощниками). 

8) Стоит запомнить, что хорошая гипотеза не только объяс-
няет известные факты, но и позволяет прогнозировать ранее неиз-
вестные явления. Подтверждение прогнозов – очень веский аргу-
мент. Так, гипотеза о периодической зависимости свойств эле-
ментов от их атомной массы стала Периодическим законом толь-
ко после открытия Винклером, Нильсоном и Буабодраном пред-
сказанных Д.И. Менделеевым новых элементов.  

Положительные результаты проверок подтверждают гипо-
тезу, делают ее более вероятной, превращают в общепринятую 
теорию, но никакая проверка не может окончательно доказать 

 14

гипотезу и даже теорию. Ведь в будущем всегда могут обнару-
житься новые факты, не согласующиеся с гипотезой – и тогда 
придется строить новую гипотезу, объясняющую и эти факты; 
новую, более общую и точную теорию.  

При проверке научных гипотез применяют различные экс-
периментальные методы. Как писал один из крупнейших хими-
ков-аналитиков ХХ века И. Кольтгоф: «Теория указывает путь 
решения задачи, а решает эксперимент». Разумеется, проверка 
гипотез не сводится к статистической обработке эксперименталь-
ных данных, но без такой обработки при проведении химического 
эксперимента не обойтись. 

  
1.3. Предпосылки и способы проведения 

исследований  
Любое научное исследование основано на некоторых общих 

положениях мировоззренческого характера. В частности, начиная 
научное исследование, мы можем не задумываться над философ-
скими вопросами, но мы не сомневаемся, что объекты нашего бу-
дущего исследования материальны, познаваемы, не зависят от на-
ших субъективных представлений о них. Любой исследователь 
уверен также, что критерием истинности этих представлений явля-
ется практика, в частности, результаты эксперимента [1].  

На базе этих предпосылок любой ученый как-то организует 
свои действия, реализует определенный метод исследований.  
Само слово метод происходит от греческого термина, некогда 
обозначавшего охоту за зверем или преследование преступника. 
Начиная с Платона и других древнегреческих философов, слово 
метод стало использоваться для обозначения способа постиже-
ния истины. Научным методом стали называть совокупность 
приемов, благодаря которым ученый получает новые, ранее ни-
кому не известные знания. Основными приемами исследования 
для ученых Древней Греции стали наблюдения, логические рас-
суждения, а также ссылки на авторитет предшественников. Этот 
довольно неэффективный метод в эпоху Возрождения сменился 
другим («галилеевским»), основанным на активной деятельности 
самого исследователя и моделировании изучаемых объектов. Ра-
зумеется, наблюдения и логические рассуждения сохранили свою 
роль и в рамках нового метода. В химию этот метод пришел 
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позднее, начиная со времен Р. Бойля, и обеспечил быстрое и пло-
дотворное развитие этой науки. 

Начинающий исследователь-химик редко задумывается над 
выбором метода, он использует в своей деятельности тот метод, 
который сегодня общепринят в его отрасли науки, и те приемы 
работы, которые кажутся новичку единственно возможными, по-
скольку так работали его учителя и так работают его коллеги. 
Однако крупные ученые (Ньютон, Оствальд, Менделеев, Эйн-
штейн, Пуанкаре, Вернадский, Полинг и многие другие), незави-
симо от конкретной области их научных интересов, глубоко за-
думывались над вопросами методологии, находили новые приемы 
исследований. Это помогало им добиться успеха в соответствую-
щих областях.  

Методологию (дословно – учение о методе) в настоящее 
время определяют как науку о путях приращения и упорядочива-
ния знаний [2]. Конкретизируя и сужая проблему, можно сказать, 
что методология – это наука о способах и средствах рационали-
зации научной деятельности. Общая методология науки является 
по своей сути частью философии; она рассматривает проблему 
существования объективной научной истины, ее границы и кри-
терии, индуктивный (от частного к общему) и дедуктивный (от 
общего к частному) методы познания, взаимосвязь анализа и син-
теза, принципы систематизации научных знаний и т. п. Для каж-
дой области научных знаний выработана своя собственная мето-
дология. В частности, выделяют методологию химии, безусловно 
являющуюся частью химической науки. В методологии химии 
рассматриваются общехимические понятия (например, понятие 
химического элемента), а также общехимические методы иссле-
дований – сравнительный, термодинамический, кинетический и 
квантово-химический. Можно выделить еще более узкие области 
– частные методологии аналитической химии, органической хи-
мии, квантовой химии и т. п. В каждом случае речь идет прежде 
всего о целях и способах организации научных исследований в 
соответствующей области [3].  

Понятно, что научными исследованиями можно заниматься 
по-разному. В гуманитарных науках важными приемами являют-
ся: наблюдение, выборочное анкетирование, логическое сопос-
тавление высказываний, поиск материалов в архивах и библиоте-
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ках, сравнительный (в том числе математический) анализ текстов 
и документов, археологические раскопки и т. п. Естествознание 
также не отказывается от наблюдений или изысканий в архивах, 
но основным способом исследований для естественных наук в 
целом и для химии в частности является эксперимент. Так назы-
вают целенаправленное изучение некоторого процесса (явления) 
в точно известных условиях. Экспериментатор регистрирует ха-
рактеристики и результаты процесса – проводит измерения, отби-
рает пробы, фотографирует, ведет записи в своем журнале, обра-
батывает полученные данные, делает выводы и затем публикует 
результаты своих экспериментов. 

Выделяют два вида эксперимента: активный и пассивный. 
В пассивном эксперименте исследователь лишь наблюдает за хо-
дом процесса, регистрирует условия его протекания и получае-
мые результаты, но не инициирует этот процесс, не задает его ус-
ловий и не вмешивается в ход процесса. Так, можно в течение 
длительного времени пассивно измерять и записывать показатели 
качества бензина, выпускаемого на заводской установке в разные 
дни, когда состав сырья несколько различается. Затем обработать 
полученные данные и найти математическую зависимость между 
показателями состава сырья и показателями качества.  

Проводя активный эксперимент, исследователь самостоя-
тельно проводит исследуемый процесс, задает и поддерживает 
его условия. В активном эксперименте исследователь не просто 
наблюдает за ходом изучаемого процесса и измеряет какие-то ве-
личины, но и повторяет этот процесс в заранее заданных и тща-
тельно поддерживаемых условиях. Затем меняет эти условия по 
заранее продуманному плану, проводит новые серии опытов в 
новых условиях и т. д.  

Активный эксперимент в реальных условиях не всегда воз-
можен. Так, никто не станет целенаправленно подавать на много-
тоннажную заводскую установку риформинга сырье специально 
подобранного состава (сегодня одно сырье, завтра – другое и 
т. д.), чтобы определять характеристики качества получаемого 
бензина и затем строить зависимость «состав сырья – качество 
бензина». Подобные эксперименты были бы слишком дороги или 
вообще технически неосуществимы. Поэтому надо либо ограни-
читься описанным выше пассивным экспериментом, либо прово-
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дить активный эксперимент на небольшой лабораторной установ-
ке. Первый путь проще и дешевле, второй – более перспективный 
и дает гораздо больше новой информации. 

Для активных химических экспериментов характерно сле-
дующее: а) исследователь-химик в состоянии управлять тем про-
цессом, который он изучает, и может воспроизводить его в лабо-
раторных условиях; б) в ходе эксперимента измеряются некото-
рые физические величины, характеризующие условия и результа-
ты отдельных опытов; в) эксперимент в целом или отдельные 
опыты можно повторять произвольное число раз, причем резуль-
таты повторных опытов воспроизводятся (с учетом точности из-
мерений). Измерение любой величины (температуры, концентра-
ции, скорости и др.) производится с погрешностью, не превы-
шающей некоторой заранее заданной предельной величины, ко-
торая в ходе эксперимента не меняется (см. 2.3). Еще одно важное 
допущение: мы предполагаем, что проводимые измерения не 
влияют на изучаемый процесс.  

Обычно экспериментатор реализует природный или техни-
ческий процесс в лабораторных условиях, воспроизводя не все, а 
лишь некоторые факторы, которые могут повлиять на процесс в 
реальных условиях. При этом он старается воспроизвести наибо-
лее важные (с его точки зрения) характеристики процесса. Тем не 
менее отличия лабораторного эксперимента от природных и тех-
нических процессов весьма существенны: 

Ø лабораторный эксперимент обычно воспроизводит изу-
чаемый процесс в другом масштабе. Например, химик проводит 
некоторую реакцию в пробирке или в небольшой лабораторной 
установке, а в реальных условиях эта реакция идет (или должна 
будет идти) в огромном реакторе с участием сотен тонн реагента;  

Ø лабораторный эксперимент нередко воспроизводит изу-
чаемый процесс заведомо иным способом, на сходных, но не на 
тех же самых объектах. Так, методику анализа сточных вод вна-
чале отрабатывают на более простом объекте – на модельной 
многокомпонентной смеси растворенных солей. А опасные забо-
левания людей моделируют и исследуют на морских свинках, со-
баках, обезьянах и других животных;  

Ø лабораторный эксперимент иногда по техническим или 
экономическим соображениям проводят в других (легче реали-
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зуемых) температурных или концентрационных условиях, огра-
ничивают продолжительность эксперимента, пренебрегают влия-
нием некоторых факторов. Чем больше таких вынужденных от-
личий допускает экспериментатор, тем меньше практическая 
ценность получаемых им результатов.  

Далее мы будем рассматривать проведение активных экс-
периментов именно в лабораторных условиях, так как лаборатор-
ный эксперимент традиционно является основным способом ис-
следований в области химии и даже в области химической техно-
логии. В этом отношении химия находится в более выгодном от-
ношении, чем астрономия, вулканология или политология. В этих 
науках активные лабораторные эксперименты пока что невоз-
можны. 

 
1.4. Объект исследования как «черный ящик». 

Факторы и параметры 
Для изучения и статистического моделирования любого 

объекта удобно воспользоваться кибернетическим представлени-
ем его как «черного ящика». При этом сознательно не рассматри-
вают процессы, протекающие внутри объекта, отмечают лишь 
исходные условия и результаты опытов. Этот подход и соответст-
вующие ему способы планирования активного эксперимента осо-
бенно важны при недостаточно изученном механизме процессов, 
связанных с данным объектом. Образно говоря, при неизвестном 
содержании «черного ящика». 

 

 

? 

Х1 

Х2 

Y1 

Y2 

Y3 

Yq 

Х3 

 Хk 

 
Рис. 1. Объект исследования как «черный ящик» 
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Буквами Х1, Х2, ..., Хk на рис. 1 обозначены те величины, ко-
торые мы в ходе эксперимента задаем и контролируем. Независи-
мые величины, влияющие на поведение исследуемого объекта, на-
зываются факторами. Примерами факторов являются начальные 
концентрации реагентов и температура реакционной смеси. В ка-
ждом исследовании число таких факторов ограничено, мы обо-
значим это число через k. 

Зависимые от факторов свойства объекта, которые мы из-
меряем и/или оптимизируем в ходе эксперимента, называются 
параметрами (или, точнее, параметрами оптимизации). На рис. 1 
и далее параметры обозначаются как Y1 , Y2, ...,Yq. Параметры ха-
рактеризуют результат эксперимента и непосредственно связаны 
с целью исследования (глава 2). В каждом исследовании число 
параметров ограничено, обозначим его через q. 

Термин «параметр» в науке используется очень широко, он 
имеет много разных смысловых значений. Так, математики гово-
рят о выборочных параметрах или о параметрах распределения и 
т. п., вовсе не имея в виду непосредственно измеряемые в ходе 
эксперимента физические величины. В то же время технологи-
практики иногда называют параметрами любые количественные 
характеристики изучаемого процесса, результаты любых измере-
ний, т. е. и «иксы», и «игреки». Однако в теории планирования 
эксперимента разделение измеряемых характеристик на факторы 
и собственно параметры проводится весьма четко, терминологи-
ческая путаница здесь недопустима.  

Резюмируем: объектом исследования мы называем систему, 
поведение которой определяется неизвестными нам заранее, но 
вполне определенными внутренними закономерностями. Выявить 
их, изучить «содержимое ящика» можно в активном эксперимен-
те, воздействуя на объект исследования разными способами (фак-
торами) и наблюдая, как меняются при этом значения параметров. 
По полученным данным можно будет рассчитать статистическую 
модель.  

Например, при исследовании коррозии стали в водных рас-
творах серной кислоты мы можем менять от опыта к опыту тем-
пературу, концентрацию, скорость перемешивания раствора, при-
роду и концентрацию дополнительно вводимого ингибитора, ме-
тодику предварительной обработки поверхности стали и химиче-
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ский состав стали. Все это факторы. В каждом опыте мы будем 
измерять в качестве параметра скорость коррозии. Эта характери-
стика зависит от перечисленных факторов и непосредственно свя-
зана с целью эксперимента. Если цель – исследование механизма 
коррозии, то статистической моделью должна быть эмпирическая 
зависимость скорости коррозии от температуры и концентрации. 
Она укажет исследователю на лимитирующую стадию процесса. 
Если же наша цель – замедление или предотвращение коррозии, 
то статистическая модель позволит найти условия, при которых 
скорость коррозии будет равна нулю или хотя бы достигнет неко-
торого минимального значения. 

Будем считать математической моделью алгебраическое 
уравнение, связывающее параметр и факторы. В общем виде оно 
записывается: Y = f (Х1, ..., Хk). Числовые значения параметра Y 
далее выделены курсивом (Y), аналогичным образом выделены 
значения факторов.  

Функцию Y = f (Х1, ..., Хk) называют функцией отклика. В 
случае многопараметрической задачи получают q таких уравне-
ний по одному на параметр.  

Математическую модель можно выразить не только алгеб-
раически, но и геометрически. Так, при изучении зависимости 
параметра Y от единственного фактора (k = 1) каждый опыт дает 
пару значений (Х, Y), т. е. точку на плоскости. Сама зависимость 
Y от X изображается на плоскости в виде прямой или кривой. За-
висимость Y от двух факторов (k = 2) можно передать плоскостью 
или криволинейной поверхностью в обычном трехмерном про-
странстве. А для трех факторов наглядное изображение модели 
невозможно – пришлось бы изобразить некую поверхность в че-
тырехмерном пространстве. Модель, учитывающая k факторов, 
описывается поверхностью в (k+1)-мерном пространстве. Мате-
матики без особого труда рассчитывают координаты точек, поло-
жение экстремумов и даже маршруты движения по такой поверх-
ности отклика. Эти геометрические представления понадобятся 
нам, чтобы понять, как с помощью математической модели опти-
мизировать процесс.  

Сложность любого исследования определяется количеством 
одновременно контролируемых факторов и параметров. Например, 
относительно простой считается работа, в которой изучается зави-
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симость скорости коррозии от температуры раствора при прочих 
постоянных условиях, это однофакторный и однопараметрический 
эксперимент. Чаще приходится изучать влияние нескольких фак-
торов, по очереди или одновременно, и при этом нас, как правило, 
интересует не единственный параметр, а сразу несколько. Напри-
мер, меняют состав исходных реагентов и температуру синтеза, а 
нас интересует выход целевого продукта, его чистота, себестои-
мость получения, а также время, необходимое для завершения дан-
ной реакции. Соответствующий эксперимент будет весьма слож-
ным – многофакторным и многопараметрическим.  

Схема активного эксперимента предполагает следующие 
стадии: 

1. Формулировка цели исследования, выбор параметров и 
факторов.  

2. Уточнение (на основе априорной информации) областей 
допустимых значений факторов. 

3. Выбор средств эксперимента, в частности выбор непо-
средственных объектов исследования (веществ, материалов), 
подбор измерительной аппаратуры, оценка возможных погреш-
ностей факторов и параметров. 

4. Выбор схемы эксперимента, числа независимых опытов и 
порядка их проведения. 

5. Непосредственное проведение опытов. 
6. Обработка результатов эксперимента. 
7. Интерпретация и объяснение результатов эксперимента, 

принятие решения о дальнейших действиях. Иногда приходится 
возвращаться к п.1, 2 или 3.  

8. Формулировка выводов и оформление результатов экс-
перимента. 

Любой химический эксперимент можно представить как 
последовательность отдельных опытов. Словом «опыт» мы бу-
дем называть получение характеристик объекта (параметров оп-
тимизации) в каких-то определенных условиях. Один опыт отли-
чается от другого по набору условий, и в новом опыте хотя бы 
один фактор должен отличаться по своему значению от преды-
дущего опыта. Как говорят – должен быть взят на новом уровне. 
Например, измерение скорости коррозии в опыте № 1 проводят 
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при 25 °С в 0,10 М растворе НСl и в присутствии бензтриазола, в 
опыте № 2 – в тех же условиях, но при 40 °С, а в опыте № 3 – при 
25 °С в 0,10 М растворе НСl, но в отсутствие бензтриазола. Чем 
сложнее объект, чем большее число факторов влияет на парамет-
ры оптимизации, тем большим должно быть число независимых 
опытов. 

Эксперимент ведут по предварительно разработанному 
плану, переходя от опыта к опыту в заранее определенном поряд-
ке. Каждый опыт обязательно повторяют, тщательно контролируя 
его условия. Если условия опытов по всем факторам остаются не-
изменными, то их называют повторными, или дублирующими. 
Повторять опыты надо, даже если делать этого не хочется (долго, 
дорого, скучно и т. п.), но иначе выводы исследователя будут не-
надежными! Как правило, экспериментатор повторяет каждый 
независимый опыт m раз, величину m называют кратностью, или 
повторностью.  

Любой фактор может принимать одно из своих возможных 
значений. Каждое из них называется уровнем. Число возможных 
уровней для большинства факторов теоретически бесконечно ве-
лико, на практике же оно ограничено: а) точностью измерений, 
б) техническими возможностями измерительной техники; в) есте-
ственными колебаниями измеряемой величины в ходе единично-
го опыта; г) областью допустимых значений этой величины. 
Предположим, что исследователь-химик работает с водными рас-
творами при атмосферном давлении. Они могут иметь температу-
ру от 0 до 100 °С. Предположим далее, что температуру раствора 
измеряют с погрешностью в один градус (такова цена деления 
данного термометра по всей температурной шкале). Следователь-
но, при изучении влиянии температуры водного раствора на ско-
рость коррозии возможны 100 разных уровней температуры. Но 
если температуру раствора собираются поддерживать с помощью 
термостата, который не может охлаждать раствор, тогда темпера-
туры ниже комнатной будут исключены, температурный интервал 
исследования (область допустимых значений фактора) станет уже 
– от 25 до 100 градусов, всего 76 уровней. Зачастую термостат 
поддерживает температуру менее точно, чем мы ее измеряем, 
скажем, колебания температуры в ходе каждого опыта достигают 
3°. В таком случае число возможных уровней снизится до 26.  
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Для фактора «концентрация» число уровней также ограни-
чено. Во-первых, мы создаем и измеряем ее с некоторой погреш-
ностью ∆С, а во-вторых, любое вещество имеет некоторую мак-
симально возможную растворимость S, и мы можем менять кон-
центрацию только в пределах от 0 до S. Тогда число возможных 
уровней (pmax) будет равно S/∆С. Чем точнее измерять значения 
фактора, тем больше его уровней можно использовать в ходе экс-
перимента, но число уровней в любом случае не может быть бес-
конечным. 

Очевидно, что общий объем эксперимента (общее число 
опытов) определяется числом исследуемых факторов, числом 
уровней, отобранных для изучения влияния каждого фактора, и 
кратностью опытов [4]. Задав набор уровней по всем факторам, 
мы не только определяем условия данного опыта (независимо от 
числа его повторений), но и описываем одно из возможных со-
стояний нашего «черного ящика» – исследуемого объекта. Если 
каждый фактор может быть задан на p уровнях, а всего исследу-
ется k таких факторов, то число возможных независимых опытов 
равно pk. Так, трехфакторный эксперимент, в котором каждый 
фактор может иметь одно из четырех возможных значений, по-
требует 43 = 64 независимых опытов. С учетом необходимости 
повторных измерений число опытов будет значительно большим.  

 N = m pk . (1.1) 

Формула (1.1) показывает, как подсчитать общее число 
опытов. С увеличением числа факторов и уровней по каждому 
фактору объем эксперимента быстро растет. Так, для 4 факторов 
на 10 уровнях возможно 104 = 10 000 сочетаний и, следовательно, 
10 000 независимых опытов. А для 10 факторов на 4 уровнях чис-
ло возможных опытов равно 410 = 1 048 576, т. е. придется про-
вести больше миллиона опытов, не считая повторных. Такой объ-
ем эксперимента просто нереален. 
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1.5. Принципы планирования  
многофакторного эксперимента 

Очевидно, для сложных объектов эксперимент не может 
включать все возможные состояния объекта, все возможные опы-
ты, – перебирать их слишком долго и дорого. Надо планировать 
эксперимент, т. е. заранее выбрать, сколько и каких именно опы-
тов надо провести, чтобы получить математическую модель, или 
выйти на оптимальные значения параметров, или проверить гипо-
тезу. Естественно, исследователь планирует свою работу так, что-
бы добиться цели с минимальными затратами труда и времени, 
минимизировать число опытов, но не за счет надежности получае-
мых результатов! При этом исследователь стремится получить как 
можно больше достоверной информации о своем объекте.  

Для планирования эксперимента нужна специальная тео-
рия. Хаотические, бесплановые исследования приводят лишь к 
потере времени; в активном эксперименте достичь цели без чет-
кого плана можно лишь случайно, такие случаи в истории науки 
встречаются исключительно редко. Процитируем шутливый от-
рывок из учебника [4]: «Мысль о том, что эксперимент можно 
планировать, восходит к глубокой древности. Наш далекий пре-
док, убедившийся, что острым камнем можно убить даже мамон-
та, несомненно, выдвигал гипотезы, которые после целенаправ-
ленной экспериментальной проверки привели к созданию копья, 
дротика, а затем и лука со стрелами. Однако он не пользовался 
статистическими методами, поэтому остается непонятным, как он 
вообще выжил и обеспечил тем самым наше существование». 

Античной науке идеи активного эксперимента и статисти-
ческих моделей были чужды. Мы уже отмечали, что современное 
понимание научного эксперимента начало формироваться срав-
нительно недавно – в эпоху Возрождения. Один из наиболее яр-
ких примеров – работа Галилея, в которой он измерял время па-
дения тел с разной высоты, поднимаясь на башни и сбрасывая от-
туда тела. В одних опытах все факторы, кроме высоты башни, Га-
лилей сознательно держал на постоянном уровне (бросал шары 
одинакового размера и веса с разной высоты), в других – бросал 
шары одинакового размера и разного веса с одной и той же высо-
ты (с балкона знаменитой Пизанской падающей башни), в третьих 
– бросал оттуда же шары одинакового веса, но разного размера. 
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При этом каждый опыт повторялся многократно. По результатам 
этих опытов удалось вывести формулу, позволяющую предсказы-
вать время падения любого тела с любой высоты, т. е. была соз-
дана математическая модель. Для своего времени это был совер-
шенно новый подход, и современники вовсе не были от него в 
восторге. «Затея Галилея вызывала пренебрежительные реплики и 
недоумение. Неужели он всерьез думает, что, бросая с башни ка-
кие-то шары, можно опровергнуть Аристотеля, правоту суждений 
которого подтверждают два тысячелетия?» [5].  

В химии количественные методы стали применяться позд-
нее, чем в физике. По-видимому, о проведении научного химиче-
ского эксперимента можно говорить, начиная с Р. Бойля. В 
XIX веке химики стали использовать традиционную для естество-
знания галилеевскую схему поочередного исследования факто-
ров. Однако эта схема не всегда пригодна, она имеет свои недос-
татки (см. главу 2). Главный из них – расходование «впустую» 
громадного числа опытов, при более рациональном планировании 
они не понадобились бы. Вообще эффективность научных иссле-
дований невелика, их к.п.д., по оценкам компетентных специали-
стов, не более 2 % [6]. Одной из причин является хаотичность 
проведения экспериментов, т. е. обычное для неопытных или не-
радивых экспериментаторов отсутствие четкого и заранее проду-
манного плана.  

Планирование научного эксперимента на основе статисти-
ческих методов – это целая наука, которая стала складываться 
в 20-х годах XX века, когда научная работа из увлечения немно-
гочисленных любителей стала профессиональным занятием мно-
жества специалистов. Первые работы в этой области были вы-
полнены математиком Рональдом Фишером и его школой около 
1930 года. Основная идея Фишера заключалась в том, что влия-
ние разных факторов должно изучаться не по очереди, а одновре-
менно. При этом условия каждого опыта надо выбирать с учетом 
необходимости последующей статистической обработки резуль-
татов, в частности, методами регрессионного анализа. Этот под-
ход сокращает необходимый объем эксперимента и облегчает 
расчет модели.  

В начале 50-х годов появились важные работы Бокса и 
Уилсона, где описывались разные планы проведения многофак-
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торных экспериментов и был предложен простой прием, с помо-
щью которого можно на основании математической модели рас-
считывать оптимальные условия исследуемого процесса, так на-
зываемый «метод восхождения по градиенту». К концу 60-х годов 
сложилась целая теория факторного планирования, появилась 
единая терминология и общепринятые алгоритмы. Теория плани-
рования эксперимента отделилась от своей прародительницы – 
математики, доказала свою полезность в химии, в частности, при 
поиске оптимальных условий для крупномасштабных технологи-
ческих процессов (эволюционное планирование). В нашей стране 
большой вклад в теорию планирования химического эксперимен-
та внесли В.В. Налимов, Ю.В. Грановский, Ю.П. Адлер. В 70-е 
годы планирование эксперимента вошло в моду, его стали приме-
нять и в тех случаях, когда без него можно было легко обойтись. 
Однако в 80-е годы стало ясно, что рациональное планирование 
эксперимента – важное, но далеко не единственное условие дос-
тижения успеха в научной работе. Нездоровый ажиотаж вокруг 
планирования улегся (как это и бывает обычно с новыми метода-
ми), а соответствующие алгоритмы (полный факторный экспери-
мент, крутое восхождение и др.) стали привычными.  

Трудоемкость вычислительных процедур, необходимых 
при планировании многофакторного эксперимента и особенно 
при обработке экспериментальных данных, была преодолена бла-
годаря появлению персональных компьютеров. В настоящее вре-
мя имеется большое количество пакетов стандартных программ 
для ЭВМ, ориентированных на решение задач по статистическо-
му анализу и обработке экспериментальных данных. Такими па-
кетами являются, например, Excel, Stadia, Statistica, SPSS, обла-
дающие широкими функциональными возможностями. Появи-
лись и специализированные программы планирования экспери-
мента. Сегодня любой химик должен уметь в своей исследова-
тельской работе применять как специализированные компьютер-
ные программы, так и универсальные пакеты для планирования 
многофакторного эксперимента, статистической обработки полу-
ченных данных и оптимизации исследуемых процессов. Заметим, 
что вышеуказанные пакеты программ дают возможность облег-
чить и последнюю стадию исследования, они позволяют наглядно 
представить и оформить полученные результаты. Многие пакеты 
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программ дают возможность исследователю сформировать и рас-
печатать отчет о проделанной работе в нужном ему формате. 

Однако для работы с компьютерными программами и уни-
версальными пакетами стандартных программ недостаточно того, 
что пользователь знает, как пользоваться той или иной програм-
мы, какие из модулей можно применять для решения каждой кон-
кретной задачи. Экспериментатор должен понимать, можно ли 
применять ту или иную процедуру обработки данных при вы-
бранной им схеме эксперимента, а также при данной методике 
проведения измерений, поскольку разные методики приводят к 
разному распределению погрешностей и требуют разных алго-
ритмов обработки. Исследователь-химик должен принимать обос-
нованные решения и правильно интерпретировать получаемые в 
ходе эксперимента статистические модели. При этом выводы из 
проведенного эксперимента он должен формулировать не в ста-
тистико-математических, а в химических терминах.  

 

 28

Глава 2 
ПОДГОТОВКА И ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
2.1. Отбор факторов и требования к ним 
Любой активный эксперимент начинается с отбора иссле-

дуемых факторов. Напомним, что фактором называется перемен-
ная величина, характеризующая один из способов воздействия на 
изучаемый объект и принимающая определенные значения (уров-
ни) в ходе опытов. Экспериментатор меняет значения каждого 
фактора по своему усмотрению, поэтому он должен иметь техни-
ческую возможность контролировать эту переменную величину (в 
пределах некоторой области допустимых значений) и поддержи-
вать ее на заданном уровне. Чтобы изучать влияние температуры, 
экспериментатор должен, как минимум, иметь термометр и термо-
стат. Большинство факторов в химическом эксперименте носят ко-
личественный характер, т. е. значения этих величин можно изме-
рять. Для каждого фактора экспериментатор должен иметь методи-
ку его измерения, обеспечивающую достаточно малую погреш-
ность. Факторы могут иметь и качественный характер. Так, мы 
можем проводить один и тот же процесс, используя разные реаген-
ты или разные катализаторы, варьируя (меняя от опыта к опыту) 
некоторое оборудование, и т. д. Однако построение плана экспери-
мента и особенно расчет математической модели в случае качест-
венных факторов серьезно осложняются. Эта проблема обсуждает-
ся в монографии [7]. В дальнейшем эксперименты с качественны-
ми факторами рассматриваться не будут. 

Не все переменные, влияющие на объект исследования, мо-
гут быть взяты в качестве факторов. Из множества переменных 
отбирают те, которые:  

а) достоверно влияют на параметр. Для проверки можно 
провести небольшой предварительный эксперимент, в котором 
все факторы, кроме интересующего нас фактора Хi, остаются не-
изменными. Проведя 5–6 опытов на разных уровнях Хi, обрабаты-
вают полученные данные методами дисперсионного или корреля-
ционного анализа и получают обоснованный вывод о том, суще-
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ствует ли статистически значимое влияние Хi на Y. Иногда таким 
расчетом пользуются и для ограничения числа факторов: остав-
ляют для исследования только те факторы, влияние которых, судя 
по предварительным опытам, выражено в наибольшей степени; 

б) управляемы. Это значит, что исследователь имеет воз-
можность установить по своему усмотрению фактор на любом 
уровне (внутри некоторой области значений) и поддерживать его 
неизменным в ходе опыта. Любой фактор, которым мы не в со-
стоянии управлять, должен быть зафиксирован на постоянном 
уровне, одном и том же для всех опытов. Если же среди факторов 
есть и такие, которыми мы не только не можем управлять, но да-
же не можем зафиксировать (например, атмосферное давление), 
то их случайное изменение от опыта к опыту скажется в виде по-
грешности параметра. Сильное влияние неуправляемых факторов 
(например, скачки напряжения в электрической сети) помешает 
исследованию или даже сделает его невозможным; 

в) однозначны. Фактор должен прямо указывать на способ 
воздействия на исследуемый объект и иметь ясный физический 
смысл. Неоднозначные факторы обычно являются функциями 
других, более простых факторов (типичный пример – соотноше-
ние концентраций реагентов А и В); управлять неоднозначными 
факторами трудно. Если даже удастся составить математическую 
модель, в которую будут входить неоднозначные факторы, то ее 
будет трудно теоретически интерпретировать. Однако при реше-
нии оптимизационных задач неоднозначные факторы допускаются; 

г) независимы. Изменение одного фактора не должно авто-
матически приводить к изменению другого. Так, бессмысленно 
брать в качестве одного фактора рН раствора кислоты, а в качест-
ве второго – концентрацию этой кислоты. Из них следует выбрать 
тот фактор, который измеряется непосредственно. Так же бес-
смысленно планировать эксперимент, в котором некоторая реак-
ция проводится в газовой фазе, используя в качестве факторов 
давление, температуру и объем газа. Эти три величины связаны 
уравнением Менделеева-Клапейрона, и по двум величинам всегда 
можно вычислить третью, в данном случае объем не является не-
зависимым фактором. В тех случаях, когда некоторые факторы 
взаимосвязаны, из них можно составить некоторые комбинации, 
которые окажутся независимыми («метод главных компонент»). 

 30

Такой прием иногда используется при оптимизации, однако при 
исследовании механизма процесса он нежелателен, поскольку бу-
дет затруднена интерпретация полученной модели; 

д) совместимы. Это требование означает, что все комбина-
ции факторов внутри их областей допустимых значений осущест-
вимы, безопасны и не приведут к изменению характера процесса. 
Так, в некоторых системах мы можем как угодно менять темпера-
туру при низком давлении или как угодно менять давление при 
низкой температуре – во всех случаях в реакторе будет образовы-
ваться один и тот же целевой продукт, хотя и с разным выходом. 
Но если одновременно создать высокую температуру и давление, 
пойдет совершенно другая реакция, которая может привести к 
выходу реактора из строя. Несовместимость факторов ведет к со-
кращению их областей допустимых значений. 

Выбор факторов – дело очень ответственное, требующее 
опыта исследовательской работы в данной отрасли науки. Не так 
опасно ввести «лишний» фактор, даже не отвечающий вышепере-
численным требованиям, как пропустить какой-то важный фак-
тор, не обратить на него внимание. В этом случае эксперимент 
может стать невозможным или, что еще хуже, привести к совер-
шенно ошибочным выводам. Тем не менее в 87 % исследований в 
области органической химии исследовалось влияние только двух 
факторов, и лишь 3 % публикаций относилось к исследованиям, 
где было четыре фактора и более [6]. 

В качестве полезного упражнения можно самостоятельно 
подобрать факторы для оптимизации нескольких процессов, хо-
рошо известных любому химику. Например, синтез аммиака, гид-
ролиз сложного эфира; экстракционное извлечение тяжелых ме-
таллов хлороформом из водного раствора (в виде дитизонатов); 
разделение двухкомпонентной смеси методом ГЖХ и т. п. Важно 
разобраться, какие факторы в каждом случае стоит зафиксировать 
на постоянном уровне, а какие можно и нужно менять. 

 
2.2. Выбор параметров.  

Обобщенные параметры оптимизации 
В уже цитированном учебнике [4] разделу о параметрах оп-

тимизации предпослан удачный эпиграф, найденный у автора, 
который вряд ли слышал о планировании эксперимента: «При-
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плыла к нему рыбка, спросила: «Чего тебе надобно, старче?» 
(А.С. Пушкин). Действительно, выбор параметра полностью за-
висит от целей и желаний экспериментатора, их надо только 
четко осознать. Гораздо слабее параметр связан со спецификой 
объекта исследования. Так, желая оптимизировать какой-либо 
химико-технологический процесс, мы обращаем основное внима-
ние на технологические параметры (длительность процесса, вы-
ход продукта, степень чистоты, физико-химические характери-
стики продукта). Не менее важны экономические параметры 
(производительность реактора, себестоимость, рентабельность, 
прибыль, энергозатраты). Возможны также статистические, эко-
логические и даже эстетические параметры. Если из всех интере-
сующих исследователя параметров можно выбрать один, наибо-
лее существенный, то так и делают, а остальными пренебрегают 
или, в лучшем случае, следят, чтобы они оставались в допусти-
мых пределах. Так, мы добиваемся максимального выхода реак-
ции при условии, что в любых условиях примесей в продукте бу-
дет не больше чем 0,1 %. Иногда значения неосновных парамет-
ров учитывают в виде премий и штрафов. Например, добиваются 
максимальной прибыли, но прогнозируют ее уменьшение в слу-
чае выброса вредных веществ в окружающую среду, так как за 
это придется платить крупный штраф. 

Требования к параметрам включают следующее: 
а) количественный характер. В отличие от факторов, пара-

метр не может быть качественным. Лучше всего, если параметр 
выражается одним числом и измеряется в ходе всех опытов с по-
мощью одного прибора и по единой методике. Такой способ 
обеспечивает объективность выводов, он наиболее надежен. Из 
нескольких однотипных количественных параметров или из не-
скольких методик измерения одного параметра выбирают те, ко-
торые дают лучшую воспроизводимость в параллельных опытах. 

Если подходящего измерительного прибора (или методики 
измерений) не существует, то способ объективной количествен-
ной оценки параметра должен придумать сам исследователь. Да-
же для таких трудно оцениваемых параметров, как эстетические 
или вкусовые, можно ввести некоторую эталонную шкалу, а по-
том выражать результат каждого опыта в баллах. Эффективность 
такого подхода определяется способом построения шкалы (пяти-
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балльная годится только для успеваемости школьников, да и там 
она слишком грубая) и объективностью эксперта, выставляющего 
баллы («А судьи кто?»). Тем не менее оценки, выраженные в бал-
лах, широко используются в практике, например, при оценке ка-
чества природных вод. В литературе детально описаны соответ-
ствующие шкалы, например, 0 – вода не имеет запаха; 1 – еле за-
метный запах и т. д. При оценивании параметра можно обойтись 
без раз и навсегда заданной эталонной шкалы, но в этом случае 
каждый опыт должен оцениваться несколькими экспертами, ра-
ботающими по одной методике, но независимо друг от друга. 
Наиболее яркие примеры – судейские оценки на соревнованиях 
по фигурному катанию или оценка качества пищевых продуктов 
дегустаторами.  

Иногда вместо оценок указывают рейтинг (место в упоря-
доченном ряду). Например, лучшим результатом (первое место в 
рейтинге) эксперты признают полученный в опыте № 7, второе 
место занимает опыт № 4 и т. д. По этой методике идут, напри-
мер, конкурсы красоты, однако для химика рейтинговые оценки в 
качестве параметра менее удобны, чем оценки, выраженные в 
баллах; 

б) эффективность и универсальность. Из нескольких одно-
типных количественных оценок выбирают такую, которая наибо-
лее эффективно соответствует конечной цели и характеризует ис-
следуемый объект в целом, а не одну из его стадий или частей. 
Так, если конечная цель производителя – извлечение максималь-
ной прибыли, то выбор себестоимости в качестве параметра не-
удачен. Ведь прибыль определяется не только себестоимостью, 
но и производительностью, и качеством получаемой продукции 
(от него зависит и цена, и объем реализации), и спросом на про-
дукцию, и другими характеристиками. Еще пример: в одном про-
цессе требуется получать продукт, имеющий как можно более 
высокое содержание компонента, в другом – имеющий заданное 
содержание компонента. В качестве параметра первого процесса 
можно взять реальное содержание компонента, но во втором про-
цессе конечной цели лучше соответствует модуль или квадрат 
отклонения от заданного значения; 

в) однозначность параметра означает, что любому сочета-
нию факторов отвечает только одно значение параметра (если не 
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учитывать случайных погрешностей). Однако обратное положе-
ние было бы неверно: одно и то же значение параметра может 
быть получено в самых разных условиях;  

г) простота вычислений, очевидный физический смысл. Это 
требование не нуждается в комментариях. 

При решении многопараметрических задач, в которых 
нельзя выделить один из q параметров в качестве основного, для 
каждого из них можно рассчитать отдельную математическую 
модель, а затем рассматривать их совместно. Однако при реше-
нии оптимизационных задач значительно лучше сконструировать 
обобщенный параметр. Эта задача весьма трудна, так как пара-
метры не одинаковы по своей размерности, их нельзя складывать. 
Кроме того, одни свойства системы (частные параметры) надо 
минимизировать (себестоимость), другие – доводить до максиму-
ма (выход реакции), а третьи – держать как можно ближе к неко-
торому заданному значению (состав продукта). Поэтому полу-
ченные в ходе эксперимента значения частных параметров опти-
мизации надо выразить в безразмерном виде, а уже потом объе-
динять их. Рассмотрим два способа вычисления обобщенных па-
раметров. 

1-й способ. Для получения безразмерных значений исполь-
зуем формулу: 

 yi =
2

0

0
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i

ii
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YY , (2.1) 

где Yi – значение i-ого частного параметра, полученное в одном из 
опытов; Yi0 – его идеальное значение, а yi – безразмерное значение 
того же параметра. Тогда значение обобщенного параметра YΣ 
равно сумме yi по всем параметрам: 

 YΣ = Σ
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Если в каком-либо опыте по всем частным параметрам мы 
достигли желаемого значения (стопроцентного выхода целевого 
продукта, нулевого содержания примесей, заданных физических 
характеристик и т. д.), то все значения yi будут равны 0, нулевым 
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будет и значение обобщенного параметра. Чем больше YΣ , тем 
дальше исследователь от идеала «в целом», хотя при этом по ка-
ким-то частным показателям мы можем получать вполне прием-
лемые значения. Если отклонения от идеала по одному из част-
ных параметров гораздо опаснее, чем по другому, надо при вво-
дить некоторые коэффициенты ai (веса разных параметров), ме-
няющиеся от 0 до 1. Тогда 

 YΣ = Σai
2

0

0







 −

i

ii

Y
YY . (2.3) 

Понятно, что компенсировать существенный недостаток 
объекта по одному параметру высокими качествами его по дру-
гому параметру нельзя (так, при выборе квартиры избыточная 
площадь комнат и прекрасный вид из окон не могут компенсиро-
вать отсутствия водопровода и канализации). Но при использова-
нии формул типа (2.2) или (2.3) такая «компенсация» показалась 
бы вполне допустимой! Поэтому для расчета обобщенных пара-
метров (например, при сопоставлении ценности квартир) безраз-
мерные оценки лучше не складывать, а перемножать. Но тогда 
вычислять их надо не по формуле (2.1), а с помощью функций 
желательности, пользуясь методом Харрингтона. 

2-й способ. Для перевода частных параметров yi в безраз-
мерные «желательности» di следует заранее составить по каждому 
параметру шкалу в виде графика или таблицы. Для любого пара-
метра значения di должны охватывать интервал от 0 до 1, причем 
нулевая желательность соответствует таким значениям Yi , кото-
рые абсолютно не устраивают исследователя, а di = 1 – идеальным 
значениям yi. По каждому параметру экспериментатор указывает 
те интервалы Yi, которые, по его мнению, соответствуют плохим, 
удовлетворительным, хорошим и очень хорошим ожидаемым ре-
зультатам. Границы интервалов исследователь выбирает на осно-
вании своего опыта и интуиции, но лучше запросить мнения ряда 
компетентных экспертов и усреднить их предложения. Каждому 
интервалу значений Yi ставится в соответствие определенный ин-
тервал значений di , например, «очень хорошие» значения Yi име-
ют желательности от 0,80 до 1,00; «хорошие» – от 0,63 до 0,80 и 
т. д. Любое полученное в эксперименте значение Yi переводится в 
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di с помощью заранее подготовленной номограммы (рис. 2) или 
по каким-либо интерполяционным формулам. Обобщенная функ-
ция желательности D для q частных параметров рассчитывается 
по формуле Харрингтона 

 D = q
qdddd ⋅⋅⋅321  . (2.4) 

Если хотя бы один из частных параметров принимает недо-
пустимое значение, его частная желательность оказывается рав-
ной 0. Обобщенная желательность в этом случае тоже будет равна 
0, причем компенсация «плохого» параметра другим («очень хо-
рошим») окажется невозможной. Обобщенная желательность D 
будет равна единице только тогда, когда по всем частным пара-
метрам в эксперименте будут получены идеальные значения yi .  

Пример 2-1. Методика анализа характеризуется величиной 
pCmin – показателем предела обнаружения, а также коэффициен-
том вариации W (в %). Эти частные параметры характеризуют 
чувствительность и воспроизводимость методики. Аналитик од-
новременно заинтересован в повышении рСmin и в снижении W. 
До начала исследования некоторый элемент удавалось определять 
на уровне значений pСmin = 7,0 и W = 2. В новых условиях полу-
чили pCmin = 8,1 и W = 5. Требуется обобщенно оценить исходные 
и новые условия анализа.  

Решение. По обоим частным параметрам выбирают интер-
валы значений и устанавливают значения желательности попада-
ния Yi в каждый из них (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Шкала желательностей для некоторой методики анализа 
Оценка di y1 = pCmin  Y2 = W 

очень плохо  0 < 5 > 30 
плохо  0 – 0,20 5 – 6 30 – 20 
удовлетворительно 0,20 – 0,37 6 – 7 20 – 10 
терпимо  0,37 – 0,63 7 – 7,5 10 – 5 
хорошо  0,63 – 0,80 7,5 – 8 5 – 2 
очень хорошо 0,80 – 1,00 8 – 8,5 2 – 1 
отлично  1 > 8,5 < 1 
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 0 

 
Рис. 2. Номограмма для расчета функций желательности 

 
По номограмме (рис. 2) методом графической интерполя-

ции переводим величины yi в значения di. В исходных условиях 
d1 = 0,37 и d2 = 0,80. Отсюда по формуле (2.4) получаем 
D = 800370 ,, ⋅  = 0,54. Это значение обобщенного параметра по-
падает в разряд «терпимых». По той же номограмме определим 
частные желательности и найдем обобщенный параметр в новых 
условиях анализа: D = 0 85 0 63, ,⋅  = 0,73. Новые условия анализа 
привели к улучшению первого и ухудшению второго параметра. 
Однако с учетом выбранных шкал новые условия в целом привели к 
выигрышу. Обобщенный параметр в новых условиях существенно 
выше, чем в прежних, его значение попадает в разряд «хороших».  

Метод Харрингтона является удобным и простым способом 
конструирования обобщенных параметров, но не единственным. 
Официальных рекомендаций – как именно надо конструировать 
обобщенные параметры – не существует. 

 
2.3. Метрологические аспекты эксперимента  
Нельзя начинать эксперимент немедленно после отбора 

факторов и параметров. Необходимо вначале продумать, как из-
мерять значения тех и других, какими могут быть погрешности 
каждого из факторов и погрешности измерения параметров. По-
грешность задания фактора указывает исследователю, насколько 
сильно могут различаться его значения в повторных опытах.  
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Обозначим погрешность i-го фактора как ∂Xi , в нее входит 
и собственно погрешность измерения, и возможные случайные 
колебания (флуктуации) Xi во время опыта или при его повторе-
нии. Величину ∂Xi учитывают при построении плана эксперимен-
та. А именно, соседние уровни должны отличаться не на величи-
ну ∂Xi, а значительно сильнее, иначе мы не обнаружим достовер-
ного влияния данного фактора. Различие значений фактора при 
переходе от одного опыта к другому называют шагом, обычно 
величина шага постоянна. По любому фактору шаг должен не 
менее чем на порядок превышать погрешность этого фактора. 
Так, имея термометр с ценой деления в 1°, мы не должны прово-
дить опыты при 20°, 21°, 22° и т. д., но при достаточно точном 
термостатировании можем провести их через каждые 10 градусов, 
например, измерять скорость реакции в растворе при 20°, 30°, 40°, 
50°. Шаг эксперимента зависит от того, какую область допусти-
мых значений имеет данный фактор, т. е. каков диапазон возмож-
ных значений Хi. Шаг должен быть намного меньше, чем ширина 
этого диапазона. Так, в вышеприведенном примере нецелесооб-
разно было бы проводить опыты через каждые 50 градусов – 
слишком мало опытов мы сумели бы провести. Кроме того, при 
переходе от опыта к опыту будет слишком сильно меняться пара-
метр Y (скорость реакции).  

Погрешности факторов (значения ∂Xi) зависят от того, с ка-
кой точностью мы измеряем соответствующие физические вели-
чины и насколько точно поддерживаем выбранное значение каж-
дого фактора в ходе повторных опытов (см. пример с заданием 
температуры раствора, раздел 1.4). Заранее отметим, что наиболее 
простой способ обработки результатов многофакторного анализа 
(регрессионный анализ) требует, чтобы значения факторов были 
определены с меньшей относительной погрешностью, чем значе-
ния параметров. А измерять параметры надо как можно точнее, 
иначе не добиться требуемой точности модели. О возможных по-
грешностях измерений следует подумать до начала эксперимента, 
потом будет поздно. Нередко важные и ответственные исследова-
ния давали неверные результаты из-за несвоевременного стрем-
ления исполнителей улучшить методику измерений, сменить ее 
уже после начала эксперимента. Дело в том, что в одном и том же 
исследовании нельзя одновременно использовать данные, полу-

 38

ченные до и после «улучшения» методики. Нельзя же сопостав-
лять достижения спортсменов, если высоту планки, преодоленной 
на данном чемпионате одними спортсменами, измерять плохой 
рулеткой, а другими – хорошей!  

Все перечисленные проблемы относятся к сфере метроло-
гии. Так называют науку об измерениях, методах и средствах 
обеспечения их единства и способах достижения требуемой точ-
ности измерений. К сожалению, метрологические аспекты науч-
ных исследований недостаточно разработаны (в отличие от метро-
логических аспектов различных измерений в промышленности). 
Кажется, нет даже специальных монографий на эту тему, если не 
считать классического, но устаревшего руководства [8]. Поэтому 
нам хотелось дать начинающему исследователю некоторые советы, 
относящиеся к метрологическим аспектам химического экспери-
мента. В программу подготовки химиков в российских университе-
тах метрология, к сожалению, не входит. Поэтому до изложения 
конкретных метрологических рекомендаций необходимо привести 
и пояснить некоторые термины и идеи этой науки. 

В соответствии с общепринятым определением, измерение 
– это нахождение значения физической величины опытным путем 
с помощью специальных технических средств. Измерения прово-
дят, сопоставляя физическую величину с заранее принятой шка-
лой, т. е. набором возможных значений этой величины, выражен-
ных в установленных единицах. Обеспечение единства и пра-
вильности измерений требует использования соответствующих 
эталонов, например, стандартных образцов состава.  

Измерения можно классифицировать по разным признакам. 
В зависимости от числа повторных измерений данной величины 
выделяют однократные и многократные измерения. Повторение 
измерений проводят с целью уменьшения влияния случайных по-
грешностей. Не следует путать повторные опыты и повторные 
измерения. Например, для поиска оптимальных условий проводят 
некоторую реакцию при четырех разных температурах, дублиру-
ют каждый независимый опыт, а после завершения всех опытов 
получают 8 проб, содержащих продукты реакции. Из каждой 
пробы отбирают по 3 аликвоты и титруют их подходящим стан-
дартным раствором. Результаты титрования каждой пробы (в мл) 
– это результаты повторных измерений. Затем по усредненному 
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результату повторных измерений рассчитывают содержание про-
дукта реакции в данной пробе. Результаты расчета для проб, по-
лученных при одной и той же температуре, являются результата-
ми повторных опытов.  

Многократные измерения могут быть равноточными или 
неравноточными. Способы обработки их результатов неодинако-
вы. Иногда выделяют серийные измерения – это многократные 
равноточные измерения одной и той же величины для серии од-
нотипных объектов (проб). Именно такие измерения приходится 
проводить при реализации многофакторного химического экспе-
римента.  

Измерения делят на статические и динамические, в зави-
симости от того, меняется ли сама измеряемая величина в процес-
се ее измерения. Естественно, добиться требуемой точности ди-
намических измерений гораздо труднее. Большинство измерений 
являются абсолютными – это определения величин в их установ-
ленных единицах. Но есть и относительные измерения – это из-
мерения отношения некоторой физической величины к другой, 
одноименной. Например, измерение вязкости смазочного масла 
или воды в соответствующих единицах – это абсолютное измере-
ние, а измерение вязкости масла относительно вязкости воды – 
относительное измерение. Относительные измерения гораздо 
точнее, так как меньше сказывается влияние условий измерений.  

Важнейшая классификация измерений – по способу полу-
чения результата. Все измерения делятся на прямые и косвенные. 
Прямыми называются измерения, при которых искомое значение 
прямо считывают со шкалы прибора и никаких расчетов при этом 
не проводят. Пример – измерение времени с помощью часов. В 
косвенных измерениях значения интересующей нас величины на-
ходят расчетным путем на основании их известной зависимости 
от других величин, которые измеряют непосредственно. Такую 
зависимость выражают уравнением, например линейной или сте-
пенной зависимостью. Пример – измерение плотности раствора 
по результатам измерения массы раствора и объема этого раство-
ра. Результат здесь находят путем деления, по формуле Z = X1/X2. 
Погрешность измерения Z зависит в основном от погрешности 
измерения величин X1 и X2, но в ряде случаев надо учитывать и 
дополнительные погрешности. 
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Измерения проводят в соответствии с определенной мето-
дикой выполнения измерений (МВИ). Понятие МВИ определяет-
ся следующим образом: это совокупность операций и правил, вы-
полнение которых обеспечивает получение результата измере-
ния с погрешностью, не превышающей заданного предела. В про-
мышленности МВИ обычно является нормативным, официально 
утвержденным документом. А в научных исследованиях сам ис-
следователь может и должен найти в литературе или самостоя-
тельно разработать методики выполнения всех последующих из-
мерений, в дальнейшем строго соблюдать эти методики и привес-
ти их в отчете о своем исследовании.  

В любой МВИ указывается, какие средства измерений 
должны быть использованы в данном случае, в каких условиях 
должны проводиться измерения, в каких пределах должна нахо-
диться измеряемая величина. Но самая важная характеристика 
методики – это предельная погрешность соответствующих изме-
рений. Какую бы физическую величину мы ни измеряли, какую 
бы методику ни использовали, мы должны заранее знать предель-
ную величину абсолютной (Δ) либо относительной (δ) погрешно-
сти. Так, в МВИ может быть указано, что выход продукта органи-
ческого синтеза рассчитывают, исходя из массы исходного веще-
ства и массы полученного продукта, причем и ту и другую изме-
ряют на технических весах с погрешностью, не превышающей 0,1 
г. Если такой информации в МВИ или в паспорте прибора нет, то 
предельную величину погрешности рассчитывает сам исследова-
тель на основании предварительных опытов. Способы оценки по-
грешности измерений будут рассмотрены в следующем разделе.  

Средством измерения называют техническое средство 
(устройство, прибор, установку и т. п.), используемое для изме-
рений и имеющее нормированные метрологические характери-
стики. Наиболее сложные измерительные приборы и установки 
измеряют не одну, а сразу несколько физических величин и уста-
навливает их взаимосвязь. Например, спектрометр измеряет ин-
тенсивность излучения исследуемого объекта на разных длинах 
волн и регистрирует спектр – зависимость интенсивности излуче-
ния от длины волны. Все средства измерений (СИ) периодически 
поверяют с помощью эталонов и рабочих мер. Например, анали-
тические весы поверяют с помощью набора образцовых гирь, а 
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потенциометры – с помощью стандартного гальванического эле-
мента Вестона. Ответственные научные эксперименты следует 
проводить с применением только таких СИ, которые предвари-
тельно проверены специалистами-метрологами и снабжены необ-
ходимыми сертификатами. Готовясь к проведению такого экспе-
римента, следует уточнить метрологические характеристики со-
ответствующих СИ, в частности, диапазон измерений, цену деле-
ния шкалы, чувствительность прибора и др. Для некоторых при-
боров важной метрологической характеристикой является инер-
ционная постоянная, определяющая возможность применения 
этого прибора для измерения быстро меняющихся величин. Сле-
дует также установить характер распределения результатов по-
вторных измерений на данном приборе (характер распределения 
случайных погрешностей). Однако самыми важными метрологи-
ческими характеристиками любого измерительного прибора и 
любой методики измерений являются предельные значения абсо-
лютной и относительной погрешности. 

 
2.4. Априорная оценка погрешностей  

и способы их уменьшения  
Абсолютную погрешность прямого измерения находят по 

очевидной формуле ∆ = X – Q, где X – результат измерения, а Q –
действительное значение измеряемой величины. Для того чтобы 
рассчитать ∆ по вышеприведенной формуле, надо знать Q – дей-
ствительное значение измеряемой величины, а оно, как правило, 
неизвестно. Для оценки Q можно применить другой прибор или 
другую методику измерений, для которых погрешность измере-
ний пренебрежимо мала. Если эталонных способов измерения в 
нашем распоряжении нет, величину ∆ можно считать равной цене 
деления. Однако оценка ∆ по цене деления обычно дает лишь 
нижний предел абсолютной погрешности, она не учитывает схо-
димости данных и наличия систематической погрешности. Верх-
ний предел величины ∆ всегда больше цены деления. Можно бы-
ло бы в качестве оценки этого предела использовать данные по 
разбросу результатов повторных измерений, но и тогда мы не уч-
ли бы систематическую погрешность, которая может быть намно-
го больше случайной. Поэтому наиболее точный способ – провес-
ти с помощью данного прибора и методики измерение ряда эта-
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лонов с точно известными значениями Q, найти предельную ве-
личину ∆, а потом считать, что при других измерениях эта вели-
чина останется на том же уровне.  

Абсолютную погрешность измерений учитывают при запи-
си результатов этих измерений. Полученные результаты должны 
быть записаны в лабораторный журнал без всякой статистической 
обработки, без каких-либо поправок и без какой-либо отбраковки 
«ошибочных» результатов. Обработку результатов по соответст-
вующим алгоритмам проводят позднее. Записывать результат 
прямого измерения принято так, чтобы предпоследняя цифра не 
вызывала сомнений, а последняя соответствовала бы абсолютной 
погрешности измерения. Так, если объем титранта записан в виде 
«24 мл», это означает, что измерение проведено с погрешностью 
порядка 1 мл. Если же пользовались более точными приборами, 
погрешность измерений не превышала 0,1 мл, запись должна 
быть сделана с точностью до десятых долей миллилитра, напри-
мер, «24,0 мл».  

Важной характеристикой погрешности измерений является 
предел допустимых расхождений между результатами двух по-
вторных измерений. Выше уже указывалось, что во многих науч-
ных исследованиях по экономическим соображениям не проводят 
большого числа повторных опытов. Для экономии времени не 
проводят и большого числа повторных измерений в единичном 
опыте. Как правило, каждый независимый опыт повторяют (в од-
них и тех же условиях) только один раз, а при проведении каждо-
го опыта ограничиваются только двумя измерениями параметра 
оптимизации. Например, для определения выхода продукта реак-
ции титруют только две параллельных пробы. Результаты по-
вторных измерений (а тем более результаты повторных опытов) 
могут различаться довольно сильно. Не исключено, что одно из 
двух различных значений является грубым промахом, но при 
столь малом числе измерений (опытов) этого доказать нельзя, 
статистические критерии отбраковки промахов (см. главу 6) тре-
буют гораздо большего объема данных. Но можно легко опреде-
лить, являются ли результаты, полученные в параллельных изме-
рениях (или в параллельных опытах), совместимыми. Так назы-
вают результаты двух повторных измерений (или повторных 
опытов), если расхождения между ними не превосходят некото-
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рый заранее установленный предел ∆max. Появление «несовмес-
тимых» результатов не дает оснований отбраковать какой-то из 
них, объявив его грубым промахом, но указывает эксперимента-
тору на необходимость немедленного повторения измерений (или 
опыта). Тогда, получив в тех же условиях еще несколько вариант, 
можно будет определить, какое из первоначальных измерений 
являлось грубым промахом, отбросить соответствующий резуль-
тат, а остальные усреднить.  

Величина ∆max должна указываться в методике выполнения 
соответствующих измерений или даже в паспорте измерительно-
го прибора, но зачастую ее приходится устанавливать самому ис-
следователю при подготовке к выполнению эксперимента. Вели-
чина «предела допустимых расхождений» тем больше, чем боль-
ше абсолютная погрешность измерений по данной методике.  

Способы расчета ∆max описаны в руководствах по метроло-
гии. Простейший из них, применимый только при нормальном 
распределении результатов измерений, основан на предваритель-
ной оценке величины σ (стандартного отклонения), характери-
зующей воспроизводимость результатов измерений по данной 
методике. При нормальном распределении вероятность случайно-
го расхождения результатов двух измерений одной и той же ве-
личины больше чем на 4σ очень мала (< 0,05). Поэтому иногда 
считают, что ∆max = 4σ. Иногда критерий 4σ заменяют более стро-
гим (6σ) или менее строгим (3σ). В описании же методики иссле-
дований этот критерий выражают прямо в единицах измеряемой 
величины. Например, пишут: «Если выходы продукта реакции, 
определенные в двух повторных опытах, находятся в диапазоне 
50–100 % и различаются менее чем на 2 % (абс.), то их среднее 
арифметическое следует считать равным действительному выхо-
ду продукта реакции в данных условиях. Если же различие будет 
больше 2 %, то следует провести еще два-три опыта в тех же ус-
ловиях, а затем выявить и отбраковать грубый промах». Иногда в 
МВИ указывается целая таблица значений ∆max для разных диапа-
зонов измеряемой величины, а подходящее значение критерия 
выбирают в зависимости от того, в какой диапазон попадают ре-
зультаты измерений.  

Погрешность косвенных измерений оценивают по-другому, 
чем погрешность прямых измерений. Напомним, что результат 
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косвенного измерения получают путем расчета (в частности, 
именно так находят результат количественного химического ана-
лиза). Понятно, что результат расчета не может быть точнее, чем 
исходные данные – результаты прямых измерений. Погрешность 
расчета включает погрешности всех исходных данных (элемен-
тарные погрешности), которые суммируют по особым правилам.  

Допустим, интересующую исследователя величину Z рас-
считывают на основе результатов прямых измерений разнород-
ных величин по формуле Z = ϕ (X1, X2, ...., Xn ). Как именно это 
надо делать – зависит от того, какие погрешности складываются 
(случайные или систематические), и от того, какие действия 
производят с исходными данными в ходе расчета. Обозначим 
максимально возможные значения элементарных погрешностей 
каждого Х символами ∆Х1, ∆Х2, ∆Х3 и т. д., в общем случае ∆Хi . 
Знаки каждой погрешности не учитывают, используют их моду-
ли. Пусть основной вклад в общую погрешность всех измерений 
вносят систематические погрешности. Тогда результирующую 
погрешность (∆Z) рассчитывают по одной из двух основных 
формул: 
при Z = X1 X2 или при Z = X1 / X2 

 ∆Z / Z = ∆Х1 / Х1 + ∆Х2 / Х2, (2.5) 

при Z = X1 + X2 или при Z = X1 – X2  

 ∆Z = ∆Х1 + ∆Х2. (2.6) 

Если же погрешности измерения разных X в основном но-
сят случайный характер, то при Z = X1 X2 или Z = X1 / X2 следует 
заранее оценить стандартные отклонения аргументов, а затем 
применить формулу: 

 (σZ / Z )2
 = (σX1 / X1 )2

 + (σX2 / X2 )2. (2.7)  

Можно использовать и приближенную формулу: 

 ∆Z / Z ≈ 
2

2

2
2

1

1






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 ∆
X
X

X
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Если результат косвенного измерения находят путем сло-
жения или вычитания, т. е. Z = X1 + X2 или Z = X1 – X2 , применяют 
другую приближенную формулу:  

 ∆ Z ≈ 2
2

2
1 )X()X( ∆+∆ . (2.9) 

Таким образом, независимо от того, какие погрешности 
суммируются – случайные или систематические, – при оценке 
точности сумм и разностей суммируют абсолютные погрешно-
сти слагаемых. При оценке точности произведений или частных 
суммируют относительные погрешности сомножителей. Отно-
сительные погрешности вычисляют по общеизвестной формуле: 

 δ = ∆отн = ∆ / Q = (X – Q) / Q. 

Пример 2-2. В мерной колбе готовят по точной навеске 
раствор некоторого реактива. Значение концентрации (С) рассчи-
тывают по результатам прямых измерений массы реактива (m) и 
объема колбы (V). Навеска реактива массой 5,000 г взята на весах, 
дающих систематическую погрешность порядка 0,001 г. Объем 
мерной колбы на 50 мл известен с точностью до 0,1 мл (предель-
ная величина систематической погрешности измерения объема). 
Указать точность, с которой можно определить погрешность из-
мерения концентрации. 

Решение. Концентрацию раствора рассчитываем по форму-
ле С = m/V, которая ведет к значению С = 0,100 г/мл. Так как в 
ходе расчета проводили деление результатов прямых измерений, 
суммирование элементарных систематических погрешностей тре-
бует применения формулы (2.5). В данном случае: ∆с / C = ∆m/m + 
∆V/V = (0,001/5) + (0,1/50) ≈ 0,0002 + 0,002 ≈ 0,002, т. е. 0,2 %. Ос-
новную роль явно играет неточность объема мерной колбы, а 
влиянием погрешности взвешивания можно пренебречь. Так по-
ступают, когда одно слагаемое на порядок (в 10 и более раз) 
меньше других.  

В случаях, не требующих высокой точности расчетов, мож-
но считать, что погрешность конечного результата косвенного 
измерения определяется лишь одним – наименее точным – сла-
гаемым или сомножителем. А именно, при сложении и вычитании 
наименее точным слагаемым считают то, у которого была самая 
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большая абсолютная погрешность, тогда ∆Z ≈ ∆X. При умноже-
нии или делении наименее точным сомножителем считают тот, у 
которого самая большая относительная погрешность. В этом слу-
чае ∆Z / Z ≈ ∆ X / X. Отметим, что в тех случаях, когда результат 
косвенного измерения получают, умножая результат прямого из-
мерения Х на постоянный, точно известный коэффициент К, не 
являющийся результатом измерения, то относительная погреш-
ность величины Z равна относительной погрешности Х и не зави-
сит от К.  

Предельную величину абсолютной погрешности иногда на-
зывают точностью. Например, говорят, что с помощью данного 
термометра можно измерить температуру с точностью до 1 граду-
са. Однако термин точность является неоднозначным, его ис-
пользуют для обозначения различных величин. СИ лучше харак-
теризовать предельной величиной относительной погрешности. 

Для некоторых СИ относительная погрешность постоянна, 
не зависит от того, какое значение Q измеряют. Для других СИ 
приблизительно постоянна абсолютная погрешность, а относи-
тельная погрешность существенно меняется, смотря по тому, ка-
кое значение Q измеряют. Для таких случаев введена еще одна 
характеристика – приведенная погрешность. Это взятое по моду-
лю значение предела абсолютной погрешности ∆, разделенное на 
максимально возможное для данного СИ значение измеряемой 
величины. Так, если для термометра со шкалой от 0 до 250 °С аб-
солютная погрешность измерений не превышает 0,5 °С, то его 
приведенная погрешность равна 0,2 %. Значения приведенной по-
грешности часто указывают в паспорте прибора, на его корпусе 
или прямо на шкале. Используемые при этом условные обозначе-
ния класса точности приведены и объяснены в учебниках по мет-
рологии (например, в [9]).  

Способы повышения точности измерений для исследовате-
ля очень важны. Для достижения этой цели прежде всего надо 
понять, какая из составляющих общей погрешности – случайная 
или систематическая – в данном случае является основной. 
Именно ее и следует снижать в первую очередь, а затем перейти к 
устранению другой составляющей, меньшей по величине. Спосо-
бы устранения случайных и систематических погрешностей раз-
личны. Разумеется, существуют и общие рекомендации (тщатель-
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ное выполнение операций, описанных в методике; использование 
приборов высокого качества, поверенных с помощью надежных 
эталонов; оптимизация условий проведения измерений и т. п.), но 
этого недостаточно, нужны специализированные приемы. 

Снижение влияния случайных погрешностей достигается 
тремя основными способами: а) стабилизацией условий проведе-
ния измерений; б) увеличением числа повторных измерений; 
в) повышением количества и размера проб исследуемых материа-
лов. Стабилизация условий требует, чтобы все операции, выпол-
няемые исследователем, проводились на одних и тех же приборах, 
с применением одной и той же мерной посуды, одних и тех же рас-
творов и реагентов, одним и тем же человеком (этот подход иногда 
снижает не только случайную, но и систематическую погреш-
ность). Даже порядок смешивания реактивов должен быть строго 
одним и тем же. Влияние колебаний рН раствора при переходе от 
пробы к пробе можно устранить с помощью буферных растворов; 
влияние колебаний температуры – путем термостатирования ис-
следуемых проб. Колебания напряжения в сети не скажутся на ре-
зультатах, если включать измерительный прибор через дополни-
тельный стабилизатор. Список подобных рекомендаций можно 
продолжить, они специфичны для каждого метода. Стабилизация 
условий достигается и путем автоматизации измерений – компью-
терная программа, в отличие от человека-оператора, обеспечит для 
всех проб строго одинаковую методику измерений.  

Заманчивым приемом является увеличение числа повторных 
измерений. Как будет показано в гл. 3, увеличение в n раз числа 
повторных измерений снижает случайную погрешность среднего 
результата в n  раз. Однако этот прием неудобен – химические 
эксперименты и без того слишком длительны и трудоемки. Как 
правило, экспериментатор на каждом уровне факторов может 
провести лишь 2–3 повторных опыта. Кроме того, если основной 
вклад в общую погрешность фактора или параметра вносит ста-
дия пробоотбора (а так бывает нередко), то даже многократное 
измерение сигнала данной пробы не поможет добиться высокой 
точности результата. Необходимо случайным образом отбирать 
большее число проб исследуемого материала, использовать про-
бы большого объема, измельчать их, тщательно перемешивать 
весь материал, уменьшать массу пробы, затем проводить много-
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кратное измерение соответствующей физической величины и, на-
конец, усреднять полученные результаты.  

Для профилактики систематических погрешностей осо-
бенно важны: выбор оптимальной методики измерений, отделе-
ние и маскирование мешающих компонентов, правильная на-
стройка измерительных приборов, применение более чистых ре-
активов, выбор наиболее подходящих эталонов, а также исполь-
зование оптимального способа расчета параметра оптимизации. 
Полезными приемами являются рандомизация и релятивизация. 
Первый термин означает параллельное использование нескольких 
однотипных МВИ или измерительных приборов, отобранных 
случайным образом. Каждый прибор дает свою систематическую 
погрешность измерений, но для совокупности таких приборов их 
систематические погрешности переходят в разряд случайных, а 
влияние последних уменьшится после усреднения полученных 
результатов. Второй термин означает замену абсолютных изме-
рений относительными. 

 
2.5. Выбор аппаратуры  
До сих пор разные факторы и параметры, как и погрешно-

сти измерения соответствующих физических величин, рассматри-
вались нами по отдельности. Однако при планировании будущего 
эксперимента погрешности всех факторов должны рассматри-
ваться совместно. Только тогда экспериментатор сможет обосно-
ванно и правильно выбирать методики измерений, подбирать не-
обходимую измерительную аппаратуру, да и сами объекты иссле-
дований. В качестве примера рассмотрим методику органическо-
го синтеза, в которой параметром является выход целевого про-
дукта, а факторами – температура реакционной среды, концен-
трация реагента и время проведения реакции. Нельзя сопостав-
лять абсолютные погрешности этих факторов по их величине. 
Ведь сами факторы, как и их абсолютные погрешности, имеют 
совершенно разную размерность. Однако относительные погреш-
ности любых факторов – безразмерные величины, их можно и 
нужно сопоставлять, учитывая следующие положения:  

1. При правильном выборе аппаратуры, методики и объек-
тов исследования относительные погрешности разных факторов 
должны быть близки между собой. Бессмысленно измерять тем-
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пературу порядка 100 °С с помощью сверхточного электронного 
термометра с абсолютной погрешностью 0,01 °С (это даст 
δt ≈ 0,01 %), если время реакции порядка 50 минут измеряется с 
точностью до 1 минуты (δф ≈ 2 %), а концентрация реагента по-
рядка 0,5 моль/л – с точностью до 0,1 моль/л (δС ≈ 20 %).  

2. Если параметр Y функционально связан с несколькими 
факторами (например, Y = kX1X2…Xk) то относительная погреш-
ность результата (величина δY) в основном будет определяться 
погрешностью того фактора, который дает наибольшее значение 
относительной погрешности (δY ≈ δXmax). Относительная по-
грешность определения параметра может быть значительно 
больше относительной погрешности «худшего» фактора, но она 
не может быть меньше! Так, в приведенном примере выход реак-
ции не удастся оценить с погрешностью, меньшей 20 % отн. При 
повторении синтеза в тех же условиях результаты дублирующих 
экспериментов будут варьировать именно в таких пределах. Если 
же потребуется лучшая точность эксперимента (например, надо 
будет оценить выход продукта с погрешностью, не большей 
2 % отн.), следует изменить методику измерения концентрации, 
снизить величину δС до 1–2 %. 

3. Если для исследуемого объекта ожидается более сложная 
связь между параметром и факторами, не сводящаяся к формулам 
типа Y = kX1X2X3 , то для оценки точности измерения параметра Y 
следует учитывать не только относительную погрешность каждо-
го фактора, но и степень его влияния на параметр. Малозначимые 
факторы можно измерять и задавать с меньшей точностью, чем 
другие, и это не вызовет существенного ухудшения точности 
оценки Y. Данные об относительной значимости факторов полу-
чают в предварительных опытах.  

4. Бессмысленно использовать точные методики измерений 
и прецизионную измерительную аппаратуру, если конкретный 
образец, взятый для измерения свойств данного вещества, являет-
ся «нетипичным» или «плохо определенным». Процитируем 
классическое руководство [8] еще раз: «Было бы бесполезной 
тратой времени производить точные исследования какого-либо 
свойства воды, например ее электропроводности, на каком-
нибудь случайном образце неизвестного происхождения, но с 
чрезвычайной тщательностью и применяя ряд эксперименталь-
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ных приспособлений». Бесполезно было бы так же исследовать 
свойства «хорошо определенных» и «типичных» образцов, ис-
пользуя грубые методы, ведущие к большой относительной по-
грешности измерений.  

Подготовка к эксперименту не сводится к априорной оцен-
ке и сопоставлению погрешностей. Следует проработать литера-
туру по тематике данного исследования, заготовить все реактивы 
и растворы, собрать необходимое оборудование и провести его 
поверку, надо освоить все методики измерений. После этого пе-
реходят к составлению плана будущих опытов.  

  
2.6. Традиционная схема активного эксперимента  

и ее недостатки 
Классический подход к многофакторному активному экс-

перименту иногда называют схемой Гаусса–Зейделя [4]. Эта схе-
ма заключается в следующем: 

1. На основании априорной информации и интуиции иссле-
дователя выбирается один из факторов (Х1), влияющих на пове-
дение исследуемой системы, а также начальное значение фактора 
и шаг его изменения. 

2. Изменяют фактор Х1, сохраняя все прочие условия про-
ведения процесса на постоянном уровне и измеряя значение па-
раметра (функции отклика). Обычно при изменении фактора бе-
рут постоянный шаг и проводят 10–15 независимых опытов на 
разных уровнях. Интервал значений фактора, охваченный такой 
серией опытов, не должен быть узким, лучше, если величина фак-
тора меняется не менее чем на порядок. Данные этой серии опы-
тов заносят в таблицу, а затем строят график Y = f (X1). 

3. На основании полученных данных выбирают некоторое 
значение Х1 = a, устраивающее экспериментатора (отвечающее 
«наилучшему» значению Y), в дальнейшем это значение фикси-
руется.  

4. Меняют фактор Х2 и измеряют Y при Х1 = а и при прочих 
постоянных условиях. Это вторая серия опытов. На основании 
полученных данных строят зависимость Y = f (X2 ) и выбирают по 
ней «наилучшее» значение Х2 = b . 

5. Меняют третий фактор, измеряя Y при Х1 = а и Х2 = b 
(третья серия). 
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Далее можно таким образом оптимизировать четвертый и 
следующие факторы.  

Для двухфакторного эксперимента эту схему можно пока-
зать наглядно, если значения Х1 и Х2 откладывать на осях коорди-
нат, а одинаковые целочисленные значения Y соединять плавны-
ми линиями, как это делают на географических картах для линий 
высот или глубин. Тут полная аналогия с высотами – ведь по-
верхность отклика в трехмерном пространстве будет выглядеть 
как гора с высотой Ymax. Эта схема показана на рис. 3а. Может 
быть, здесь изображена зависимость выхода реакции от темпера-
туры и концентрации, а может быть – зависимость скорости кор-
розии от рН и содержания легирующего элемента в корродирую-
щем материале; в данном случае это все равно. Проведенные се-
рии опытов будут изображаться прямыми, проведенными парал-
лельно координатным осям. Полученные зависимости Y от Х1 и от 
Х2 показаны на рис. 3б и 3в. То, что зависимость Y от Х1, а также 
от Х2 описывается выпуклыми кривыми, имеющими максимум, 
соответствует схеме на рис. 3а. Но, как видно из этого рисунка, 
проведя две серии экспериментов, мы не вышли на экстремум! 
Значение Ymax находится вовсе не в точке перевала, т. е. в точке с 
координатами (а, b). Представьте себе туристов, которые, желая 
взойти на вершину горы, находящуюся на северо-востоке, пошли 
сначала на север, потом на восток и в результате, обогнув гору, не 
нашли ее вершину. Эта аналогия очень полезна – в главе 10 
мы рассмотрим этот пример снова, когда будем знакомиться с ме-
тодом крутого восхождения.  

 
Рис. 3. Классическая схема двухфакторного эксперимента. Поиск  
экстремума поверхности отклика по Гауссу-Зейделю: а) поверхность 
отклика; б) данные первой серии опытов; в) данные второй серии 
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Могли ли мы попасть к экстремуму, меняя факторы пооче-
редно? Все дело в форме поверхности отклика. А именно, если бы 
замкнутые кривые для фиксированных значений Y имели форму 
окружностей, поочередное варьирование факторов действительно 
привело бы нас к оптимальным условиям проведения процесса. А 
если бы кривые равного отклика из-за взаимодействия факторов 
имели форму эллипсов (как на рис. 3а) или сама поверхность от-
клика имела бы несколько локальных максимумов, то на основа-
нии проведенных серий опытов мы не только не вышли бы к 
«главному пику», но даже не получили бы верного представления 
о поверхности отклика. 

То, что тысячи исследователей в течение многих десятиле-
тий пользовались и пользуются классической схемой экспери-
мента, меняют факторы поодиночке, поочередно, объясняется 
очень просто. Во-первых, это естественное для человека стремле-
ние к упрощению, наглядности, а что может быть нагляднее, чем 
результат варьирования одного фактора? Во-вторых, сами иссле-
дуемые объекты были относительно простыми, допускали иссле-
дование факторов порознь. Да и экспериментальная техника была 
довольно грубой. В результате взаимодействие факторов не обна-
руживалось, и экспериментаторы достигали приемлемых для себя 
результатов. Но для более сложных объектов данные разных ав-
торов начинали противоречить друг другу, приходилось прово-
дить все новые и новые проверки. Например, исследователь А 
утверждал, что скорость некоторой реакции падает при подкис-
лении, исследователь Б – что она возрастает, а по данным иссле-
дователя С скорость вообще не зависит от рН. И правы все трое! 
Дело в том, что объект сложен, скорость зависит не только от рН, 
но и от температуры, и от начальных концентраций, причем фак-
торы действуют не аддитивно, а совместно, и влияние рН прояв-
ляется в разных условиях по-разному. А в другой, более простой 
реакции влияние рН не зависит от температуры и начальной кон-
центрации: в каких бы условиях не изучать это влияние – получа-
ем одинаковую зависимость скорости от рН. Обычно трудно оп-
ределить заранее, будут ли взаимодействовать факторы в иссле-
дуемой системе. 

Итак, классическая схема поочередного варьирования фак-
торов вполне применима к наиболее простым объектам исследо-
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вания, где факторы действуют независимо друг от друга и по-
верхность отклика не имеет каких-то изломов, локальных макси-
мумов и т. п. В более сложных системах классическая схема либо 
не позволяет получить однозначных выводов, либо потребует 
множества опытов, вплоть до перебора всех возможных состоя-
ний исследуемой системы, что на практике невозможно. 

 
2.7. Схема и план полного факторного эксперимента 

вида 2k 

Со времен Р. Фишера разработано множество схем много-
факторных экспериментов (полный факторный эксперимент, 
дробный факторный эксперимент, центральные композиционные 
планы, звездные планы, симплекс-планы и т. д.), выгодно отли-
чающихся от классической схемы Гаусса. Для этих планов харак-
терно:  

а) одновременное изменение факторов при переходе от 
опыта к опыту; б) минимизация числа опытов за счет уменьшения 
числа исследуемых уровней; в) такое расположение отдельных 
опытов в факторном пространстве, чтобы в дальнейшем можно 
было легко вычислить математическую модель методами регрес-
сионного анализа. Наиболее широко применяется схема полного 
факторного эксперимента (ПФЭ). В предложенных в 1951 г. Бок-
сом и Уильсоном планах ПФЭ каждый фактор задается всего 
лишь на 2 уровнях (сопоставьте: по классической схеме мы ис-
пользуем 10–15 уровней). Например, если в ПФЭ исследуется 
влияние температуры и концентрации, то мы можем проводить 
часть опытов при t = 30° , а другие – при 50°; часть опытов – при 
С = 0, а остальные – при С = 0,20 моль/л. В таком эксперименте 
можно провести всего 4 опыта, и мы исчерпаем все возможные 
сочетания уровней:  

Номер опыта Температура Концентрация 
1 30 0 
2 50 0 
3 30 0,20 
4 50 0,20 

Принято подобные планы записывать в условной форме, 
обозначая верхний уровень каждого фактора как (+1) или просто 
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(+), а нижний как (–1) или просто (–), т. е. кодируя натуральные 
значения переменных. Факторы записывают как Х1, Х2, и т. д. 
Матрица ПФЭ вида 23 (трехфакторный эксперимент с двумя 
уровнями по каждому фактору) после кодирования имеет вид: 

№ опыта X1 X2 Х3 
1 – – – 
2 + – – 
3 – + – 
4 + + – 
5 – – + 
6 + – + 
7 – + + 
8 + + + 

Видно, что 8 опытами мы исчерпали все возможные соче-
тания уровней. Легко показать, что при 4 факторах потребуется 
16 опытов, при 5 – 32 и т. д. Число независимых опытов вычисля-
ется по формуле N = 2k, где k – число исследуемых факторов. Для 
сложных объектов с 10–15 факторами число опытов все равно 
будет очень большим, в этом случае вместо ПФЭ применяют 
дробный факторный эксперимент (так называемую реплику). Со-
ответствующие планы описаны в литературе, например в [4].  

Чтобы самостоятельно записать матрицу ПФЭ для любого 
числа факторов, полезно запомнить, что знаки (–) и (+) для перво-
го фактора непрерывно чередуются; для второго фактора череду-
ются, повторяясь двойками (вначале два минуса, затем два плюса) 
(см. пример выше); для третьего фактора повторяются четверками 
(вначале четыре минуса, затем четыре плюса и т. д.), для сле-
дующего фактора – восьмерками и т. д.  

Такую матрицу записать очень легко, труднее на ее основе 
составить реальный план эксперимента. Для этого понадобится 
вначале выбрать центр плана, т. е. такую точку в факторном про-
странстве, от которой в равной степени будут удалены точки, со-
ответствующие координатам всех опытов начальной серии. Центр 
плана – это та «печка», от которой начинает «танцевать» исследо-
ватель, планируя ПФЭ. Нужно выбрать координаты центра по 
каждому из факторов с учетом его области допустимых значений. 
Например, если мы имеем возможность менять температуру в 
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пределах от 20 до 100 градусов, то для «центрального опыта» це-
лесообразно выбрать температуру где-нибудь в середине области 
допустимых значений – 50 или 60 градусов. Так же выберем ко-
ординаты «центра» по другим факторам. Реальный опыт в этой 
точке факторного пространства проводить не обязательно, центр 
плана нужен только для того, чтобы определить верхний и ниж-
ний уровни по каждому из факторов. 

В натуральных переменных (градусы, моль/л и т. п.) верх-
ний уровень по Х1 соответствует значению фактора в центре пла-
на (Xi0) плюс некоторый интервал варьирования I1 ; нижний – зна-
чению фактора в центре плана минус тот же интервал I1. Так же 
находят верхний и нижний уровни по другим факторам. Кодиро-
ванные значения фактора в принципе могут иметь и другие зна-
чения, кроме (+1) и (–1), например, при использовании получен-
ной модели для прогнозов или для оптимизации (см. лекцию 10). 
Связь между кодированными (безразмерными) значениями фак-
тора (их иногда выделяют жирным курсивом) и значениями его в 
натуральных переменных показывает соотношение: 

 Хi = (Xi – Xi0 ) / Ii . (2.10) 

Следует только помнить, что по каждому фактору мы берем 
свой интервал варьирования, и при его выборе учитываем ∂Хi – 
погрешность данного фактора (см. раздел 2.4). Учитывать надо и 
величину (Хi max – Хi min), т. е. ширину области допустимых значе-
ний. Должно выполняться условие: ∂Хi << Ii < (Хi max – Хi min).  

Пример 2-3. Исследуется радиационная полимеризация не-
которого мономера в растворе. В качестве параметра оптимиза-
ции взят выход полимера (Y, %), в качестве факторов – исходная 
концентрация мономера (C, г/л), температура раствора (t, 0С), 
мощность дозы (W, усл. ед.). Прочие условия опыта фиксируются 
на постоянных уровнях. Судя по предварительным эксперимен-
там, процесс полимеризации идет без осложнений, если С варьи-
рует в интервале от 0 до 50, t – от 20 до 80, W – от 200 до 10 000. 
Факторы можно задавать с погрешностью ∂ С = 1, ∂ t = 2, ∂W = 40. 
Составить план ПФЭ вида 23 . 

Решение. Выберем в качестве центра плана точку, лежащую 
примерно посредине области допустимых значений по каждому 
фактору С0 = 20, t0 = 50, W0 = 5000. В качестве интервалов варьи-
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рования берем ∆С = 10, ∆t = 15, ∆W = 500. Эти значения удовле-
творяют вышеназванным условиям, т. е. интервалы варьирования 
значительно превышают погрешности соответствующих факто-
ров, но существенно меньше ширины области допустимых значе-
ний. Рассчитаем координаты нижнего и верхнего уровней: С_ = 20 
– 10 = 10; С+ = 20 + 10 = 30. Аналогично для температуры: 35 и 
65, для мощности дозы: 4500 и 5500. Теперь подставим эти значе-
ния в таблицу, которую ранее записывали для ПФЭ 23 в общем 
виде. Добавим один столбец слева (NN – это номер опыта после 
рандомизации) и один справа для записи результата каждого 
опыта. 

Таблица 3 
План ПФЭ вида 23 для примера 2 -3 

№ опыта NN C t W Y 
1 3 10 35 4500  
2 7 30 35 4500  
3 4 10 65 4500  
4 1 30 65 4500  
5 2 10 35 5500  
6 6 30 35 4500  
7 5 10 65 5500  
8 8 30 65 5500  

Заполнение столбца NN называется рандомизацией (от анг-
лийского random – случайный). В теории планирования экспери-
мента данный термин означает случайный порядок выполнения 
опытов; такая операция очень нужна для повышения точности 
эксперимента, особенно при большой его длительности. В самом 
деле, если выполнять опыты в том порядке, в каком мы их запи-
сали в плане, т. е. сначала 4 опыта с меньшей дозой радиации, по-
том 4 с большей, то за время первых опытов могут измениться 
какие-то другие, неконтролируемые нами условия эксперимента, 
и влияние этого дрейфа мы потом не сможем отличить от влияния 
радиации. Чтобы этого не случилось, надо проводить все запла-
нированные опыты (в том числе и повторные) в совершенно слу-
чайном порядке. Для рандомизации можно использовать датчик 
или таблицу случайных чисел, а можно просто на листочках бу-
маги написать номера от 1 до 8 и, перемешав, вытягивать их. В 
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данном случае первым вытащили листок с цифрой 4; значит, 
опыт № 4 надо выполнять в первую очередь, потом – опыт № 5, 
потом № 1 и т. д. Если один опыт потребует целого дня, можно 
вместо NN поставить даты намеченных экспериментов и переста-
вить строки вышеприведенной таблицы, чтобы выполняемый 
первым опыт стоял в самой верхней строке таблицы. Ниже дана 
перестроенная таблица – календарный план. 

Таблица 4 
Календарный план ПФЭ вида 23 для примера 2-3  

с учетом рандомизации 

Дата C t I Y 
10.04 30 65 4500  
11.04 10 35 5500  
12.04 10 35 4500  
13.04 10 65 4500  
14.04 10 65 5500  
17.04 30 35 4500  
18.04 30 35 5500  
19.04 30 65 5500  

На этом подготовительную стадию эксперимента можно 
считать завершенной. Теперь, наконец, можно проводить опыты в 
соответствии с календарным планом, т. е. измерять значения Y в 
разных условиях и записывать их в последний столбец получен-
ной таблицы. Разумеется, измерения проводят многократно, запи-
сывают в таблицу все значения Y по каждому опыту и среднее 
значение параметра. А при проведении многопараметрического 
эксперимента мы вставили бы в таблицу еще несколько столбцов 
– для других частных параметров, а также для обобщенного па-
раметра. По полученным значениям Y можно будет вычислить 
математическую модель, учитывающую взаимодействие факто-
ров. Но при проведении измерений и вычислении математической 
модели надо учитывать правила статистической обработки экспе-
риментальных данных, учитывающие характер распределения 
случайных погрешностей измерения и позволяющие получать 
достоверные выводы. Эти правила и их обоснования будут рас-
смотрены в следующих главах. 

 

 58

Глава 3 
РЕЗУЛЬТАТ ИЗМЕРЕНИЯ  

КАК СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА 

 
3.1. Случайный характер результата измерения  
В ходе математической обработки экспериментальных дан-

ных результаты измерений (например, значения скорости корро-
зии, результаты химического анализа, выходы реакций органиче-
ского синтеза) считают случайными величинами. Это связано с 
двумя основными причинами:  

1) при повторном измерении той же величины прежний ре-
зультат, как правило, воспроизводится неточно, так как на саму 
эту величину и на процесс ее измерения влияет множество неучи-
тываемых и несогласованно меняющихся факторов, что приводит 
к случайным погрешностям;  

2) сам исследуемый объект часто имеет индивидуальные 
особенности (внутреннюю неоднородность или нестабильность 
свойств во времени), из-за чего каждая его часть, которую мы ис-
пользуем для измерений, случайным образом отличается по сво-
им свойствам от других частей и от усредненных свойств объекта 
в целом [10]. Так, если определение некоторой примеси в партии 
выпущенного на заводе каучука проводится по 5 пробам, то по-
лученное по ним среднее значение вовсе не обязательно соответ-
ствует уcредненному составу всей партии. Средний результат 
анализа ( x ) будет отличаться от истинного содержания этой 
примеси (Q) как из-за погрешностей анализа, так и вследствие 
случайного характера пробоотбора.  

Не следует думать, что измерение с одинаковой вероятно-
стью может привести к любому значению, от –∞ до +∞. Случай-
ный характер получаемых при измерении данных вовсе не озна-
чает их хаотичности. Конечно, нельзя заранее указать, какой ре-
зультат появится именно в данном измерении, но при рассмотре-
нии серии повторных измерений одной и той же величины можно 
заметить четкие закономерности. Как и другие случайные вели-
чины, результат измерения имеет определенную область возмож-
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ных значений (иногда говорят «область изменения» или «область 
варьирования»). Так, при определении SiO2 в горной породе ре-
зультат в любом случае попадает в интервал от 0 до 100 %.  

Полная характеристика случайной величины (в том числе 
результата измерения) требует, чтобы были указаны все ее воз-
можные значения и чтобы было определено, как часто она при-
нимает каждое из них. Для исследователя важно знать, какова 
вероятность получить при измерении тот или иной результат. Для 
разных результатов внутри области варьирования эти вероятно-
сти, как правило, неодинаковы (неравномерное распределение). 
Вероятность получения тех или иных результатов может быть 
задана в табличной форме, или с помощью графика, или с помо-
щью некоторых математических формул – функций распределе-
ния (в интегральной или дифференциальной форме). В этих фор-
мулах аргументом является значение случайной величины (или 
набор значений), а функцией – вероятность получить эти значе-
ния в ходе измерений. В дальнейшем мы рассмотрим, какие 
именно функции распределения описывают результаты реальных 
измерений, проведенных в ходе химического эксперимента. 

Поскольку результат измерения любого параметра оптими-
зации является случайной величиной, постольку для математиче-
ской обработки результатов измерений в химических исследова-
ниях могут и должны использоваться методы математической 
статистики и теории вероятностей.  

 
3.2. Выборки. Репрезентативность выборок  
Измерения обычно проводят так, чтобы выделить совокуп-

ности однотипных объектов. Объекты совокупности могут отли-
чаться друг от друга по одному или нескольким признакам (соот-
ветственно одномерные и многомерные совокупности), но они 
должны быть сходны между собой в других отношениях, качест-
венно однородны. Так, студенты одной и той же группы отлича-
ются друг от друга по массе тела и цвету глаз, но сходны между 
собой по возрасту и получаемой в вузе специальности. Различа-
ются между собой и повторные результаты анализа, но они одно-
родны, если относятся к одному и тому же исследуемому мате-
риалу; характеризуют содержание одного и того же компонента; 
выполнены в одной и той же лаборатории, одним и тем же лабо-
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рантом, по одной и той же методике; выражены в одних и тех же 
единицах и близки по своей числовой величине. В приведенных 
примерах мы видим количественно выраженный признак (масса 
тела, содержание примеси), который меняется (варьирует) при 
переходе от одного объекта к другому, от одного измерения к 
следующему. Числовое значение признака (в частности, результат 
измерения) называют вариантой, далее будем обозначать вариан-
ты как х1, х2, .... хi ...., хn . Если в совокупность входит n однотип-
ных объектов, то соответственно будет получено n вариант. Здесь 
n – объем совокупности.  

Признак может выражаться качественно, примером может 
быть видимая окраска раствора. Но всегда следует стремиться к 
количественному выражению признака. Например, исследуя се-
рию растворов, желательно регистрировать не только видимую 
окраску каждого раствора (его цвет), но и спектры этих раство-
ров, а затем указывать для каждого раствора положение спек-
трального максимума, выражая его в нанометрах или в других 
единицах.  

Если признак может выражаться только определенным на-
бором чисел (например, целыми числами или числами, кратными 
какой-то постоянной величине), совокупность называют дис-
кретной. Такие совокупности часто встречаются в биологии (на-
пример, число зубов у отдельных людей варьирует, но оно обяза-
тельно целочисленное!), демографии, социологии. В атомной фи-
зике и спектроскопии распространены квантованные величины; 
все они также образуют дискретные совокупности. Измеряемые 
же химиками величины обычно не квантованы, мы в основном 
имеем непрерывные совокупности, где варианты могут прини-
мать любое значение внутри некоторого интервала. Так, при из-
мерении рН серии водных растворов все результаты будут при-
надлежать к интервалу (0, 14), но каждый из них в зависимости от 
состава раствора может быть каким угодно, а не только целочис-
ленным или кратным некоторой другой величине. Именно такие 
совокупности мы будем в дальнейшем рассматривать. Для них 
функции распределения непрерывны и дифференцируемы.  

Следует только учесть, что результаты измерения непре-
рывной случайной величины записываются экспериментатором с 
учетом погрешности измерений (цены деления и т. п.), а потому 
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число возможных результатов ограничено. Если измерять рН с 
точностью до 0,1 единицы, то в области (0, 14) окажется всего 140 
возможных уровней рН; если перейти к прибору, позволяющему 
вести измерения с точностью до 0,01 единицы, получим 1 400 
уровней, и т. д. Число же вариант в совокупности результатов из-
мерений может быть бесконечно большим, ведь варианты могут 
повторяться на одном и том же уровне.  

Полную характеристику исследуемого материала (процес-
са, явления и т. д.) дает только генеральная совокупность вари-
ант, в которую входят все объекты данного вида. В частности, 
генеральную совокупность образуют все возможные результаты 
измерения некоторой величины с учетом вероятности получения 
каждого результата. Объем генеральной совокупности теоретиче-
ски не ограничен, возможно, n = ∞. Вместе с тем любой исследо-
ватель по экономическим и другим соображениям проводит лишь 
небольшое число измерений интересующей его величины и имеет 
в своем распоряжении лишь ограниченное число вариант. Подоб-
ные совокупности называют выборками; имеют в виду, что вхо-
дящие в них результаты измерений как бы «случайно выбраны» 
из генеральной совокупности всех возможных измерений той же 
величины. Выборочный метод – один из основных принципов на-
учного исследования не только в химии, но и в науке в целом.  

Одной и той же генеральной совокупности может соответ-
ствовать множество выборок. Варианты любой из них сходны 
друг с другом по своей числовой величине, но по некоторым при-
знакам могут отличаться от других вариант из той же генераль-
ной совокупности, например, по методике или по времени прове-
дения измерений. Если в генеральной совокупности и в выборке 
из нее наблюдается один и тот же характер распределения вари-
ант, выборку называют репрезентативной (представительной). 
Поскольку о свойствах исследуемого объекта судят не по гене-
ральной совокупности измерений, а по некоторой выборке из нее, 
то эта выборка обязана быть репрезентативной. Так, желая опре-
делить соотношение между частотой рождения мальчиков и де-
вочек, никто не подсчитывает, сколько мужчин и женщин было 
рождено на Земле «от сотворения мира» до начала подсчета и 
сколько еще их должно родиться. Исследователь-демограф счита-
ет, сколько мальчиков и девочек родилось, скажем, за месяц в не-
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котором городе (по данным роддома или ЗАГСа), т. е. делает не-
большую выборку и определяет по ней интересующее его соот-
ношение. Для проверки то же соотношение он определяет и по 
другим выборкам – за другие месяцы или по другим местностям. 
Для большей достоверности выводов рекомендуется делать 
больше независимых выборок и увеличивать объем каждой из 
них. Если результаты обработки разных выборок с достаточной 
точностью совпадут, выборки считают репрезентативными. 
Только в этом случае полученные данные можно использовать 
для характеристики генеральной совокупности и делать по ним 
выводы о свойствах объекта в целом.  

Репрезентативность выборки определяется методикой из-
мерений, в частности методикой пробоотбора. Из-за непродуман-
ного способа получения исходных данных многие выборки ока-
зываются нерепрезентативными, неправильно передают характер 
генеральной совокупности. Так, если исследователь-демограф, 
изучающий соотношение численности мужчин и женщин, будет 
брать исходные списки не из материалов переписи всего населе-
ния, а в роддомах, в штабах воинских частей или в деканате хи-
мического факультета, то как бы тщательно он потом ни прово-
дил подсчеты, его выводы будут заведомо неверными. Об этом 
будут, в частности, свидетельствовать резкие отличия в исходных 
выборках, «штабная» и «деканатская» выборки будут совершенно 
непохожи друг на друга по своим характеристикам!  

Для получения репрезентативных выборок каждая наука 
имеет свои правила. Так, нельзя получить верных выводов о со-
ставе почвы на некотором поле, анализируя единичный образец 
или отбирая несколько образцов только в одном месте, в агрохи-
мии существуют определенные правила пробоотбора. 

Отметим, что часто экспериментаторы регистрируют не все 
результаты проведенных ими измерений, а только те, которые 
они субъективно считают «правильными», т. е. отвечающими за-
ранее выдвинутой гипотезе. Это грубое нарушение репрезента-
тивности, которое приведет к совершенно неверным выводам о 
свойствах изучаемого объекта.  

Чем больше объем репрезентативной выборки, тем ближе 
ее параметры к параметрам генеральной совокупности. Это по-
ложение известно под названием «закона больших чисел» (есть и 
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другие формулировки того же закона). Данный закон долго счи-
тали препятствием для применения количественных методов в 
естественных науках (слишком малые выборки обычно имеют в 
своем распоряжении исследователи!). Иногда из-за этого обстоя-
тельства делали даже философский вывод о принципиальной не-
познаваемости реальных явлений: нужны-де для этого генераль-
ные совокупности, а у вас всегда только выборки! Но развитие 
микростатистики в работах В. Госсета2 (1908 г.) и других авторов 
позволило с заданной вероятностью предсказывать свойства ге-
неральной совокупности на основе небольших репрезентативных 
выборок. 

 
3.3. Выборочные параметры  
Для выборок малого объема можно вычислить некоторые 

параметры. Их рассчитывают без всяких априорных допущений о 
характере распределения вариант; это эмпирические характеристи-
ки. Выборочные параметры разделяют на две большие группы: 

1. Характеристики центра рассеяния (среднее арифмети-
ческое, среднее геометрическое, мода, медиана и др.). Среднее 
арифметическое x = 1/n Σхi – наиболее важная из характеристик 
этой группы. Если число вариант велико и результаты были клас-
сифицированы, среднее арифметическое рассчитывают с учетом 
заселенности каждого класса по формуле x  = Σ f i xdi .  

Доказано, что если нет систематических ошибок, то при 
достаточно большом (n > 30) числе повторных измерений x  ≈ Q, 
где Q – действительное значение измеряемой величины, т. е. x  
приблизительно соответствует «правильному» измерению. Но 
при малых n не следует пренебрегать возможностью случайного 
отличия найденного среднего арифметического от истинного зна-
чения измеряемой величины, даже если выборка репрезентативна. 
Для оценки Q в этих случаях рассчитывают доверительные ин-
тервалы. 

Среднее геометрическое gx  используют в тех случаях, ко-
гда предполагают, что распределение имеет логарифмически 
нормальный характер, например, при определении «следов» или 
обработке полуколичественных результатов измерений с очень 
                                                   

2 Он писал под псевдонимом Стьюдент. 
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большим разбросом вариант. Варианты с отрицательными или 
нулевыми значениями при расчете gx  отбрасывают. Применяют 
формулы:  

 n
ng x....xxxx ⋅⋅⋅ 321 =  или   lg gx  = 1/n ∑

n

1
  lg ix . 

Мода (Мо) – наиболее часто встречающаяся в выборке ва-
рианта, она соответствуют максимуму на гистограмме, т. е. сред-
нему значению признака в наиболее заселенном классе. Медиана 
(Ме) – значение варианты, которое стоит точно посередине ран-
жированной совокупности. Так, при четном n медиана – полу-
сумма двух вариант, стоящих посередине ряда; при нечетном – 
варианта, равноотстоящая от обоих концов ряда. Так, в выборке 
5, 7, 8, 10 медиана равна (7+8) : 2 = 7,5; в выборке 5, 8, 10 медиана 
равна 8. Моду и медиану используют для больших совокупно-
стей, они мало чувствительны к характеру разброса вариант отно-
сительно центра рассеяния. Приблизительное равенство моды, 
медианы и среднего арифметического указывает на симметричное 
распределение вариант в выборке.  

2. Характеристики степени рассеяния вариант относи-
тельно некоторого центра рассеяния (практически всегда – отно-
сительно x ). В эту группу выборочных параметров входят дис-
персия, среднее отклонение, стандартное отклонение, относи-
тельное стандартное отклонение, коэффициент вариации, размах 
и некоторые другие характеристики. 

Дисперсия обозначается как S2 и рассчитывается по форму-
ле (3.1). Она имеет размерность. 

 S 2 = 
( )

1
1

2

−

∑ −

n

xx
n

i
. (3.1) 

Величина выборочной дисперсии (S2), полученная по ре-
зультатам n повторных независимых измерений одной и той же 
случайной величины, при n → ∞ стремится к предельному значе-
нию, называемому дисперсией генеральной совокупности и обо-
значаемому как σ 2. Обычно в химических исследованиях величи-
ну σ 2 оценивают по формуле (3.2), применимой при n >30: 
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 σ 2 ≈ 
( )

n

xx
n

i∑ −
1

2

. (3.2) 

Дисперсии используют при сравнении выборок, а также при 
выявлении относительного вклада разных факторов в общую по-
грешность измерений (дисперсионный анализ). Расчеты диспер-
сий по приведенным выше «классическим» формулам без компь-
ютера или программируемого микрокалькулятора требуют слиш-
ком много времени. Для облегчения расчетов применяют ряд 
приемов:  

1) все варианты увеличивают или уменьшают на постоян-
ную поправку А (обычно берут целочисленную ). Так, вместо то-
го, чтобы обрабатывать выборку 101, 103, 98, 100, 99, можно вос-
пользоваться выборкой 1, 3, –2, 0, –1. Дисперсия при таком пре-
образовании не изменится;  

2) все варианты выборки можно заранее увеличить в 10n 
раз, до целочисленных значений. Получив дисперсию по новой 
выборке, ее умножают на 10–2n ;  

3) при расчетах дисперсий можно использовать формулы, 
не содержащие отклонений отдельных вариант от среднего ариф-
метического: 

 S2 = ( )22

1
1 xnx

n i −
−

Σ  = ( )











−
ΣΣ −

n
xx

n
i

i

2
2

1
1 . (3.3) 

Если случайные величины (результаты измерений) склады-
вают, или перемножают, или совершают какие-то другие дейст-
вия над случайными величинами, то дисперсию результата вы-
числяют по особым правилам (см. [9]). В ряде руководств выбо-
рочные дисперсии обозначают иными символами (V или D). 

Стандартное отклонение – основная характеристика раз-
броса вариант. Имеет ту же размерность, что и сами варианты. 
Эту величину также называют средней квадратической ошибкой 
или средним квадратическим отклонением отдельного измерения. 
Для характеристики небольших выборок (n< 30) используют вы-
борочное стандартное отклонение S, рассчитывая его по формуле 
(3.4): 
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( )

1
1

2

−

−∑

n

xx
n

i
 (3.4) 

 σ ≈ 
( )

n

xx
n

i∑ −
1

2

.   (3.5) 

Стандартное отклонение генеральной совокупности обо-
значают σ и при n > 30 оценивают его по формуле (3.5). В обоих 
случаях берут только положительное значение корня.  

Относительное стандартное отклонение Sr – безразмер-
ная величина, которую находят при делении S на x . Это очень 
важный показатель, характеризующий воспроизводимость (схо-
димость) методики измерений. Коэффициент вариации W (или 
cv) – то же, что и относительное стандартное отклонение, но вы-
раженное в процентах. Очевидно, W= 100 Sr . 

Среднее отклонение D = 1/n Σ|хi – x | широко использова-
лось в прошлом, но сейчас выходит из употребления, так как ве-
личина D не входит в формулы, описывающие теоретические 
распределения случайных величин. Для расчета D отклонения 
отдельных вариант от среднего арифметического берут по моду-
лю, иначе они бы при суммировании компенсировали друг друга. 

Размах R равен разности хmax – хmin. Считать его легко, но по 
величине R нельзя судить о характере распределения вариант в 
выборке. Хотя размах не является основной характеристикой вы-
борки, в некоторых случаях можно использовать его для оценки 
гораздо более важного выборочного параметра – стандартного 
отклонения. Дин и Диксон предложили вместо трудоемкого рас-
чета S умножать размах R на некоторый табличный коэффициент 
k*, зависящий от числа вариант в выборке. Так, по Дину и Диксо-
ну для n =5 k* =0,43. Примером может быть выборка 14,5; 14,7; 
14,3; 14,4; 14,1. В данной выборке размах равен 0,6; величина S 
примерно равна 0,6 · 0,43 ≈ 0,26. Обычный метод расчета дает 
S = 0,22. Расхождение относительно невелико. Однако метод Ди-
на и Диксона следует применять очень осторожно, так как пра-
вильные результаты получаются лишь при отсутствии грубых 
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промахов (размах очень чувствителен к ним) и лишь при нор-
мальном распределении. 

Наиболее важные параметры выборки – среднее арифмети-
ческое и стандартное отклонение. Именно их используют, прове-
ряя характер распределения. 

 
3.4. Гистограммы. Функции распределения 
Выше уже указывалось, что варианты следует записывать в 

лабораторный журнал с учетом погрешности применяемой мето-
дики измерений (сомнительной должна быть последняя оставляе-
мая при округлении цифра). Если варианты получены при по-
вторном измерении свойств одного и того же объекта или при ис-
следовании однотипных образцов, полученных из одного объекта 
(«параллельные пробы»), то варианты записывают в порядке по-
лучения.  

После записи всех вариант некоторой совокупности иссле-
дователь обычно проверяет наличие промахов – вариант, резко 
отличающихся по величине от всех остальных вариант данной 
совокупности, обычно из-за грубых ошибок самого исследовате-
ля, – а затем исключает их. Однако с этой операцией не следует 
спешить. Способы отбраковки грубых промахов обычно выбира-
ют в зависимости от того, по какому закону распределены вари-
анты в генеральной совокупности измерений, проводимых по 
данной методике, а это известно далеко не всегда. Соответст-
вующие алгоритмы будут описаны позднее. 

Результаты повторных измерений в достаточно длинной их 
серии могут систематически сдвигаться в меньшую (или, наобо-
рот, большую) сторону. Это явление называют дрейфом. Оно вы-
зывается не случайными погрешностями измерений, а системати-
чески действующим фактором, например, постепенным окисле-
нием проб после их отбора. Для выявления дрейфа используют 
разные статистические алгоритмы, например, разбивают иссле-
дуемую выборку на две части (в порядке получения вариант), а 
затем определяют статистическую достоверность различия сред-
них значений, полученных для этих частей (двух малых выборок). 
При наличии дрейфа нельзя ни усреднять варианты, ни рассчиты-
вать другие параметры выборки.  
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Выборки большого объема принято ранжировать, т. е. пе-
реписывать все полученные варианты в порядке возрастания х 
от хmin до хmax, а не в порядке получения вариант в ходе экспери-
мента. При этом обращают внимание на повторяемость отдель-
ных вариант.  

Для того чтобы наглядно представить, как именно распре-
делены варианты в выборке, выборки большого объема группи-
руют, т. е. их варианты разносят по классам одинаковой ширины. 
Затем подсчитывают, сколько вариант окажется в каждом классе. 
Границы классов стараются проводить по целочисленным значе-
ниям х. Число классов (nd) берут от 4–5 до 10–15. Разумеется, чем 
больше объем выборки, тем больше может быть и nd . Ширину 
класса (d) выбирают так, чтобы d · nd ≥ R. Как исключение, допус-
кается лишь увеличение ширины двух крайних классов. Чтобы не 
было никаких сомнений, к какому классу отнести «пограничную» 
варианту, верхняя граница одного класса не должна совпадать с 
нижней границей следующего. Эти границы должны отличаться 
на абсолютную погрешность измерений. После разнесения всех 
вариант для каждого класса рассчитывают заселенность m (эту 
же величину называют частотой) и относительную частоту 
f = m/n. Среднее значение признака в каждом классе (хdi) иногда 
используют для расчета выборочных параметров. 

После классификации получаем таблицу (вариационный 
ряд), показывающую, как часто в выборке встречаются варианты 
каждого класса. Полученные данные можно представить графи-
чески, в виде гистограммы. Это набор прямоугольников, высота 
которых равна m (или m/n), а основание – соответствующий гра-
ницам класса отрезок оси абсцисс. Иногда вместо гистограмм 
строят полигоны. Так называют ломаные линии, соединяющие 
точки в середине каждого класса на высоте, равной m/n. 

Пример 3-1. Содержание бензола в одной и той же пробе оп-
ределяли 18 раз. Построить гистограмму. Найденные значения (в %):  

35,0 37,5 42,3 32,3 38,4 36,6 41,7 37,5 39,1 
36,0 37,5 36,2 36,5 36,6 40,2 36,8 38,9 36,9  

Решение. Проверка не выявила промахов и дрейфа. Ранжи-
руем выборку: 32,3  35,0  36,0  36,2  36,5  (36,6)2  36,8  36,9  (37,5)3 
38,4  38,9  39,1  40,2  41,7  42,3 . 
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Запись (36,6)2 означает, что этот результат в выборке по-
вторяется два раза. Размах R равен 42,3 – 32,3 = 10. Чтобы клас-
сифицировать выборку, введем 6 классов шириной по 2 единицы, 
начиная с 32,0. Тогда классы в сумме перекроют размах выборки. 
Результаты представим в виде таблицы (табл. 5), а затем постро-
им гистограмму (рис. 4).  

Таблица 5 
Классификация вариант в выборке результатов анализа  

для примера 3-1 

Н
о
м
е

Гр
ан
иц
ы 

Ча
ст
о-
та, 

Отн. 
част
ота,  

f  1  32,1–34,0  1  0,056 
2 34,1–36,0  2  0,111 
3 36,1–38,0 9  0,500 
 4 38,1–40,0  3 0,167 
5  40,1–42,0 2 0,111 
6  42,1–44,0 1 0,056 

 
Рис. 4. Гистограмма, характеризующая распределение вариант  

в примере 3-1 
 
Изучение гистограмм позволяет выявить важные свойства 

совокупностей: 
1. Унимодальность. Как правило, результаты измерений 

дают один максимум на гистограмме, т. е. наибольшую заселен-
ность имеет один класс, называемый модальным. В примере 3-1 
модальный класс 36–38, а мода равна 37,0. Иногда эксперимента-
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тор получает данные, при представлении которых гистограммой 
появляются два максимума. Однако большие по объему совокуп-
ности, имеющие два отчетливо выраженных максимума на гисто-
грамме, обычно внутренне неоднородны и могут быть разбиты на 
две (или более) независимые однородные выборки. Так, при из-
мерении длины ступни в большой совокупности людей (это де-
лают для планирования выпуска обуви разных размеров) получа-
ют среднее арифметическое, равное 39,5 условных единиц. Но 
гистограмма, построенная по полученным данным, имеет два 
максимума – около 37,5 и 42,0 единиц. Причина ясна: 37,5 – мода 
для женской обуви3, 42,0 – для мужской. Исследователям надо 
было все результаты измерений разбить на две выборки, т. е. изу-
чать распределения длины ступни у женщин и мужчин по отдель-
ности. Заметим, что найденное по внутренне неоднородной вы-
борке среднее значение 39,5 соответствует обуви, которая, воз-
можно, понадобится лишь немногим мужчинам и женщинам, оно 
лежит в минимуме гистограммы, между горбами.  

В химическом эксперименте получают внутренне неодно-
родные совокупности, когда часть результатов отягощена сис-
тематической ошибкой. То же может произойти, если смешива-
ют результаты измерения одной и той же величины по двум раз-
ным методикам. Выявить такие «сюрпризы» без построения гис-
тограмм трудно. Пример с обувью показывает, что усреднять ва-
рианты внутренне неоднородной совокупности нельзя, и вообще 
никакая статистическая обработка к таким совокупностям не 
применяется.  

2. Симметрия. Как правило, реальные гистограммы сим-
метричны. Мода расположена в середине размаха и близка к 
среднему арифметическому. Гистограммы могут оказаться не-
симметричными из-за неверно выбранной размерности признака 
– скажем, следовало бы брать не просто содержание какой-то 
микропримеси, а логарифм этого содержания. Такое преобразо-
вание первоначально измеренного признака требуется при очень 
сильном варьировании его, когда значения х отличаются на поря-
док и более. После логарифмирования гистограмма становится 
симметричной. Изредка асимметрия является действительным 

                                                   
3 Не путать с модными фасонами! 
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свойством выборки, не устраняемым при логарифмировании (не-
симметричные распределения).  

3. Форма гистограмм. Малые отклонения от центра рассея-
ния обычно встречаются чаще, чем большие. Крылья гистограм-
мы снижаются в обе стороны. При многократном повторении из-
мерений не исключены даже очень большие отклонения от центра 
рассеяния, они только маловероятны.  

4. Вырождение в плавную кривую. С увеличением объема 
совокупности мы сможем при построении гистограммы увеличи-
вать число классов и уменьшать ширину каждого из них. В этом 
случае при n→ ∞  гистограмма или полигон превратятся в плав-
ную кривую (рис.5). Эта кривая будет характеризовать уже не 
данную выборку, а всю генеральную совокупность, даст полную 
характеристику объекта по исследуемому признаку. Гистограмма 
по заселенностям (частотам) превратится в кривую, которую назы-
вают дифференциальной функцией распределения, или функцией 
плотности вероятности. Ее описывает некоторая алгебраическая 
формула вида y = f (x), где y = lim m/n при n → ∞ . 

 

 
а) б) в) 

Рис. 5. Получение дифференциальной функции распределения:  
а) n = 30; nd = 7 (7 классов); б) n = 1000, nd = 70 классов; в) n = ∞, nd = ∞ 

 
Интересно и очень важно то, что самые разные объекты ис-

следования, самые разные методики измерений приводят всего 
лишь к нескольким функциям распределения. Известны нормаль-
ное распределение, логнормальное, равномерное, биноминальное, 
экспоненциальное; распределения Пуассона, Стьюдента, Вейбул-
ла, Коши и некоторые другие теоретические распределения, ред-
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ко описывающие результаты реальных измерений. Исследователь 
должен помнить, что математическую обработку эксперимен-
тальных данных проводят по-разному, в зависимости от того, ка-
кому теоретическому распределению подчиняется совокупность 
полученных данных. Если оно не было известно до начала стати-
стической обработки, то придется проверить характер распреде-
ления полученных данных. Обычно для этого по выборке рассчи-
тывают некоторые эмпирические параметры, а затем сопоставля-
ют их с табличными характеристиками известных распределений 
(прежде всего с характеристиками нормального распределения). 
При таком сопоставлении используют некоторые численные кри-
терии. Описание соответствующих алгоритмов приведено в сле-
дующих главах этой книги.  
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Глава 4 
НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

  
4.1. Проверка характера распределения 
Проверка характера распределения вариант совершенно 

обязательна при аттестации новой методики измерений (напри-
мер, методики анализа) или перед началом большой серии изме-
рений, проводимых по одной и той же методике. Если в описании 
некоторой методики измерений уже указано, к какому распреде-
лению результатов она приводит, то дополнительную проверку 
проводить не обязательно. Для проверки потребуется сделать до-
вольно много (обычно не менее 30) измерений и вычислить выбо-
рочные параметры S и x . Затем проверяют, согласуются ли экс-
периментальные данные с предположением о нормальном (наи-
более часто встречающемся на практике) характере их распреде-
ления. Для этого либо вычисляют асимметрию и эксцесс полу-
ченной выборки (упрощенный способ), либо сопоставляют по 
критерию Пирсона близость полученной в эксперименте гисто-
граммы к теоретической кривой нормального распределения. 
Второй способ сложнее, но дает более надежные результаты (см. 
главу 6). Его лучше использовать при наличии компьютерной 
программы.  

Разберем первый способ. Коэффициент асимметрии g нахо-
дят по формуле 

 g = 
3

3
i( x x )

n S
−

⋅
∑ . (4.1) 

Можно предварительно разнести варианты по классам, а за-
тем рассчитывать величину g по средним значениям признака в 
каждом классе и относительным заселенностям классов. Этот 
способ используется химиками редко. 

В симметричных распределениях, в частности, при нор-
мальном распределении вариант, значение g должно быть равно 0 
или незначительно от него отличаться. Так, в явно симметричной 
выборке 34, 32, 36 среднее значение равно 34, отклонения соот-
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ветственно равны 0, –2 , +2 , их кубы – 0, –8, +8, а сумма кубов и 
коэффициент асимметрии равны 0. Если g >> 0 (левосторонняя 
асимметрия) или g << 0 (правосторонняя ), то распределение не-
симметрично, а следовательно, не может быть нормальным (рис. 
6). Асимметрия считается статистически доказанной, если значе-
ние g по модулю превосходит некоторое критическое значение 
gкрит, приведенное в приложении 3А. На практике распределение 
считают асимметричным, если коэффициент асимметрии в три и 
более раз превосходит по модулю некоторый критерий Sg , кото-
рый вычисляют по формуле: 

 Sg = 
)n)(n(

)n(
31

16
++

− . (4.2) 

 

g > 0 g ≈ 0 g < 0 

 
Рис. 6. Гистограммы выборок при разных значениях  

коэффициента асимметрии 
 
Кроме асимметрии, распределение должно быть проверено 

по эксцессу (рис.7). О наличии эксцесса судят по коэффициенту E:  

 E = ( ) 34

4

−
⋅

−∑
Sn

xxi . (4.3) 

Для нормального распределения вариант величина E долж-
на быть приблизительно равной 0. Отличие Е от нуля может быть 
статистически незначимым, поэтому сравнивают величину Е (по 
модулю) с его критическим значением Eкрит , приведенным в таб-
лицах (приложение 3B). Достоверным вывод о наличии эксцесса 
будет лишь при выполнении условия: | E | > Eкрит . Другой способ 
– проверить выполнение условия | E | > tSe , где Se – рассчитыва-
ют по формуле (4.4), а t – коэффициент Стьюдента, зависящий от 
объема выборки и желаемой надежности вывода. 
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 Se = 
)n)(n()n(

)n)(n(n
531

3224
2 ++−

−− . (4.4) 

На практике считают достаточным, чтобы значение Е пре-
восходило (по модулю) величину Se в три раза, это уже указывает 
на достоверное отличие от нормального распределения.  

Если методика должна приводить к нормальному распреде-
лению, а на практике получено статистически значимое отрица-
тельное значение Е, то это говорит о внутренней неоднородности 
выборки, например, о наличии в части измерений систематической 
ошибки. Положительный эксцесс может указывать на неслучайный 
характер отбора вариант (например, на подгонку данных под же-
лаемый средний результат измерения, т. е. на фальсификацию).  

Если и g, и Е оказались незначимы, то можно считать, что 
методика измерений приводит к нормальному распределению. 
Правда, теоретически возможны и другие распределения с нуле-
выми значениями асимметрии и эксцесса, поэтому нормальный 
характер распределения вариант нельзя считать абсолютно дока-
занным. Для большей гарантии можно провести проверку распре-
деления по более строгому критерию Пирсона (приложение 3С). 
Если же хотя бы один из вычисленных параметров (g или Е) ста-
тистически значим, можно утверждать, что исследуемая величина 
распределена не по нормальному закону. 

 
Рис. 7. Гистограммы выборок при разных значениях  

коэффициента эксцесса 
 
Обратите внимание, что по значениям g и Е мы не можем 

определить, какое именно из «ненормальных» распределений 
имеет место в данном случае! Чтобы узнать это, придется после-
довательно проверять другие возможные распределения. Соот-
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ветствующие алгоритмы описаны в монографиях по математиче-
ской статистике [11; 12]. Для подбора подходящего распределе-
ния измеряемой величины желательно построить гистограмму и 
сравнить ее форму с кривыми, характерными для разных теорети-
ческих распределений. 

 
4.2. Происхождение и свойства нормального 

распределения 
В химических исследованиях наиболее часто приходится 

встречаться с нормальным распределением вариант. Оно появля-
ется в следующих случаях:  

1) если отклонения х от среднего значения вызываются в хо-
де измерений одновременным, несогласованным и разнонаправ-
ленным действием многих факторов примерно одинаковой значи-
мости (следствие из известной предельной теоремы Ляпунова);  

2) если варианты представляют собой средние значения из 
каких-то малых выборок, относящихся к одной и той же гене-
ральной совокупности;  

3) если при повторных измерениях отклонения вариант от 
центра их рассеяния вызываются действием единственного фак-
тора (меняющегося от измерения к измерению), то и в этом слу-
чае х может иметь нормальное распределение. Может, но не обя-
зательно имеет – все дело в том, что за фактор, как именно он 
варьирует и как действует на процесс измерения. 

В ходе химического анализа отклонения вариант обычно 
бывают связаны с действием множества несогласованных и раз-
нонаправленных факторов приблизительно одинаковой значимо-
сти (что соответствует случаю 1). Поэтому результаты анализов, 
как правило, распределены по нормальному закону. Бывают и ис-
ключения. Результаты полуколичественных анализов при очень 
низком содержании определяемой примеси (близком к ее пределу 
обнаружения) обычно подчиняются так называемому логарифми-
ческому нормальному распределению. А если методика анализа 
основана на подсчете импульсов или частиц (дискретные сово-
купности), наблюдается распределение Пуассона. Однако чем 
больше число учтенных импульсов, тем ближе распределение 
Пуассона к нормальному, различием в характере распределений 
можно будет пренебречь [13].  
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При нормальном распределении случайной величины диф-
ференциальная функция распределения описывается функцией 
Гаусса:  

 y = f(х) = 
22

2

2
1 σ

µ

πσ

)x(

e
−

−

⋅
⋅

, (4.5) 

где y – плотность вероятности – соответствует вероятности по-
падания единичной варианты в бесконечно малый интервал от х 
до х + dх. Вид функции распределения зависит от величин σ и μ, 
входящих в формулу (4.5) и называемых параметрами нормально-
го распределения. Отметим, что каждое теоретическое распреде-
ление имеет свой набор параметров, которые не следует путать ни 
с выборочными параметрами, ни с параметрами оптимизации, 
непосредственно измеряемыми в ходе эксперимента. Число пара-
метров произвольного теоретического распределения может быть 
и больше, и меньше двух. Так, распределение Пуассона характе-
ризуется единственным параметром µ.  

 В формуле (4.5) σ – стандартное отклонение генеральной 
совокупности, характеризующее воспроизводимость данной ме-
тодики измерений; µ – математическое ожидание случайной ве-
личины х, т. е. среднее арифметическое всех вариант соответст-
вующей генеральной совокупности. В отсутствие систематиче-
ских ошибок измерения величина µ соответствует действитель-
ному значению измеряемой величины, т. е. µ = Q. Геометрически 
функция Гаусса имеет вид симметричной кривой с единственным 
максимумом, причем положение максимума определяется вели-
чиной µ, а высота и полуширина этой кривой (гауссианы) – вели-
чиной σ (рис.8). Зная µ и σ для данной совокупности, можно рас-
считать вероятность P попадания результата единичного измере-
ния (величины x) в любой заданный интервал (а, b). Для этого на-
до взять определенный интеграл:  

 P(a, b) = ∫∫
−−

⋅=⋅
b

a

)x(b

a
dxedxy 2

2

2
 

2
1 σ

µ

πσ
.  (4.6)  
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Рис. 8. Кривые нормального распределения 

 
Рассчитывать интегралы вида (4.6) сложно, а устанавливать 

их табличные значения нецелесообразно, так как для каждой па-
ры µ и σ пришлось бы составлять свою таблицу. Поэтому решая 
задачи, связанные с нормальным распределением, значения х вы-
ражают, пользуясь новой переменной U = (х – µ) / σ. Вследствие 
такой операции на графике, показывающем распределение ре-
зультатов измерений, центр распределения сдвигается в начало 
координат, т. е. точке с х = µ будет соответствовать U = 0 и мак-
симальное значение функции y. Значению х, которое на 2σ пре-
восходит µ, будет соответствовать U = 2 и т. д. Перевод х в U и 
обратно надо уметь делать автоматически. 

 

 

U 
 U 

 U 

 
Рис. 9. Нормирование кривых нормального распределения. 
Переход к безразмерным координатам (значениям U) 
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После перехода к новой переменной формула (4.5) упроща-
ется:  

  у = f (U) = 2

2
  

  
2
1 U

e
−

π
. (4.7) 

Кривые нормального распределения с разными µ и σ (на-
пример, полученные для разных методик измерения или для раз-
ных объектов) после перехода к новой переменной выражаются 
единственной кривой (рис. 9). Площадь между этой кривой и 
осью абсцисс в пределах от U1 до U2 характеризует вероятность 
попадания варианты в соответствующий интервал, выраженный в 
единицах U. При этом вся площадь под кривой будет равна 1, 
ведь то, что случайная величина U примет хоть какое-нибудь зна-
чение – от (–∞) до (+∞) – абсолютно достоверное событие. 

Вероятность попадания варианты в интервал (a, b) можно 
рассчитать двумя способами: через гауссов интеграл ошибок либо 
с помощью функций Лапласа. Применим второй способ. Так как 
вероятность попадания варианты в интервал (a, b) после перехода 
к новой переменной не изменится, то при U2 > U1 > 0:  

 P (a < х < b) = P (U1 < U < U2) = Ф (U2) – Ф (U1). (4.8) 

Значения Ф (U2) и Ф (U1) находят, используя таблицу зна-
чений функции Лапласа, которая задается формулой 

Ф(U) = ∫
U

du)u(y
0

. Значения Ф(U) для разных неотрицательных U 

– табличные интегралы, приведенные в статистической литерату-
ре, а в данной книге в приложении 3D. Так, Ф(0) = 0; 
Ф(1) = 0,3413; Ф(∞) = 0,5. При возрастании U величина Ф(U) мо-
нотонно и очень быстро приближается к 0,5; для значений U > 4 
можно считать, что Ф(U) ≈ 0,5. Для отрицательных U функцию 
Лапласа находят по модулю U. Например, Ф(–1) = 0,3413. Очень 
удобна геометрическая модель: функциям Лапласа отвечают 
площади под кривой нормального распределения от оси симмет-
рии до любого U.  
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P = Ф (U2) – Ф (U1)  
 
 

P = Ф (|U1|) + Ф (U2)  
 
  
P = Ф (|U1|) – Ф (|U2|)  
 
 

P = 0,5 + Ф (U2)  
 
 

P = 0,5 – Ф (U1)  

 
Рис. 10. Разные случаи расчета вероятностей  

с применением функций Лапласа 
 
Как видно из рис. 10, при подсчете вероятностей значения 

функций Лапласа надо складывать, если U1 и U2 имели разные 
знаки, и вычитать (из большей меньшую), если знаки U1 и U2 бы-
ли одинаковы. Общая площадь под кривой нормированного нор-
мального распределения с любой стороны от оси симметрии рав-
на 0,5000. Из геометрической модели легко понять, что вероят-
ность попадания случайной величины в симметричный интервал 
от (-U) до (+U) равна удвоенной функции Лапласа от U. Напри-
мер, P (-0,45 < U < 0,45 ) = 2Ф (0,45) = 2 · 0,1736 ≈ 0,35. 

 
4.3. Расчеты, основанные на применении 

функций Лапласа 
Если воспроизводимость измерений точно известна (вели-

чина σ дана в описании методики эксперимента, или указана в 
паспорте прибора, или оценена экспериментатором заранее), то с 
помощью таблицы функций Лапласа можно решать большое чис-
ло практически важных задач. Например: 

1) предсказывать вероятность попадания результата экспе-
римента в интересующий нас интервал (a, b);  
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2) рассчитывать вероятность нахождения истинного значения 
измеряемой величины в любом заданном интервале значений x;  

3) рассчитывать границы доверительного интервала (a, b), в 
котором с заданной вероятностью находится заранее неизвестное 
истинное значение измеряемой величины.  

Пример 4-1. Рассчитать вероятность, с которой результат 
спектрального определения никеля в стали попадет в интервал 1,9 
– 2,5 %, если истинное содержание никеля составляет Q = 2,1 %, а 
методика анализа характеризуется значением σ = 0,08 %. Здесь и 
далее предполагается, что методика анализа не дает систематиче-
ских погрешностей, т. е. μ = Q, а результаты повторных анализов 
имеют нормальное распределение.  

Решение. Задача относится к первому типу. Заданные гра-
ницы интервала выражаем в безразмерных значениях U :  

U1 = 
080

1291
,

,, −  = –2,5; U2 = 
080

1252
,

,, −
−  = 5.  

Находим функции Лапласа: 
Ф (| –2,5 |) = Ф (2,5) = 0,4938; Ф (5) = 0,499997 ≈ 0,5000. 
Искомая вероятность равна сумме функций Лапласа, так 

как их аргументы имеют разные знаки. Геометрическая модель 
отвечает случаю 2 на рис.10.  

Р (1,9 < x < 2,5) = Р (–2,5 < U < 5 ) = Ф (2,5) + Ф (5) ≈ 
≈ 0,4938 + 0,5000 ≈ 0,9938. 
Вероятность попадания результата анализа в заданный ин-

тервал больше 99 %. 
Пример 4-2. Рассчитать вероятность, с которой средний ре-

зультат из 4 проведенных анализов той же стали, что и в примере 
4-1, даст результат, превосходящий 2 %. Методика измерений та же. 

Решение. Задача относится к тому же (первому) типу, что и 
предыдущая, но имеет два осложнения. Во-первых, в условии 
указана только одна граница интервала; во-вторых, речь идет о 
попадании в интервал не результата единичного измерения, а 
среднего значения. Однако эти осложнения не принципиальны. А 
именно, интервал значений х, указанный в задаче, на самом деле 
является двусторонним: от 2% до ∞. Далее следует учесть, что x  
– среднее арифметическое из n вариант – варьирует относительно 
μ в меньшей степени, чем единичные варианты. Известно, что 
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стандартное отклонение для x  равно σср = σ/ n . В данном при-
мере σср = 0,08 / 2 = 0,04. Соответственно находим границы ин-
тервала для новых (безразмерных) координат.  

U1 = (a – µ)/σ  = 
040

1202
,

,, −  = –2,5; U2 = (b – µ)/σ  = 
040

12
,

,−∞  = ∞. 

Искомая вероятность равна сумме функций Лапласа от ар-
гументов U1 = –2,5 и от U2 = ∞. 

Ф (| –2,5 |) + Ф (∞) = 0,4938 + 0,5000 = 0,9938. 
Пример 4-3. Определить вероятность, с которой истинное 

содержание никеля в некоторой стали находится в интервале от 
15 до 20 %, если результат анализа оказался равным 18 %, а отно-
сительное стандартное отклонение методики равно 0,10. Здесь 
действуют те же оговорки, что в примере 4-1. 

Решение. Эта задача относится ко второму типу. Чтобы ре-
шить ее, следует прежде всего по величине σr найти само стан-
дартное отклонение σ, а затем выразить границы интервала в без-
размерных переменных. Значение µ неизвестно, но очевидно, что 
оно варьирует относительно х в точности так же, как величина х 
варьирует относительно µ. Поэтому для расчета границ интервала 
применяем формулы, аналогичные тем, что были использованы в 
предыдущих примерах:  

U1 = (a – х)/σ; U2 = (b – х)/σ. 
σ = σr · х = 0,10 · 18% = 1,8%;  

U1 = 671
81
1815 ,

,
−=

− ; U2 = 111
81
1820 ,

,
=

− .  

Находим функции Лапласа по таблицам с применением ин-
терполяции, а затем складываем их, так как аргументы имеют 
разные знаки:  

Ф (1,67) = 0,453;  Ф (1,11) = 0,368. 
P (15 < µ < 20) = 0,453+ 0,368 = 0,821. 
Таким образом, вероятность нахождения истинного содер-

жания никеля в указанном интервале значений составляет около 
82 %. 

Третий тип задач – важнейший из ранее перечисленных. 
Это задачи, связанные с расчетом доверительного интервала. 
Чтобы рассчитать доверительный интервал по функциям Лапласа, 
имея только один результат проведенного эксперимента (величи-
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ну х), надо знать характеристику воспроизводимости методики 
измерений (величину σ или равносильные ей σr или σср). Постро-
им симметричный интервал х ± ∆х, куда в отсутствие системати-
ческих погрешностей с вероятностью Р должно попасть значение 
µ. Величину P называют доверительной вероятностью. Значение 
∆х – полуширина доверительного интервала, она равно Uσ, где U 
– аргумент функции Лапласа, равной Р/2. Иногда полуширину 
доверительного интервала называют «точностью», хотя исполь-
зовать термин в данном смысле не рекомендуется. С вероятно-
стью P можно утверждать, что  

 (х – Uσ) < µ < (х + Uσ). (4.9)  

В расчетах доверительных интервалов обычно используют-
ся значения Р, равные 0,90; 0,95; 0,99; 0,999. Им соответствуют 
значения U, равные 1,65; 1,96; 2,58; 3,29. Неизвестное µ с вероят-
ностью 0,90 попадает в интервал от U = –1,65 до U = +1,65, чему 
отвечает интервал х ± 1,65σ. Наиболее часто пользуются двух-
сигмовым интервалом, в него истинное значение µ попадает с ве-
роятностью, близкой к 95 %. Если доверительный интервал от-
кладывается не относительно результата единичного эксперимен-
та, а относительно среднего арифметического из n вариант, по-
луширина доверительного интервала сокращается в n  раз, и с 
вероятностью P можно утверждать, что 

 ( x  – Uσ / n ) < µ < ( x  + Uσ / n ). (4.10)  

В практике обработки результатов эксперимента широко 
известно «правило трех сигм»: отклонение истинного значения 
измеряемой величины от среднего арифметического из n резуль-
татов измерений не превосходит трех стандартных отклонений 
среднего, т. е. 3σ / n . Надежность этого утверждения – 0,997.  

Пример 4-4. В 9 параллельных опытах некоторое соедине-
ние синтезировано со средним выходом, равным 40 %. Известно, 
что методика синтеза характеризуется относительным стандарт-
ным отклонением 0,20. Определите выход соединения в виде до-
верительного интервала (Р = 0,99) . 

Решение. Для Р = 0,99 U = 2,58. Величину σ находим, как в 
предыдущем примере, она равна 0,20 · 40 % = 8 %. Полуширина 
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доверительного интервала с учетом числа параллельных опытов 
равна ∆х = Uσ / n  = 2,58 · 8 % / 3 = 7 %. C вероятностью 0,99 
можно считать, что выход соединения – от 33 до 47 % . 

Часто требуется решить обратную задачу – найти n – число 
измерений, которые надо провести по методике с известным зна-
чением σ, чтобы средний результат с вероятностью Р и с точно-
стью до ∆х совпадал бы с истинным значением измеряемой вели-
чины. Можно также рассчитать, подходит ли вообще данная ме-
тодика, если число n задано, или следует перейти к более воспро-
изводимой, т. е. такой, у которой значение σ меньше. Из (4.10) 
следует, что 
 n = U2 σ 2 / (∆х)2 .  (4.11)  

Из (4.11) можно найти одну из 4 величин (∆х, U, σ, n) по 
трем остальным.  

Пример 4-5. Необходимо установить прочность резины на 
разрыв, учитывая результаты параллельных опытов. Сколько их 
нужно провести, если прочность резины хотят найти с точностью 
до 5 единиц, а методика единичного измерения характеризуется 
значением σ = 10 единиц. Сделать расчет для P = 0,95.  

Решение. В данном случае U ≈ 2. Тогда подстановка в (4.11) 
дает n = 22 ·102 / 52 = 16. Значит, нужно провести не менее 16 по-
вторных измерений. 

Если воспроизводимость метода известна, а распределение 
вариант заведомо нормальное, то по экспериментальным данным 
легко выявить грубые промахи и систематические ошибки. Так, в 
серии вариант отклонение одной из них от среднего арифметиче-
ского, превышающее 3σ, нельзя объяснять случайным разбросом 
вариант, так как вероятность такого большого случайного откло-
нения при нормальном распределении составляет всего 0,003. 
Значит, соответствующий результат следует считать грубым про-
махом и отбраковать. Если промахов нет, а тем не менее средний 
результат из n проведенных повторных измерений сильно отлича-
ется от истинного значения (Q), можно предположить наличие 
систематической погрешности. Такой вывод делают, если сред-
ний результат проведенных измерений отличается от эталонного 
значения Q более, чем на Uσ / n , т. е. Q не входит в доверитель-
ный интервал.  
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Пример 4-6. Эталонный образец резины с прочностью на 
разрыв, равной 200 единиц, исследовали, пользуясь методикой, 
для которой σ = 10 единиц. Провели 4 испытания, причем были 
получены значения прочности, равные 205, 207, 208 и 204 единиц. 
Имеет ли методика систематическую ошибку? 

Решение. Используем доверительную вероятность P = 0,95. 
Тогда U ≈ 2. Рассчитаем полуширину доверительного интервала 
∆х = 2·10 / 4  = 10. Среднее арифметическое из 4 проведенных 
измерений равно 206 единиц, оно отличается от Q только на 
6 единиц, т. е. Q находится внутри доверительного интервала. 
Значит, систематическая погрешность измерений не выявлена, во 
всяком случае, она не может считаться доказанной с 95-процент- 
ной надежностью. 
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Глава 5 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА  

МАЛЫХ ВЫБОРОК 

 
5.1. Предмет микростатистики  
Зачастую химик, измеряющий некоторую величину (содер-

жание компонента в пробе, выход продукта, скорость реакции, 
степень извлечения и т. д.), не знает ни истинного значения изме-
ряемой величины, ни количественных характеристик методики 
измерений (например, воспроизводимости), ни характера распре-
деления результатов. Единственное, чем он располагает, это не-
большой выборкой, содержащей результаты параллельных изме-
рений. Говоря языком статистики, задача исследователя – устано-
вить параметры генеральной совокупности (в частности, µ и σ) по 
параметрам выборки: по значениям x  и S. Разумеется, при пра-
вильном выборе методики измерений, т. е. в отсутствие грубых 
промахов и систематических ошибок, мы вправе считать, что 
x  → µ, а S → σ. Однако в выборку случайно могут попасть такие 
варианты, что вычисленное по ним среднее арифметическое бу-
дет довольно сильно отличаться от µ, а S от σ. Дополнительная 
погрешность, вносимая экспериментатором при оценке характе-
ристик генеральной совокупности с помощью выборочных пара-
метров, будет тем больше, чем меньше был объем выборки.  

Раздел математической статистики, посвященный обработ-
ке и сопоставлению малых выборок (2 ≤ n ≤ 20), обычно называ-
ют микростатистикой. Пользуясь методами микростатистики, ис-
следователь с заданной надежностью оценивает истинное значе-
ние измеряемой величины, представляя его в виде доверительно-
го интервала. Сделать это можно разными способами. Так, если 
распределение x в генеральной совокупности предполагается нор-
мальным, и неизвестна только величина σ, доверительные интер-
валы рассчитывают по формулам Стьюдента (см. 5.2). Если ха-
рактер распределения x в точности не известен, но известно, что 
это распределение симметрично, а систематические ошибки от-
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сутствуют, – для расчета доверительных интервалов применяют 
неравенство Чебышева в его «усиленной» форме. Если же о ха-
рактере распределения вообще ничего не известно, пользуются 
неравенством Чебышева в канонической форме. Чем меньше при 
прочих равных условиях априорной информации мы имеем об 
измеряемой величине, тем более широкими должны быть довери-
тельные интервалы. В частности, расчет по Чебышеву дает значи-
тельно более широкий доверительный интервал, чем расчет по 
формулам Стьюдента. Последний интервал, в свою очередь, шире, 
чем интервал, рассчитанный по формулам нормального распреде-
ления. Химики обычно ведут расчет доверительных интервалов по 
методу Стьюдента, принимая (с проверкой или без нее) постулат о 
нормальном распределении измеряемой величины и равноценно-
сти (равноточности) всех измерений. Неравенство Чебышева и его 
использование для расчета доверительных интервалов описаны в 
специальной литературе. С ним можно познакомиться самостоя-
тельно, например, по учебнику А.К. Чарыкова [13].  

Вторая задача микростатистики – расчет минимального 
объема выборки, необходимой для оценки µ с заданной точно-
стью или для надежного подтверждения (или опровержения) вы-
двинутой гипотезы. Вопрос о количестве параллельных опытов 
для экспериментатора имеет первостепенную важность. 

Третья задача – проверка предположений о свойствах гене-
ральных совокупностей, сделанных на основе ограниченных экс-
периментальных данных (проверка статистических гипотез). Зна-
чение проверки тем более важно, чем меньше объем данных, на 
основании которых делались выводы. Для проверки гипотез раз-
работаны многочисленные алгоритмы и статистические критерии, 
большинство их базируется на постулате о нормальном распреде-
лении х. Алгоритмы и критерии проверки гипотез будут рассмот-
рены в следующей главе. 

 
5.2. Распределение Стьюдента  
Если в генеральной совокупности случайная величина рас-

пределена по нормальному закону с неизвестными параметрами µ 
и σ, то их оценивают по малой выборке, используя распределение 
Стьюдента или, как его еще называют, t-распределение. Соответ-
ствующие математические формулы гораздо сложнее формул 
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нормального распределения и ввиду своей громоздкости здесь не 
приводятся. Они связывают выборочное стандартное отклонение 
S, объем выборки n, полуширину доверительного интервала ∆x и 
(в неявном виде) доверительную вероятность Р. Формулы не-
сколько упрощаются при переходе к безразмерной переменной t, 
аналогичной переменной U в нормальном распределении: 
t = ( x  – µ) / S . Случайная величина t – это мера отклонения сред-
него результата измеряемой величины от ее математического 
ожидания, оцененная в единицах выборочного стандартного от-
клонения. 

При любом n кривая y = ϕ (t) имеет вид плавной и симмет-
ричной кривой с максимумом при t = 0. В целом такая кривая, на-
зываемая кривой Стьюдента, похожа на кривую Гаусса, только 
идет более полого. Чем меньше n, тем ниже и «шире» фигура под 
кривой Стьюдента (рис. 5.1). Вероятность попадания х в интервал 
(а, b) соответствует площади под кривой Стьюдента, ограничен-
ной абсциссами а и b, а после перехода к переменной t – абсцис-
сами t1 и t2 .  

 P (a < x < b) = P( t1 < t < t2 ) = ∫
b

a
dx)x(φ  = ∫

2

1

t

t
dt)t(ϕ . (5.1) 

Здесь наблюдается полная аналогия с нормальным распре-
делением. Но величина P зависит и от объема выборки. Так, при 
n = 3 в интервал µ ± 2S (от t = –2 до t = 2) результат измерения 
попадет с вероятностью P = 82 %, при n = 10 эта вероятность рав-
на 0,93 и лишь при n → ∞ P → 95 % .  

 
Рис. 11. Графическое представление распределения Стьюдента: 

1 – при n = 5; 2 – при n = 10; 3 – при n = ∞ (кривая Гаусса) 
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Отсюда очевидно, что при уменьшении n для сохранения 
той же вероятности (например, Р = 0,95) границы симметричного 
доверительного интервала (-t, +t) должны раздвигаться. При 
n = 10 t = 2,26; при n = 5 t = 4,30 и т. д. (рис.12). Указанные выше 
значения t для заданной величины n и заданной доверительной 
вероятности P называют коэффициентами (или критериями) 
Стьюдента. Их можно вычислить, но ввиду сложности соответст-
вующих формул обычно пользуются таблицами (см. приложе-
ние 3Е). Числовые значения коэффициента Стьюдента в справоч-
никах приводятся как функции от числа степеней свободы (обо-
значаются df) и от уровня значимости (α). Число степеней свобо-
ды при расчете доверительных интервалов на единицу меньше 
объема выборки: df = n – 1. В других случаях связь между df и n 
иная. Например, при сопоставлении средних значений из двух 
выборок df = n – 2. Уровень значимости дополняет доверитель-
ную вероятность P до единицы. Так, вероятности 0,95 соответст-
вует α = 0,05 (иногда говорят о «пятипроцентном уровне значи-
мости»).  

Если требуется более высокая доверительная вероятность 
(0,99 или 0,999), то при тех же n ширина доверительного интерва-
ла должна вырасти, увеличатся и значения t. Если P = 0,99, кривая 
t = t(P, n) пройдет выше, чем в случае, когда P = 0,95. Сопостав-
ление таблиц Стьюдента и таблиц функций Лапласа показывает, 
что для одинаковых значений P величина t больше, чем параметр 
U. Однако при n → ∞ t → U. Нормальное распределение – это тот 
предел, к которому стремится распределение Стьюдента по мере 
увеличения n.  

 
Рис. 12. Изменение коэффициента Стьюдента при разных P и n 
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5.3. Примеры использования t-распределения  
1. Допустим, по некоторой методике измеряется величина с 

известным значением Q (эталон). Систематические погрешности 
отсутствуют (µ = Q), значение σ для данной методики измерений 
неизвестно, величина S оценена из предыдущих измерений. Тогда 
можно рассчитать границы интервала µ ± tS для некоторой дове-
рительной вероятности P, например, 0,95 или 0,99. На основании 
свойств t-распределения можно считать, что почти все результаты 
будущих измерений должны входить в этот интервал. Случайный 
выход результата измерения за эти границы хотя и возможен, но 
крайне мало вероятен (вероятность такого события равна 1 – P). 
На практике результат измерения, выходящий за границы указан-
ного интервала, расценивают как грубый промах.  

2. Среднее арифметическое выборки варьирует относитель-
но µ в n  раз меньше, чем отдельные варианты (при нормальном 
распределении вариант). Поэтому с надежностью P можно счи-
тать, что в отсутствие систематических ошибок среднее арифме-
тическое такой выборки должно принадлежать интервалу 
µ ± ts/ n , где t – значение коэффициента Стьюдента для данных 
P и n.  

3. Важнейшим применением t-распределения является на-
хождение границ доверительных интервалов. Так как варьирова-
ние неизвестного µ относительно х – результата единичного из-
мерения – характеризуется теми же параметрами, что и варьиро-
вание х относительно μ, то доверительные интервалы можно 
строить вокруг единичного результата. С надежностью Р можно 
считать, что неизвестное значение μ принадлежит интервалу 
(х ± tS), где t зависит от Р и n.  

4. Гораздо чаще доверительные интервалы строят вокруг 
среднего арифметического. В этом случае с надежностью Р мож-
но считать, что 

 ( x  – tS / n  ) < µ < ( x  + tS / n ). (5.2) 

Точность оценки µ по формуле (5.2) значительно выше, чем 
по способу, описанному в п. 3. Стоит еще раз напомнить, что об-
щеизвестная формула (5.2) справедлива только при выполнении 
трех условий: а) методика измерений не дает систематических 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



 91 

погрешностей; б) результаты измерений в генеральной совокуп-
ности подчиняются нормальному распределению, независимы 
друг от друга и равноточны; в) отсутствуют дрейф и грубые 
промахи.  

Полуширина доверительного интервала ∆х = tS / n  в не-
которых руководствах называется «точностью измерения», «ве-
роятной погрешностью» и другими терминами. В настоящее вре-
мя их использование не рекомендуется, термин «полуширина до-
верительного интервала» – гораздо более понятный и четко опре-
деленный. Отношение ∆х к x , выраженное в процентах, иногда 
называют вероятной относительной погрешностью. Однако вос-
производимость метода проще характеризовать величиной Sr. 
Примером может быть выборка из пяти вариант 15, 21, 18, 20, 16. 
В этом случае x  = 18; S = 2,45. По таблицам Стьюдента находим: 
t = 2,78 (для P = 0,95 и n = 5). Отсюда ∆х = 3,1, а округляя до це-
лочисленных значений в соответствии с абсолютной погрешно-
стью измерения вариант, можно считать, что ∆х ≈ 3. Истинное 
значение измеряемой величины с 95 %-й надежностью попадает в 
доверительный интервал от 15 до 21.  

Отметим, что в данном примере и во многих других случа-
ях стандартное отклонение результата измерения – величина того 
же порядка, что и ошибка округления. Это существенно снижает 
надежность расчетов по алгоритмам микростатистики. Однако 
альтернативных (причем достаточно простых) алгоритмов обра-
ботки подобных выборок, к сожалению, не существует.  

Определив границы доверительного интервала по неболь-
шой выборке, мы можем предвидеть и степень рассеяния вариант 
в будущих сериях измерений той же величины. Так, при повторе-
нии опытов, описанных в разобранном выше примере, мы можем 
гарантировать, что 95% будущих результатов измерения должны 
попасть в интервал x ± 2,78S , т. е. (18 ± 6,8). Тогда варианты, 
меньшие 11 или большие 25, можно будет считать грубыми про-
махами. А любая серия из 5 будущих измерений должна дать 
среднее арифметическое, которое с 95 %-й вероятностью окажет-
ся внутри ранее вычисленного доверительного интервала, т. е. 
между 15 и 21. 
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При разработке новой методики анализа, изготовлении ново-
го прибора и в других случаях необходимо заранее оценить вели-
чину стандартного отклонения σ, для чего надо провести достаточ-
но большое число повторных измерений, что не всегда возможно. 
Связь между полученным в небольшой выборке значением S и 
стандартным отклонением генеральной совокупности, т. е. величи-
ной σ можно представить в виде доверительного интервала:  

 σ = S (1 ± q) 
n

n 1− , (5.3) 

где коэффициент q определяется требуемым уровнем надежности 
и объемом выборки. Табличные значения q имеются в литературе 
(например, в руководстве Румшиского [14, с. 175]). При малых n 
доверительный интервал для σ является асимметричным, вычис-
лять обе его границы надо по отдельности, пользуясь описанными 
в литературе алгоритмами. Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 5-1. Активность некоторого катализатора (в услов-
ных единицах) определяли в шести параллельных опытах по од-
ной и той же методике. Получены значения 289; 284; 286; 289; 
287; 287. Определить вероятность отклонения единичного резуль-
тата от математического ожидания более чем на 5 единиц. 

Решение. Предполагаем, что результаты распределены по 
нормальному закону. Обозначим активность катализатора как х и 
вычислим выборочные параметры: x  = 287; S = 1,9. Выражаем от-
клонение в безразмерных единицах: t = 5 / 1,9 = 2,63. При 5 степе-
нях свободы такому значению коэффициента Стьюдента прибли-
зительно соответствует P = 0,95. Следовательно, без учета влияния 
ошибки округления вероятность случайного выхода единичного 
значения х за границы интервала (287 ± 5) равна 1 – 0,95 = 0,05.  

Пример 5-2. Сколько измерений активности катализатора 
(в условных единицах) следует проводить, чтобы обеспечить с 
надежностью 0,95 точность среднего результата в 1 единицу, если 
величина S = 2?  

Решение. Точно определить значение n (необходимое число 
опытов) можно только при известной величине генерального 
стандартного отклонения. В этом случае применяется формула 
(4.11). В данном же случае значение σ неизвестно. Предполагаем, 
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что результаты измерений в генеральной совокупности распреде-
лены по нормальному закону, независимы и равноточны. При-
ближенную оценку n можно получить по таблицам [14]. В данном 
случае q = ∆х / S = 0,5; P = 0,95, откуда n = 18.  

Если бы в условии задачи не была указана величина S, то 
единственным способом решения было бы провести несколько 
(n1) экспериментов, вычислить эмпирическую величину S, затем 
рассчитать полуширину доверительного интервала для заданного 
значения P по формуле ∆х1 = tS / n  и сравнить ее с требуемой 
точностью измерений ∆х2. При больших n значения t и S слабо 
зависят от n, и можно считать, что 

 ∆х1 / ∆х2 ≈ 2n  / 1n . (5.4) 

Если, например, величина ∆х1 окажется втрое большей, чем 
требуется по условию, то для соответствующего ее уменьшения 
надо увеличить число опытов в 9 раз по сравнению с n1. Чем 
меньше n1 и n2,, тем большие ошибки дает этот способ расчета, в 
случае 3–5 измерений применять его вообще не следует. 
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Глава 6 
ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ. 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ 

 
6.1. Статистические гипотезы  
Термин «гипотеза» используется не только для обозначения 

предположений о составе, строении и механизме функциониро-
вания исследуемого объекта (научные гипотезы)4, но и в другом 
смысле – как нуждающееся в проверке математическое предпо-
ложение о свойствах генеральной совокупности данных, харак-
теризующих этот объект. Назовем такие гипотезы статисти-
ческими. Так, на основании измерений скорости реакции при раз-
ных температурах можно сформулировать гипотезу об экспонен-
циальном характере этой зависимости. Такая гипотеза будет от-
носиться к генеральной совокупности данных о кинетике данной 
реакции – как уже полученных данных, так и тех, что можно бу-
дет получить в будущем.  

Наиболее часто выдвигают статистические гипотезы о 
функции распределения некоторой генеральной совокупности 
данных (результатов измерений). В этих гипотезах речь идет о 
характере распределения вариант, о математическом ожидании 
соответствующей случайной величины, о дисперсии генеральной 
совокупности. Гипотезы выдвигают на основании немногих экс-
периментальных данных (одной или нескольких малых выборок), 
а потому они нуждаются в серьезной проверке методами матема-
тической статистики. 

Статистические гипотезы часто формулируют и проверяют 
для подтверждения или опровержения научных гипотез. Напри-
мер, исследователь предполагает, что реакция пероксидного 
окисления некоторого органического вещества в растворе проте-
кает по свободнорадикальному механизму. Если эта научная ги-
потеза верна, то скорость данной реакции должна снижаться в 
присутствии акцепторов свободных радикалов; хорошо известно, 

                                                   
4 О научных гипотезах см. раздел 1.2. 
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что они всегда замедляют реакции такого типа. Для проверки ис-
следователь проводит «решающий эксперимент»: он тщательно 
измеряет скорость реакции в присутствии акцептора и без него. 
При повторении опытов в одинаковых условиях получаются две 
выборки результатов измерений. Допустим, средние значения 
скорости реакции в этих выборках оказались различны, в присут-
ствии акцептора средняя скорость была несколько ниже. Но вы-
вод из проведенного эксперимента недостоверен ввиду неболь-
шого объема сопоставляемых выборок. Не исключено, что разли-
чие средних значений объясняется случайными погрешностями 
при измерении скорости реакции, а проверяемый фактор (акцеп-
тор радикалов) вовсе не влияет.  

Для проверки исследователь начинает рассматривать нуль-
гипотезу, обратную его гипотезе о достоверном влиянии фактора 
(акцептора радикалов). А именно, он проверяет значимость пред-
положения о том, что при достаточно большом объеме выборок 
средняя скорость реакции в присутствии акцептора и без него бу-
дет одинаковой. Эту же статистическую гипотезу можно сформу-
лировать более строго: «математические ожидания μ1 и μ2, полу-
чаемые из сопоставляемых выборок, равны между собой, они ха-
рактеризуют одну и ту же генеральную совокупность». Такую 
статистическую гипотезу можно проверить расчетом, используя 
один из известных алгоритмов, например, алгоритм сравнения 
средних по Стьюденту. Если в результате расчета окажется, что 
значимость нуль-гипотезы (α) меньше некоторого заранее вы-
бранного критического уровня, например, менее 0,01, ее отверга-
ют и принимают противоположное предположение (альтернати-
ву) с заранее оговоренной формулировкой, например «математи-
ческие ожидания μ1 и μ2 не равны». Последнее утверждение озна-
чает, что исследуемый фактор достоверно влияет на результаты 
измерений.  

Результаты проверки статистических гипотез всегда имеют 
вероятностный характер, и выводы из проведенного исследования 
никогда не должны звучать безапелляционно, категорически. На-
пример, правильным будет следующий вывод: «На основании про-
веденного эксперимента нами установлено, что скорость реакции 
снижается в присутствии акцептора свободных радикалов (зна-
чимость нуль-гипотезы меньше 0,01). Этот факт согласуется с 
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ранее выдвинутой гипотезой о радикальном механизме данной ре-
акции». И совершенно некорректным по сути и неприемлемым по 
тону является другое утверждение: «Изучив влияние акцепторов 
свободных радикалов на скорость реакции, мы окончательно дока-
зали свободнорадикальный механизм этой реакции».  

 
6.2. Общий алгоритм проверки 

статистических гипотез 
Как правило, при проверке гипотез сопоставляют две (или 

более) однотипных совокупности числовых данных. Это могут 
быть, например: а) результаты измерений, выполненных незави-
симо друг от друга на двух разных приборах, или по двум разным 
методикам, или в двух разных лабораториях; б) эксперименталь-
ные и табличные данные (или результаты некоторого расчета); 
в) результаты измерения свойств исследуемого объекта до и по-
сле воздействия на него. В любом случае исследователь исходит 
из результатов многократного измерения некоторой физической 
величины. Важно, чтобы варианты обеих выборок имели одина-
ковую размерность и одинаковый физический смысл. Объемы 
сопоставляемых выборок могут быть и различными. Поскольку 
число вариант в сопоставляемых выборках обычно невелико, то 
для проверки применяют методы микростатистики. Априорная 
информация о характере распределения результатов вариант 
(нормальное распределение, пуассоновское распределение и т. п.) 
значительно облегчает проверку.  

Рассмотрим примеры задач, приводящих к необходимости 
проверки статистических гипотез. Подобные задачи можно найти 
в любой области химии. 

а) Скорость коррозии одного и того же образца определяли 
гравиметрическим методом и методом поляризационного сопро-
тивления. Получили необходимые числовые данные (две выборки 
результатов). Требуется выбрать метод, дающий более воспроиз-
водимые результаты;  

б) Лекарственный препарат должен иметь определенную 
брутто-формулу, из которой можно рассчитать «теоретическое» 
содержание каждого элемента. Однако реальный препарат ока-
зался имеющим – по данным проведенного элементного анализа – 
несколько иное содержание тех же элементов. Считать ли несов-
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падение статистически незначимым или считать препарат имею-
щим достоверно другой состав, т. е. фальсифицированным? 

в) Определяли температуру застывания смазочного масла с 
добавкой (присадкой) и без нее. Средний результат с присадкой 
оказался чуть лучше. Считать ли присадку достоверно влияющей 
на свойства масла или отнести изменение средней температуры 
застывания на счет случайных погрешностей измерения?  

Наиболее важны задачи третьего типа (проверка значимо-
сти влияния фактора на параметр оптимизации). Изменение 
свойств системы после воздействия на нее мы обычно принимаем 
за результат этого воздействия5. Но такое изменение может быть 
связано с одновременным влиянием других неучитываемых ис-
следователем факторов, либо со случайными погрешностями из-
мерения и пробоотбора. Такую возможность обязательно следует 
проверить и исключить, прежде чем детально исследовать влия-
ние фактора.  

Статистические гипотезы можно разделить на исходную и 
альтернативные ей. Любая проверка начинается с выбора исход-
ной гипотезы. Это может быть утверждение о достоверном раз-
личии сопоставляемых выборок, а может быть, наоборот, утвер-
ждение о том, что они являются выборками из одной и той же 
генеральной совокупности. Рекомендуется принимать в качестве 
исходной (или, как ее еще называют, нуль-гипотезы ту, ошибоч-
ное принятие которой приведет к более опасным последствиям 
(например, большим убыткам). В химии в качестве нуль-гипотезы 
обычно принимают предположение об отсутствии различий. То 
есть считают сопоставляемые выборки принадлежащими к одной 
генеральной совокупности, а наблюдаемые расхождения между 
ними – чистой случайностью, которая не будет повторяться в по-
следующих экспериментах. При изучении влияния какого-либо 
фактора нуль-гипотезе соответствует утверждение: «фактор не 
влияет». Аналогично в других случаях: «никакой корреляции на 
самом деле нет», «дрейф отсутствует», «воспроизводимость всех 
опытов одинакова», «математические ожидания не различаются» 
и т. д. Именно такие нуль-гипотезы, заставляющие вспомнить на-
                                                   

5 Это не всегда так, еще древние римляне учили не путать post hoc (по-
сле того, как...) и propter hoc (вследствие того, что...). Пример: лето наступи-
ло после окончания учебного года, но не вследствие этого события! 
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звание знаменитой книги Р. Бойля «Химик-скептик», мы и будем 
в дальнейшем проверять.  

Противоположное нуль-гипотезе утверждение называют 
альтернативой. Примеры альтернатив: «математические ожида-
ния достоверно отличаются», «есть грубый промах», «имеется 
статистически значимая корреляция», «фактор достоверно влия-
ет». Иногда одной нуль-гипотезе могут соответствовать несколь-
ко разных альтернатив. Поэтому при проверке нуль-гипотезы 
следует заранее точно определить, какой будет ее альтернатива. 

Алгоритм проверки статистических гипотез включает сле-
дующие стадии: 

1. По экспериментальным данным рассчитывают некоторый 
показатель λэксп. Способ расчета каждого показателя специфичен. 
Расчетные формулы приводятся в руководствах по математиче-
ской статистике. Для подавляющего большинства показателей – и 
параметрических, и непараметрических – действует правило: чем 
выше λ, тем достовернее различаются сопоставляемые выборки 
и, соответственно, тем меньше вероятность гипотезы о слу-
чайном различии выборок, об их принадлежности к одной и той 
же генеральной совокупности. 

2. По соответствующим статистическим таблицам находят 
λкрит – максимальное значение того же показателя, которое при том 
же числе степеней свободы могло бы наблюдаться между выбор-
ками из одной генеральной совокупности (однородной). В таких 
таблицах критические значения показателя указаны для разных 
уровней значимости нуль-гипотезы (α): 0,10; 0,05; 0,01... Как пра-
вило, чем меньше α, тем λкрит больше. Выписывают λкрит для вы-
бранного уровня значимости α или, лучше, для двух уровней α1 и 
α2, где α1 > α2 , а, следовательно, λ1 < λ 2 . Обычно берут α1 = 0,05 
и α2 = 0,01.  

3. Сопоставляют λэксп с критическими значениями того же 
показателя при α1 и α2. Обозначим их как λ1 и λ 2. Могут наблю-
даться три случая:  

а) λэксп > λ2 . Высокое значение показателя свидетельствует 
о попадании в область, где значимость нуль-гипотезы меньше α2 
(например, < 0,01). Значит, ее можно отбросить и принять альтер-
нативу. Различие между выборками считается доказанным;  
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б) λэксп лежит между λ1 и λ2. Данных для надежного вывода 
не хватает. Следует продолжить опыты, увеличить объем выбо-
рок, а затем повторить расчет; 

в) λэксп < λ1. Низкое значение показателя говорит о том, что 
нуль-гипотеза имеет значимость, большую, чем α1 (например, 
α > 0,05). Значит, мы не имеем права отбрасывать нуль-гипотезу. 
Хотя ее значимость может быть невысокой (0,15 или 0,20 ...), нуль-
гипотезу следует принять. Обратите внимание, в подобных случаях 
экспериментатор не должен утверждать, что между выборками не 
существует различий, что они тождественны (для доказательства 
тождественности с самого начала нужно было исходить из другой 
нуль-гипотезы). Можно лишь утверждать, что проведенный экспе-
римент не выявил статистически достоверных различий между 
выборками. Возможно, в дальнейших исследованиях такие разли-
чия обнаружатся, но пока что нуль-гипотеза сохраняется. 

Многие исследователи (химики и биологи) считают, что 
при α < α2 альтернативу следует считать доказанной с надежно-
стью P ≥ 1 – α2 (например, [17, c. 106]). Это утверждение логично, 
но со строго математической точки зрения оно некорректно. Ста-
тистические выводы, основанные на выражении P + α = 1, безус-
ловно, корректны лишь при использовании интервальных оценок 
(например, при определении вероятности попадания некоторой 
случайной величины в границы заданного интервала, см. раздел 
4.3). Оценка значимости альтернативы при проверке статистиче-
ских гипотез вообще не является необходимой, вполне достаточ-
но указать уровень значимости нуль-гипотезы (например, запи-
сать: α < 0,01 или α > 0,05). Отметим, что многие современные 
компьютерные программы обработки данных не сообщают поль-
зователю числового значения показателя λэксп, а прямо рассчиты-
вают числовую величину α.  

Изложенный выше общий алгоритм проверки статистиче-
ских гипотез реализуется при использовании самых разных показа-
телей. Некоторые показатели применимы только в тех случаях, ко-
гда характер распределения случайной величины в генеральной 
совокупности соответствующих данных заранее известен, охарак-
теризован какими-либо параметрами теоретического распределе-
ния (см. раздел 4.3), например, для нормального распределения – 
параметрами μ и σ. Соответствующие показатели называют пара-

 100

метрическими критериями. Так, если распределение эксперимен-
тальных данных подчиняется закону Гаусса, используются такие 
параметрические критерии, как критерий Стьюдента (t), критерий 
Фишера (F), Q-тест Диксона, коэффициенты асимметрии, эксцесса, 
линейной корреляции и др. Эти параметрические критерии, хоро-
шо известные химикам, рассматриваются в разделе 6.4. При расче-
те критических значений параметрических показателей учитывает-
ся характер теоретического распределения случайной величины, в 
частности, свойства нормального распределения. 

Другие показатели (непараметрические критерии) не свя-
заны с допущением о характере распределения генеральной сово-
купности экспериментальных данных. Параметры теоретического 
распределения при вычислении соответствующих показателей не 
используются. Непараметрические критерии применимы для про-
верки статистических гипотез даже в тех случаях, когда исследо-
ватель не знает, по какому закону распределены результаты про-
веденных им измерений. Это, в частности, критерий знаков, кри-
терий Вилкоксона, критерий Фридмана и другие. Непараметриче-
ские критерии более сложны в математическом отношении, по-
этому химики используют их довольно редко. К сожалению, ино-
гда начинающие исследователи не знают о существовании таких 
критериев, поскольку в некоторых руководствах по обработке 
экспериментальных данных они даже не упоминаются. Поэтому 
весьма часто исследователь-химик проводит обработку получен-
ных данных с применением традиционных параметрических кри-
териев, хотя не знает характера распределения измеряемых им 
величин и не имеет оснований считать его нормальным. Напри-
мер, сравнивает средние значения выборок по Стьюденту или от-
браковывает промахи по Q-тесту. А ведь при обработке выборок 
малого объема из «ненормально распределенных» генеральных 
совокупностей такой подход зачастую приводит к ошибочным 
выводам из проведенного исследования. Громадный труд экспе-
риментатора пропадает впустую или, что еще хуже, приводит к 
неправильным технологическим рекомендациям и проектным 
решениям. Очевидно, непараметрические методы и критерии на-
чинающий исследователь должен освоить обязательно, наряду с 
параметрическими. В настоящем пособии непараметрическим 
критериям посвящена глава 9.  
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6.3. Возможные ошибки при проверке гипотез  
Решение, которое мы принимаем по описанному выше ал-

горитму, может быть ошибочным в двух случаях: 
1. Если отбросим верную нуль-гипотезу и примем альтер-

нативу. Это – ошибка первого рода. Радиотехники ее называют 
«ложным сигналом», а технологи – «риском производителя» 
(имеется в виду, что при такой ошибке технического контроля 
годная продукция отправится в брак, производитель понесет убы-
ток). В химических исследованиях ошибка первого рода приведет 
к категоричным, но ошибочным выводам: «обнаружено, что при-
садка достоверно влияет на свойства смазочного масла», «лекар-
ство фальсифицировано», и т. п. Дальнейшей статистической 
проверкой подобных выводов обычно уже не занимаются. Это 
делает ошибку первого рода особенно опасной. Напомним, что 
вывод о достоверном различии выборок делают при λэксп > λ2 . 
Чтобы снизить вероятность появления таких ошибок, увеличива-
ют критическое значение λ2, а для этого критический уровень 
значимости α2 берут равным 0,01 или даже 0,001, в зависимости 
от тяжести возможных последствий ошибки. 

2. Если примем неверную нуль-гипотезу. Это ошибка второ-
го рода, «пропуск сигнала» или «риск потребителя» (при соответ-
ствующей ошибке технического контроля брак выявлен не будет 
и потребитель получит негодную продукцию). В химических ис-
следованиях при λэксп > λ1 выводы не имеют категорического ха-
рактера («различие выборок не выявлено», «влияние некоторого 
фактора не доказано»). Проверку гипотез обычно продолжают, 
используя другие способы и критерии. Поэтому ошибки второго 
рода в химических исследованиях обычно не столь опасны, как 
ошибки первого рода.  

Во многих случаях вероятность обеих ошибок при выбран-
ных значениях λ и λкрит можно оценить заранее. Однако принци-
пы и способы таких расчетов специфичны для каждого исследо-
вания, а поэтому рассматриваться в настоящем пособии они не 
будут. Отметим только, что в любом случае вероятности обеих 
ошибок взаимосвязаны. А именно, чем меньше вероятность оши-
бок 1-го рода (уровень значимости α), тем больше вероятность 
ошибок 2-го рода (β), и наоборот, а соотношение между ними оп-
ределяется выбором величины λкрит .  
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В качестве иллюстрации рассмотрим идентификацию веще-
ства в пробе сложного состава по многочисленным неспецифиче-
ским признакам [15]. Общепринято, что вещество признается 
присутствующим в пробе (идентифицированным), если N – число 
наблюдаемых совпадений в свойствах пробы и эталона (чистого 
вещества известной структуры) – превысит установленный кри-
терий Nкр, т. е. при N > Nкр. Так, элемент считают опознанным, 
если несколько линий в спектре пробы совпадут по длине волны 
(с точностью до погрешности измерений) с линиями эталонного 
спектра данного элемента. Часто считают, что достаточно даже 
трех совпадений, тогда условие идентификации: N > Nкр конкре-
тизируется как N > 2. Однако всегда возможно случайное совпа-
дение каких-то линий в спектре пробы с линиями элементов, от-
сутствующих в пробе; а следовательно, возможны ложные иден-
тификации. Одновременное случайное совпадение 5, а тем более 
10 или 20 линий в спектре пробы с линиями одного эталонного 
спектра маловероятно. Вероятность ошибки 1-го рода будет тем 
меньше, чем больше линий использовано для опознания и чем 
более жесткий критерий Nкр используется в методике (рис.13, кри-
вая α). Таким образом, для предотвращения случайных ложных 
идентификаций нужно увеличивать Nкр .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 α, β 

Nкр 0 2 4 6 8  

 1,0 

 0,5 

α 
β 

 
Рис. 13. Взаимосвязь вероятностей ошибок 1-го и 2-го рода  
при идентификации веществ по числу совпадающих  

спектральных линий [15] 
 
Вместе с тем у элементов, присутствующих в пробе, неко-

торые линии могут не проявиться в спектре пробы. Число остав-
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шихся линий может оказаться меньше Nкр, и присутствующий 
элемент не будет опознан. По мере ужесточения критерия Nкр ве-
роятность такого события (ошибки 2-го рода) растет, что показы-
вает кривая β на рис.13. Следовательно, из-за возможности оши-
бок 1-го рода недопустимы слишком низкие значения Nкр, а из-за 
ошибок 2-го рода неприемлемы слишком высокие значения Nкр. 
Надо подобрать оптимальное (компромиссное) значение Nкр, при 
котором вероятности обеих ошибок одновременно окажутся дос-
таточно малыми и ими можно будет пренебречь. В каждом случае 
оптимальное значение Nкр может быть вычислено методами тео-
рии вероятностей. Оптимальное значение критического числа 
совпадений зависит от условий регистрации спектра и неодина-
ково для разных элементов.  

Этот пример показывает, что рассчитать оптимальные зна-
чения статистических критериев для проверки гипотез и соста-
вить таблицы критических значений показателя довольно трудно. 
Применение же таблиц, содержащих готовые значения критериев, 
не вызывает затруднений, их с успехом применяют даже те ис-
следователи, которые имеют минимальную математическую под-
готовку.  

 
6.4. Параметрические критерии и их применение  
Рассмотрим важнейшие и широко используемые в химиче-

ских исследованиях параметрические критерии, предполагающие 
нормальное распределение экспериментальных данных в соответ-
ствующих генеральных совокупностях.  

 
6.4.1. Отбраковка грубых промахов с помощью Q-теста  
Любая обработка экспериментальных данных начинается с 

отбраковки грубых промахов. Самый простой и наименее строгий 
способ отбраковки – применение Q-теста, предложенного Диксо-
ном. В данном случае нуль-гипотеза – предположение о том, что 
все варианты выборки относятся к одной и той же генеральной 
совокупности, распределенной по нормальному закону, а грубых 
промахов среди полученных вариант нет.  

Для проверки нуль-гипотезы варианты выборки располага-
ют в ряд по их величине – от наименьшего значения х1 до наи-
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большего xn. По экспериментальным данным рассчитывают пока-
затель Qэксп (далее Q): 

 Q = 
1

1

xx
xx

n

nn

−
− −   или   Q = 

1

12

xx
xx

n −
− . (6.1) 

Первая формула применяется, если сомнения вызывает 
наибольшая варианта, вторая – если наименьшая. В обоих случа-
ях Q – дробь, где в числителе разность между сомнительным ре-
зультатом и ближайшим к нему в ранжированном ряду вариант; в 
знаменателе – размах выборки. Все разности в этих формулах бе-
рутся по модулю, поэтому значения Q всегда положительны и не 
превосходят единицы. Табличные значения Q0,05, Q0,01 и т. д. есть 
в справочной литературе. В настоящем пособии они приведены в 
приложении 3F. Обычно Q-тест применяют при наличии в вы-
борке 3–7 независимых вариант. При большем объеме выборки 
для расчета Q применяют несколько более сложные формулы [9].  

Пример 6-1. По результатам анализа влажность сырья в па-
раллельных пробах оказалась (в %): 22; 25; 28; 21; 24. Сомнение 
вызывает наибольшая варианта 28 %. Q = (28 – 25) / (28 – 21) = 
3/7 = 0,43. Для n =5 Q0,05 = 0,64; Q0,01 = 0,82. Так как Q < Q0,05, ве-
роятность нуль-гипотезы больше 0,05, отбросить ее и считать ре-
зультат 28 % грубым промахом нельзя. Вывод: «С вероятностью 
0,95 промахи не выявлены». Если в той же выборке сомнительной 
вариантой было бы (вместо 28) число 48, тогда Q оказалось бы 
равным 0,85, превысило критическое значение Q0,01, и мы доказа-
ли бы, что сомнительный результат 48 % в данной выборке явля-
ется грубым промахом. Уровень значимости нуль-гипотезы в 
этом случае был бы менее 0,01. Отметим, что по Q-тесту в прин-
ципе нельзя доказать отсутствия промахов, можно лишь вы-
явить (или не выявить!) имеющиеся. Если в выборке одновремен-
но присутствует несколько промахов, обнаружить их по Q-тесту 
часто не удается. В литературе описаны многочисленные способы 
отбраковки вариант, в которых используются все варианты вы-
борки, а не три из них, как в рассмотренном методе, они несколь-
ко сложнее, но более надежны. Пример – параметрический крите-
рий максимального относительного отклонения (см. приложе-
ние 3G). 
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6.4.2. Сравнение двух дисперсий по критерию Фишера 
Этот параметрический критерий сравнения выборок по сте-

пени разброса вариант предложен Фишером и Снедекором. Он 
применим, если в обеих выборках отсутствуют грубые промахи и 
дрейф. Для расчета F находят дисперсии выборок и делят боль-
шую на меньшую, независимо от их объема. Полученное значе-
ние F = 2

2
2
1 SS  сопоставляют с табличными F0,05 и F0,01 по общему 

алгоритму. 
Пример 6-2. Анализ бронзы в лаборатории А дал содержа-

ние Si: 0,54 %, 0,57 %, 0,56 %, 0,59 %. В лаборатории Б получили 
соответственно 0,76 %, 0,70 % и 0,82 %. Где воспроизводимость 
анализа выше? 

Решение. Прежде всего убеждаются в отсутствии промахов и 
дрейфа, затем считают дисперсии: S2(А) = 4,33·10–4; S2(В) = 36·10–4. 
Дисперсия данных по лаборатории Б в 8,3 раз выше, ее считаем 
«первой», получаем F = 8,3. Отыскивая критические значения 
критерия, надо учесть не только желаемый уровень значимости 
нуль-гипотезы, но и объем каждой выборки. В справочниках 
обычно вместо объема выборки n указывается число степеней 
свободы df , которое в данном случае равно (n – 1). При двух сте-
пенях свободы (3 опыта) для первой и трех степенях свободы для 
второй дисперсии F0,05 = 9,5; F0,01 = 31 (см. приложение 3H). Так 
как F < F0,05, пренебречь нуль-гипотезой нельзя. Следовательно, 
вывод о лучшей воспроизводимости данных из лаборатории А, 
который мы сделали бы «на глаз», является статистически недос-
товерным. Межлабораторное расхождение по воспроизводимости 
результатов анализа в данных опытах не выявлено (α > 0,05). 

 
6.4.3. Сравнение нескольких дисперсий.  

Критерии Бартлета и Кохрена 
Часто надо сравнивать не две, а несколько выборок, содер-

жащих однотипные варианты. Не ясно, можно ли считать соот-
ветствующие дисперсии однородными. Задачу решают с помо-
щью параметрических критериев Бартлета или Кохрена. Крите-
рий Кохрена (G) применяют, если объемы выборок одинаковы. 
Он представляет собой отношение наибольшей дисперсии к сум-
ме дисперсий. 
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 G = S2
max / ΣS2

i . (6.2) 

Если G < G0,05, все выборочные дисперсии S2
i можно считать 

оценками одной и той же генеральной дисперсии σ 2, причем 
σ 2 ≈ 1/n ΣS2

i. Табличные значения критерия Кохрена имеются в 
справочной литературе и в приложении 3J.  

Если объемы сопоставляемых выборок неодинаковы, то 
применяют критерий Бартлета. Формулы, по которым он рассчи-
тывается, довольно сложны (см. [13, с. 106]). Найденные значения 
сопоставляют по общему алгоритму с табличными значениями. 
Если экспериментальное значение критерия Бартлета не превос-
ходит критерий, взятый для α = 0,01, следует считать все измере-
ния равноточными, а дисперсии – однородными. 

 
6.4.4. Сравнение средних значений с помощью 

критерия Стьюдента 
Сопоставление двух выборок по среднему значению воз-

можно, если: а) в обеих выборках отсутствуют грубые промахи и 
дрейф; б) измеряемая величина имеет нормальное распределение; 
в) дисперсии обеих выборок однородны. Поэтому до сравнения 
средних значений следует проверить однородность дисперсий по 
критерию Фишера. Применение критерия Стьюдента для сравне-
ния средних значений основано на предположении о равенстве 
математических ожиданий, т. е. о принадлежности обеих выборок 
к одной и той же генеральной совокупности (см. раздел 6.1). 
Именно это предположение является нуль-гипотезой. Экспери-
ментальное значение t-критерия находят по формуле:  

 
S

xx
t

d

21 −
= , (6.3) 

где в числителе стоят средние арифметические первой и второй 
выборок, а в знаменателе – обобщенное стандартное отклонение. 
Его оценки: 

 Sd = 
2 2

1 2S S
n
+  при n1 = n2 = n. (6.4) 
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При различном объеме сопоставляемых выборок (n1 ≠ n2) 
следует применять более сложную формулу (6.5): 

 Sd = 
21

21

21

2
221

2
1

2
11

nn
nn

nn
S)(n)S(n

⋅

+
⋅

−+
−+−

. (6.5) 

Величину tэксп сравнивают с табличными значениями крите-
рия для разных уровней значимости. При отборе табличных зна-
чений учитывают объемы обеих выборок. В таблицах значения t 
систематизированы по числу степеней свободы. При сравнении 
средних число степеней свободы равно: 

 df = n1 + n2 – 2. (6.6) 

Данный способ сводится к сравнению математических 
ожиданий случайной величины; в частности, до и после воздейст-
вия некоторого фактора. Различие этих величин будет достоверно 
(α < 0,01), если найденное значение t окажется большим, чем t0,01. 
При t ≤ t0,05 различие средних считается статистически недока-
занным, выборки можно считать относящимися к одной и той же 
генеральной совокупности, объединять их и находить среднее 
значение для объединенной выборки. Однако в этом случае не 
следует утверждать, что исследуемый фактор не влияет на ре-
зультаты измерений соответствующего параметра. 

Пример 6-3. Содержание вредного вещества в сточной воде 
до и после очистки определяли в трех параллельных пробах. Ме-
тодика анализа приводит к нормальному распределению резуль-
татов анализа. Полученные результаты: в пробах неочищенной 
воды: 24, 17 и 19 мг/л; в пробах очищенной воды: 11, 14 и 18 мг/л. 
Необходимо оценить эффективность данного способа очистки. 

Решение. Средние значения сопоставляемых выборок не 
равны: 1x = 20 мг/л, 2x  = 14 мг/л. На первый взгляд налицо замет-
ное снижение среднего содержания вредного вещества – на 30 %! 
Однако настораживает плохая воспроизводимость результатов 
анализа – как до, так и после очистки воды воспроизводимость 
результатов анализа характеризуется величиной Sr порядка 0,2. 
В таком случае различие средних значений может быть следстви-
ем случайных погрешностей анализа (в частности, на стадии про-
боотбора). Находим по обычным формулам числовые значения 
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выборочных дисперсий S1
2 = 13 и S2

2 = 12. Дисперсии однородны, 
так как 2

2
2
1 SS <F0,05. По приближенной формуле (6.4) Sd = 2,9 мг/л. 

Отсюда t = (20 – 14 ) / 2,9 ≈ 2,0, что меньше критического значе-
ния t. Для α = 0,05 и 4 степеней свободы t0,05 = 2,78. Следователь-
но, эффект очистки статистически недостоверен (α > 0,05). 

Значимость нуль-гипотезы для найденного значения t мож-
но найти, пользуясь специальными таблицами, похожими на таб-
лицы функций Лапласа. В этих таблицах приведены значения α 
как функция t и n (см. [16, c. 34–35]). Так, для вышеприведенного 
примера значимость нуль-гипотезы для t = 2,0 и df = 4 составляет 
α ≈ 0,12. Такая высокая значимость нуль-гипотезы не позволяет 
считать влияние изучаемого фактора статистически достоверным.  

 
6.4.5. Проверка согласия теории и эксперимента. 

Критерий Пирсона 
Статистический критерий χ2 («хи-квадрат») был предложен 

К. Пирсоном в 1900 г. Он принципиально отличается от рассмот-
ренных выше критериев Фишера, Стьюдента и Диксона. Хотя 
критерий Пирсона также является параметрическим критерием, 
его применяют не только в тех случаях, когда экспериментальные 
данные распределены по нормальному закону. Исследователь 
должен лишь заранее знать (или постулировать) характер распре-
деления случайной величины в генеральной совокупности.  

Обычно критерием Пирсона пользуются для проверки ха-
рактера распределения вариант в достаточно большой по объему 
выборке экспериментальных данных. Если при многократных 
измерениях некоторой величины частота попадания результата 
в i-ый интервал (класс) составляет Эi (см. с. 55), а по предпола-
гаемому для генеральной совокупности данных теоретическому 
распределению частота должна равняться Тi, показатель рассчи-
тывают по формуле: 

 χ2 = Σ [(Эi – Тi)2 / Тi]. (6.7)  

При соответствии теории и эксперимента величина χ2 
не должна превышать некоторого порогового значения. В качест-
ве нуль-гипотезы принимают, что различия теоретических и экс-
периментальных частот статистически незначимы, носят случай-
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ный характер, т. е. эксперимент действительно приводит к пред-
полагаемому распределению случайной величины. Будем отвер-
гать эту гипотезу, если ее значимость окажется меньше критиче-
ского уровня, например 0,01. Для этого χ2 должно быть больше 
χ2

0,01 для данного числа степеней свободы (df). Если критерий 
Пирсона используется для проверки нормальности некоторого 
эмпирического распределения, то df = k – 3, где k – число классов. 
При проверке других теоретических распределений число степе-
ней свободы рассчитывается по другим формулам, учитывающим 
число параметров каждого конкретного распределения. Таблич-
ные значения χ2 для разных уровней значимости и разного числа 
степеней свободы приведены в приложении 3С. 

Критерием χ2 постоянно пользуются химики-аналитики для 
проверки нормальности распределения результатов анализа. Так 
поступают при разработке новой или метрологической аттестации 
известной методики анализа. Проверка нормальности распределе-
ния по критерию χ2 (по Пирсону) надежнее, чем проверка по асим-
метрии и эксцессу. При использовании критерия надо иметь доста-
точно большой объем экспериментальных данных (рекомендуется, 
в частности, условие n > 50). Данные следует группировать в 6–8 
классов одинаковой ширины. В компьютерных программах, реали-
зующих алгоритм проверки по критерию Пирсона, теоретические 
частоты (заселенности соответствующих классов) вычисляются 
автоматически, по формулам Гаусса или Лапласа. Многочислен-
ные примеры проверки нормальности распределения результатов 
анализа по критерию Пирсона приведены в литературе по аналити-
ческой химии и метрологии. Проверка других распределений с по-
мощью того же критерия ничем принципиально не отличается от 
проверки нормальности, в этих случаях используются лишь другие 
формулы для расчета теоретических частот. 

Критерий Пирсона химики иногда используют не для про-
верки характера распределения, а для оценки степени расхождения 
экспериментальных данных с табличными (или вычисленными по 
некоторой теоретической модели)6. Если расхождение, вычислен-
ное по ряду признаков, окажется значимым, надо дополнительно 

                                                   
6 Такой способ оценки разнородных данных не является строго кор-

ректным с математической точки зрения. 
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разобраться, является ли оно следствием случайных погрешностей 
или вызывается другими причинами, например – принципиальной 
непригодностью использованной модели, а значит и проверяемой 
научной гипотезы. Для дополнительной проверки обязательно по-
требуется провести повторные опыты, многократно измеряя ту ха-
рактеристику (Эi ), которая вносила основной вклад в величину χ2 

при ее расчете по формуле (6.7). На основании результатов по-
вторных измерений рассчитывают доверительный интервал и про-
веряют, попадает ли в него Тi . Если попадает, тогда расхождение 
Эi и Тi можно объяснить случайными погрешностями.  

Существует и другой способ дополнительной проверки, в 
котором применяют критерий Стьюдента. Допустим, при повтор-
ных измерениях получено n значений исследуемой характеристи-
ки Э, выборка получена из генеральной совокупности нормально 
распределенных данных, но среднее значение Э = х  не равно не-
которой константе Т – ожидаемому или «теоретическому» значе-
нию той же характеристики. Тогда рассчитывают показатель t по 
формуле (6.8): 

 t = 
S
nTx − ,  (6.8) 

где S – выборочное стандартное отклонение. Величину t сопос-
тавляют с табличными значениями критерия Стьюдента для вы-
бранных уровней значимости. Cчитают, что при таком сравнении 
число степеней свободы df = n – 1. 

Пример 6-4. Содержание азота в продукте органического 
синтеза по данным повторных анализов оказалось равным (%) 
11,5; 11,7; 11,8; 11,3; 11,7. Судя по формуле ожидаемого продукта 
реакции, содержание азота в нем должно быть 11,0 %. Следует ли 
считать расхождение теории и эксперимента значимым или его 
можно объяснить случайными погрешностями анализа?  

Решение. Предполагаем нормальное распределение  
результатов анализа и применяем проверку по Стьюденту: 
t = (11,6 – 11,0) 5 /0,2 = 6,7; t0,01 = 4,6. Значит, расхождение сред-
него результата анализа и «теоретического» значения достоверно 
(уровень значимости нуль-гипотезы менее 0,01). Либо методика 
анализа дает систематическую погрешность, либо в ходе реакции 
получилось не то, что ожидал исследователь. 
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Глава 7 
ОСНОВНЫЕ ИДЕИ КОРРЕЛЯЦИОННОГО  

И ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА  

 
7.1. Понятие о корреляции  
При проведении научных исследований нередко приходит-

ся сталкиваться с двумерными совокупностями эксперименталь-
ных данных, где объекты отличаются сразу по двум признакам – 
измеряемым характеристикам X и Y (табл. 6).  

 
Таблица 6 

Примеры двумерных совокупностей 

Объекты X Y 
Дети масса тела рост 
Больные  
гипертонией 

частота пульса артериальное давление 

Ион-селективные 
электроды 

коэффициент чув-
ствительности 

время установления рав-
новесного потенциала 

Одноатомные  
спирты 

молекулярная  
масса 

температура кипения 

Природные воды жесткость воды величина рН 
Легированные стали содержание хрома содержание никеля 

 
В активном эксперименте каждый опыт также характеризу-

ется не менее чем двумя величинами: а именно значениями фак-
тора (Х) и параметра (Y). Так, каждый из изучаемых Pt-
содержащих катализаторов может быть охарактеризован содер-
жанием платины (Х) и активностью в заданных условиях (Y). Ис-
следователь должен установить, существует ли в совокупности 
таких катализаторов взаимосвязь величин Х и Y, каков ее харак-
тер. Нередко каждый из исследованных объектов или проведен-
ных опытов характеризуется двумя параметрами (Y1 и Y2), и тогда 
приходится выяснять, взаимосвязаны ли эти параметры или со-
вершенно независимы друг от друга. Примером может быть та же 
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серия однотипных катализаторов, если для каждого катализатора 
определены значения активности Y1 и селективности Y2.  

Возможно, числовые значения Х и Y будут варьировать от 
объекта к объекту несогласованно, независимо друг от друга. Не 
исключен и противоположный случай, когда между значениями Х 
и Y существует однозначная функциональная связь, заданная, на-
пример, уравнениями Y = b0 + b1X или Y = aXC. Наиболее распро-
странен промежуточный случай, когда Х и Y связаны корреляци-
ей (закоррелированы). Это означает, что между изменениями этих 
величин существует взаимосвязь. Например, в исследуемой дву-
мерной совокупности данных при переходе от объекта к объекту 
повышение X, как правило, сопровождается повышением Y (по-
ложительная корреляция). Возможна и отрицательная корреля-
ция, когда повышение Х гораздо чаще ведет к понижению Y, чем 
к повышению этой величины.  

При наличии корреляции мы не можем однозначно вычис-
лить для какого-либо объекта значение Y по известному значе-
нию X (или наоборот). Каждому значению X может соответство-
вать целый набор объектов с разными Y, а не строго определен-
ное единственное значение Y, как было бы при функциональной 
зависимости. Известно, что у детей существует положительная 
корреляция между ростом и массой тела: чем больше рост ребен-
ка, тем, как правило, больше и его масса. Но заранее вычислить 
эту массу по измеренному значению роста нельзя, один и тот же 
рост будут иметь дети с совершенно разной массой. А дети одно-
го роста могут иметь разную массу, здесь будут сказываться на-
следственность, режим питания и многие другие факторы.  

За корреляцией величин Х и Y часто угадывается строгая 
причинно-следственная связь явлений, искаженная влиянием дру-
гих факторов и погрешностями измерения X и Y. В таких случаях 
Х и Y являются неравнозначными; символом X принято обозна-
чать причину (фактор), а символом Y – следствие (параметр). Так, 
между температурами кипения разных спиртов и молекулярной 
массой каждого из них существует положительная корреляцион-
ная связь, в которой отчетливо различимы причина и следствие: 
температура кипения (Y) повышается, потому что повышается 
молекулярная масса (X), но не наоборот. Однако причинно-
следственная связь явлений для корреляции не обязательна; ти-
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пичный пример такой корреляции – связь температур кипения и 
температур плавления ряда спиртов: оба свойства при переходе 
от одного спирта к другому обычно меняются в одну и ту же сто-
рону. Здесь нет причины и следствия, обе величины согласованно 
меняются вследствие изменения третьей – молекулярной массы. 
Характеристики корреляции вычисляются одним и тем же спосо-
бом, независимо от наличия или отсутствия причинно-следст- 
венной связи между закоррелированными величинами X и Y.  

Задачей корреляционного анализа является проверка нали-
чия корреляции между признаками Х и Y, а также оценка степени 
закоррелированности. Корреляционный анализ осложняется вви-
ду ограниченного объема двумерной совокупности, т. е. из-за ма-
лого числа пар X и Y. Гипотеза о наличии корреляции проверяет-
ся так же, как и другие статистические гипотезы (см. 6.2). Отме-
тим, что аппарат корреляционного анализа приложим не только к 
двумерным, но и к многомерным совокупностям, т. е. таким, у 
которых для каждого объекта измерено множество признаков X1, 
X2,.... , Xk. В таких случаях выясняют, какие из признаков попарно 
закоррелированы, а какие меняются независимо от других.  

  
7.2. Виды корреляции  
Если нанести на чертеж значения X и Y для объектов изу-

чаемой совокупности, каждый из них даст определенную точку. 
Рассматривая совокупность точек, мы отчетливо увидим, к какой 
функциональной зависимости тяготеет корреляционная связь X и 
Y (рис.14). Точки могут группироваться вокруг некоторой прямой 
или кривой, соответственно говорят о линейной или нелинейной 
корреляции. Линейная корреляция наиболее удобна для исследо-
ваний, поэтому пока ограничимся рассмотрением этого случая. 

Любую линейную корреляцию можно представить себе как 
результат одновременного проявления линейной зависимости 
Y = b0 + b1X и хаотического разброса результатов. Очевидно, доли 
этих факторов в разных корреляциях различны. Степень линей-
ной корреляции (ее «силу») оценивают коэффициентом r, кото-
рый меняется от –1 до +1. Чем выше r по модулю, тем ближе ле-
жат точки к некоторой прямой, а корреляция ближе к функцио-
нальной зависимости. Считают, что в некоторой корреляции доля 
функциональной связи равна r2, а доля хаоса равна 1 – r2. Так, 
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корреляцию с r = 0,9 можно представить результатом одновре-
менного проявления линейной зависимости (81 %) и хаотического 
разброса данных (19 %). Однако такое истолкование коэффици-
ента корреляции нельзя считать математически строгим и обще-
принятым.  

Знак коэффициента корреляции свидетельствует о направле-
нии изменений X и Y. При r > 0 увеличение X при переходе от 
объекта к объекту чаще связано с одновременным увеличением Y, 
чем с его уменьшением (положительная корреляция). Отрицатель-
ное значение r указывает на то, что рост X в данной совокупности 
объектов чаще связан с уменьшением Y, чем с увеличением (отри-
цательная корреляция). Знак корреляции относится ко всей сово-
купности исследуемых объектов, но не к любой паре объектов из 
этой совокупности: даже при r ≈ 1 можно найти такую пару объек-
тов, где большему значению X соответствует меньшее значение Y. 

 

 
Рис. 14. Графическое истолкование корреляций: 

а – отсутствие корреляции; б – слабая положительная линейная  
корреляция; в – сильная положительная линейная корреляция;  

г – сильная отрицательная нелинейная корреляция 
 
Для выявления знака и степени корреляции должны быть 

использованы все имеющиеся в распоряжении исследователя 
данные. Или объекты («точки») должны быть выбраны из соот-
ветствующей генеральной совокупности совершенно случайным 
образом, без их специального отбора с целью подгонки выводов 
под желаемый результат. Начинающим исследователям особенно 
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важно усвоить недопустимость «целенаправленного отбора», ко-
торый ничем не лучше прямой фальсификации эксперименталь-
ных данных. 

 
7.3. Проверка значимости коэффициента 

линейной корреляции  
Предположим, что мы имеем n объектов двумерной нор-

мально распределенной совокупности и получили таблицу с n па-
рами значений X и Y, т. е. с результатами измерения двух призна-
ков каждого объекта. Требуется выяснить, имеется ли достовер-
ная линейная корреляция между X и Y. Коэффициент линейной 
корреляции (r) рассчитываем по одной из следующих формул: 

 r = 
( ) ( )22

∑∑

Σ
−⋅−

−−

YYXX

)YY)(XX(

ii

ii . (7.1)  

 r = [ ] [ ]2222 )Y(Yn)X(Xn
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iiii

iiii

ΣΣΣΣ
ΣΣ

−⋅−
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Вторая формула удобнее для расчетов. Программа расчета r 
обычно имеется во всех пакетах прикладных программ для пер-
сональных компьютеров. Удобно рассчитывать r c помощью раз-
работанной в ОмГУ программы «Static», при n = 10 такой расчет 
займет 2–3 секунды (см. приложение 1). Тот же расчет на про-
граммируемом микрокалькуляторе занимает около минуты, а 
«вручную» студенты рассчитывают величину r не менее получа-
са. Расчет можно значительно облегчить и ускорить, если кодиро-
вать значения Xi и Yi . Могут быть использованы разные способы 
кодировки, в частности, величина r не изменится, если все Xi ум-
ножить или разделить на постоянное положительное число, от-
нять его или прибавить. То же относится к значениям Yi. 

За счет случайного характера выборки коэффициент корре-
ляции обычно несколько отличается от 0 и в том случае, когда 
никакой взаимосвязи величин Х и Y нет. Предположение об от-
сутствии линейной корреляции является нуль-гипотезой. Чтобы 
сделать достоверный вывод о наличии корреляции, надо, чтобы 
значение r по абсолютной величине превосходило бы критиче-
ское значение rтабл, зависящее от α – уровня значимости нуль-
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гипотезы и df – числа степеней свободы. Так как мы при вычис-
лении r по формуле (7.1) дважды усредняли варианты (и по Х, и 
по Y), то в данном случае df = n – 2. Значения rтабл для α = 0,05 и 
α = 0,01 приведены в приложении 3L, с учетом числа степеней 
свободы.  

При r > rтабл делаем вывод о наличии линейной корреля-
ции, вероятность ошибки при этом меньше 1 – α. При r  < rтабл 
значимость нуль-гипотезы выше критического уровня α, и отка-
зываться от нее нельзя. Вывод должен быть следующим: «Нали-
чие линейной корреляции не установлено (α > α0,05)». Однако при 
r  < rтабл не следует считать, что величины Х и Y абсолютно не-
зависимы друг от друга. Возможно, корреляция между ними есть, 
но не линейная! Или, может быть, мы взяли для проверки слиш-
ком малое число объектов, а расширение объема обрабатываемой 
совокупности данных (увеличение числа точек) приведет к уста-
новлению наличия линейной корреляции. 

При малом числе объектов (пар Xi и Yi) выводы о корреля-
циях вообще недостаточно надежны, рекомендуется брать не ме-
нее 10 таких пар. В статистике известны способы расчета того 
значения n, которое необходимо для заданной надежности вывода 
о корреляции, но эти расчеты довольно сложны и в настоящей 
книге не рассматриваются. 

Пример 7-1. Измерены выход продукта (W, % по массе) и 
давление в реакторе (P, атм) в ходе некоторого промышленного 
процесса. Они записаны в табл.7. Существует ли между этими 
величинами линейная корреляция?  

Таблица 7 
Расчет коэффициента корреляции для примера 7-1 

Р W X Y X2 XY Y2 
1,0 64 -3 -6 9 18 36 
1,5 67 -2 -3 4 6 9 
2,0 74 -1 4 1 -4 16 
2,5 66 0 -4 0 0 16 
3,0 73 1 3 1 3 9 
3,5 79 2 9 4 18 81 
4,0 82 3 12 9 36 144 
Суммы 0 15 28 77 311 
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Решение. Для облегчения расчетов применим следующие 
кодировки: X = 2(P – Pcредн) = 2(P – 2,5); Y = W – 70. Рассчитыва-
ем необходимые суммы (см. табл. 7), подставляем их в формулу 
(7.2) и получаем r = 0,87. То же значение коэффициента корреля-
ции можно получить с помощью компьютера без всяких кодиро-
вок. Находим в таблицах критическое значение коэффициента: 
для α = 0,05 и df = 5  rтабл = 0,7545. Очевидно, r  > rтабл. Линей-
ная корреляция достоверна на уровне значимости α < 0,05. 

Иногда в координатах (X, Y) точки хорошо ложатся не на 
прямую, а на некоторую кривую. В этих случаях можно рассчи-
тывать по особым формулам коэффициент нелинейной корреля-
ции, надо только заранее знать вид аппроксимирующей кривой 
(парабола, гипербола и т. д.). Но чаще пользуются более простым 
способом: вначале проводят линеаризацию данных, т. е. кодиров-
ку всех значений X и/или Y. Затем рассчитывают коэффициент 
линейной корреляции для новых (кодированных) переменных. 
Способ кодировки зависит от того, какой математической форму-
ле соответствует кривая, к которой тяготеют точки в координатах 
(X, Y). Так, ожидая, что между X и Y существует связь вида 
Y = aXC, искаженная разбросом экспериментальных данных, про-
водят логарифмическую линеаризацию Х = lgX и Y = lgY. (Здесь 
кодированные значения вариант выделены жирным наклонным 
шрифтом). Если наши предположения по поводу аппроксими-
рующей функции верны, между Х и Y должна существовать ли-
нейная корреляция. Если это предположение подтверждается рас-
четом r, тогда можно утверждать, что между величинами Х и Y 
также имеется корреляция, но нелинейная. 

Часто на практике надо выбирать лучшую аппроксими-
рующую функцию. В этом случае последовательно используют 
несколько способов линеаризации, т. е. различные способы коди-
ровки. Для каждого способа рассчитывают коэффициент линей-
ной корреляции. Чем выше окажется r , тем лучше функция под-
ходит для передачи опытных данных. Так, связь между темпера-
турой (Т) и скоростью (v) реакции без линеаризации дает доволь-
но низкое значение r , корреляция оказывается недостоверной. 
Несколько выше будет r  при переходе к переменным Х = lgT и 
Y = lgv . Если же взять в качестве переменных Х = 1/T и Y = lgv 
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(так называемые аррениусовские координаты), коэффициент r 
будет по абсолютной величине близок к единице. Если последний 
способ линеаризации оказывается лучшим, то можно сделать вы-
вод, что экспериментальные данные приблизительно соответст-
вуют уравнению Аррениуса: v = k RT/Ee− . 

 
7.4. Однофакторный дисперсионный анализ 
Алгоритм сопоставления средних по критерию Стьюдента 

позволяет сравнивать математические ожидания случайной вели-
чины до и после воздействия фактора. Но этого недостаточно, 
чтобы окончательно решить важнейшую практическую задачу: 
влияет ли исследуемый фактор на интересующую нас величину 
или нет? Для ответа на такой вопрос эксперимент следует прово-
дить, измеряя параметр при нескольких уровнях исследуемого 
фактора. Полученные в ходе эксперимента данные можно обраба-
тывать разными способами. В частности, можно рассчитать ко-
эффициент корреляции. Однако при таком подходе мы не учиты-
ваем воспроизводимость измерений. Более надежные результаты 
можно получить, многократно измеряя параметр при одном и том 
же уровне исследуемого фактора. Выполнив несколько серий   
таких измерений для разных уровней фактора, мы сможем сопос-
тавить разброс значений параметра в повторных опытах на одном 
уровне с различием его средних значений на разных уровнях.    
Таким образом, влияние фактора будет исследовано с учетом вос-
производимости измерений параметра.  

Эту идею выдвинул в 1925 г. Р. Фишер, и разработанный 
им способ обработки данных известен под названием простого, 
или однофакторного, дисперсионного анализа. В целом же дис-
персионный анализ – это исследование неоднородного числового 
материала путем разложения общей дисперсии на отдельные со-
ставляющие. В основе дисперсионного анализа, как и многих 
других статистических методов, лежит предположение о том, что 
измеряемые величины имеют нормальное распределение, т. е. 
обычный однофакторный дисперсионный анализ – это парамет-
рический метод. 

Допустим, проводят эксперимент, задавая фактор на k 
уровнях, причем на фиксированном j-ом уровне параметр изме-
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ряют nj раз. Результаты измерений записывают в таблицу сле-
дующего типа: 

Таблица 8 
Представление исходных данных  

для однофакторного дисперсионного анализа 

Уровни фактора  1 2 . . .  k 
y1,1 y1,2 . . . y1,k 

y2,1 y2,2 . . . y2,k 

y3,1 y3,2 . . . y3,k 

. . . . . . . . . . . . 

 
 Результаты  
 измерений  
 параметра 
 yn1,1 yn2,2 . . . ynk,k 

 
В каждом столбце записаны результаты повторных измере-

ний случайной величины в некоторых заданных условиях, т. е. 
на некотором уровне исследуемого фактора. Число повторных 
измерений в каждом столбце в общем случае может быть различ-
ным, но обычно значения n1, n2, . . . , nk одинаковы и равны не-
большому целому числу n. Считаем, что столбцы табл. 8 состав-
ляют k независимых выборок, каждая из которых получена из 
своей генеральной совокупности с нормальным распределением. 
Уровни фактора соответствуют номеру выборки, записанной в 
данном столбце табл. 8.  

Возможно, генеральные совокупности данных, получаемых 
на всех исследуемых уровнях, имеют равные дисперсии σ 2, но 
различные математические ожидания m1, m2, . . . , mk . Различие в 
математических ожиданиях может быть вызвано влиянием изу-
чаемого фактора. Нуль-гипотеза состоит в том, что m1 = m2 = . . . 
= mk = m. Иначе говоря, вначале мы предполагаем, что влияние 
фактора на математические ожидания параметра отсутствует. Ес-
ли нуль-гипотеза будет опровергнута, это будет означать, что не-
которые (или все) математические ожидания отличаются друг от 
друга, что может быть вызвано влиянием изучаемого фактора.  

Алгоритм проверки нуль-гипотезы включает несколько ша-
гов (стадий).  

На нулевом (начальном) шаге каждую выборку (столбцы из 
табл. 8) проверяют на наличие грубых промахов, рассчитывают ее 
выборочное среднее и выборочную дисперсию, используя стан-
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дартные формулы. Выборочные дисперсии проверяют по крите-
риям Кохрена или Бартлета. 

Если все дисперсии окажутся однородными, переходят к 
следующим шагам. 

На первом шаге проводят вспомогательные вычисления, 
связанные как с отдельными столбцами, так и со всей совокупно-
стью данных, представленных в табл. 8. Обозначим через 
n = n1 + n2 + ... + nk общее число измерений. Далее вычислим 
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где jy  – выборочное среднее j-ой выборки (j = 1, 2, …, k), y  – 
общее выборочное среднее по всей совокупности данных. Сумма 
квадратов отклонений измерений от общего среднего может быть 
представлена в виде  
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где Q1 – сумма квадратов отклонений выборочных средних jx  от их 
общего среднего y  (между группами); Q2 – сумма квадратов откло-
нений измерений от выборочных средних групп (внутри групп), 
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Величина 
1

12
1 −

=
k
QS  характеризует рассеяние групповых 

средних и называется факторной (межгрупповой) дисперсией. Ве-

личина 
kn

QS
−

= 22
2  отражает рассеяние внутри групп, которое обу-

словлено случайными вариациями результатов измерений, и назы-
вается остаточной (внутригрупповой) дисперсией. Заметим здесь, 
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что значения величины 2
1S , существенно превышающие значения 

2
2S , могут быть объяснены различием средних в группах. 

На втором шаге находим величину λэксп по формуле 

 2
2

2
1

S
Sлэксп = . (7.6) 

Фиксируем уровень значимости нуль-гипотезы (α) и срав-
ниваем λэксп с λкрит, значение которого выбирается из таблиц кри-
терия Фишера для заданного значения α и числа степеней свобо-
ды df1 = k – 1, df2 = n – k. Если окажется, что верно неравенство 
λэксп ≤ λкрит, то нуль-гипотезу принимаем. В этом случае можно 
считать, что все математические ожидания равны между собой, 
их общее значение m1 = m2 = … = mk = m оценивается величиной 
y , а значение дисперсии у2 оценивается величиной 2

2S . При вы-
полнении неравенства λэксп > λкрит нуль-гипотеза отклоняется и 
следует считать, что среди математических ожиданий m1, m2, …, 
mk есть хотя бы два, не равных друг другу. 

Отклонение нуль-гипотезы может повлечь за собой необхо-
димость применения дополнительных методов, связанных с оцен-
кой влияния фактора на измеряемый параметр. Так, для поиска 
групп, имеющих значимое различие средних, естественно исполь-
зовать попарное сравнение групп по критерию Стьюдента. Для 
оценки силы влияния фактора можно использовать метод Снеде-
кора [17, с. 230]. 

Пример 7-2. Изучается влияние ионной силы на величину 
оптической плотности раствора дихромата калия при прочих по-
стоянных условиях. В эксперименте получены следующие значе-
ния оптической плотности. 

Таблица 9 
Пример представления исходных данных 

для однофакторного дисперсионного анализа 
Ионная сила 0,01 0,05 0,10 0,25 

0,30 0,31 0,34 0,33 
0,28 0,30 0,32 0,34 

Результаты измерений  
оптической плотности 

0,29 0,32 0,30 0,32 
Выборочные средние 0,29 0,31 0,32 0,33 
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Сопоставление средних, полученных для разных столбцов 
этой таблицы, показывает, что выборочные средние возрастают 
по мере увеличения ионной силы: 4321 yyyy <<< . На основании 
этого можно предположить, что ионная сила оказывает положи-
тельное влияние на величину оптической плотности раствора. 
Однако такое предположение следует рассматривать только как 
предварительное. Оно требует обоснования с применением одно-
факторного дисперсионного анализа. Для этого проверим нуль-
гипотезу, состоящую в том, что влияние ионной силы на величи-
ну оптической плотности раствора отсутствует. 

Решение. В представленной таблице k = 4. Фактор (величи-
на ионной силы) дан на четырех уровнях. Объемы выборочных 
данных n1 = n2 = n3 = n4 = 3, общее число измерений n = 12. Будем 
считать, что данные не содержат грубых промахов, а дисперсии 
однородны (проверить это можно с применением простейших 
способов, описанных в разделе 6.4). Применяя формулы (7.3)–
(7.6), получаем, что общее выборочное среднее 31250,y = , фак-

торная дисперсия 00087502
1 ,S = , остаточная дисперсия 

00017502
2 ,S = , λэксп = 5,0. Число степеней свободы df1 = k – 1 = 3 , 

df2 = n – k = 8. Критические значения таковы: λкрит = λ1 = 4,07 для 
α = 0,05 и λкрит = λ2 = 7,59 для α = 0,01. Здесь мы имеем случай, 
когда λ1 < λэксп < λ2. На уровне значимости α = 0,01 нуль-гипотеза 
принимается. Поэтому предварительное предположение о влия-
нии ионной силы на оптическую плотность раствора дихромата 
калия в данном эксперименте не подтверждается с необходимой 
надежностью. По-видимому, исследователю следует продолжить 
эксперимент, увеличить объем исходных данных и все расчеты 
повторить заново. Лучше всего сделать это с помощью подходя-
щей компьютерной программы, хотя бы программы дисперсион-
ного анализа из пакета STATIC. 

 
7.5. Двухфакторный дисперсионный анализ 
Во многих химических исследованиях возникает ситуация, 

когда параметр может варьировать под действием нескольких 
факторов одновременно, и требуется выяснить значимость каж-
дого из них. Факторы могут иметь как качественный, так и коли-
чественный характер. Примером может быть определение содер-
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жания кадмия в почве, причем анализируют множество проб поч-
вы, взятых на разной глубине (количественный фактор) и в раз-
ных местах (качественный фактор). Другим примером может 
быть исследование активности серии однотипных катализаторов, 
отличающихся по дисперсности, по продолжительности предва-
рительного прокаливания и по температуре прокаливания. Для 
решения этих и множества других задач используется многофак-
торный дисперсионный анализ. Особенность этого метода по 
сравнению с однофакторным дисперсионным анализом состоит в 
том, что, как правило, нет необходимости проводить параллель-
ные измерения. Интересующий нас параметр достаточно изме-
рять один раз для каждого из допустимых сочетаний уровней 
факторов. Получаемые при этом данные образуют многомерную 
таблицу, которая обрабатывается с помощью специальных фор-
мул. Рассмотрим относительно несложный случай, когда прове-
ряется влияние только двух факторов A и B. Предполагается, что 
фактор A имеет k уровней, фактор B – n уровней, факторы не свя-
заны между собой и не взаимодействуют. Результаты измерений 
параметра обозначим как yi,j . Данные представляют, как показано 
в табл. 10. Числа yi,j из табл. 10 означают результаты однократных 
измерений при фиксированных сочетаниях уровней факторов Ai и 
Bj (i = 1, …, n, j = 1, …, k). 

 
Таблица 10 

Представление данных для двухфакторного  
дисперсионного анализа 

Уровни фактора А Уровни 
фактора В A1 A2 . . . Ak 

В1 Y1,1 y1,2 . . . y1,k 

В2 Y2,1 y2,2 . . . y2,k 

В3 Y3,1 y3,2 . . . y3,k 

. . . . . . . . . . . . . . . 
Вn yn,1 yn,2 . . . yn,k 

 
В ходе вычислений проверяются две основные нуль-

гипотезы: 1) влияние фактора A отсутствует, 2) влияние фактора 
B отсутствует. Алгоритм проверки гипотез состоит в следующем. 
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На нулевом шаге проводят вспомогательные вычисления, 
связанные с отдельными столбцами и строками табл. 10. Однако 
ни о какой отбраковке грубых промахов не может быть и речи – в 
многофакторном дисперсионном анализе мы, как правило, не 
имеем результатов параллельных измерений! Надо рассчитать 
сумму вариант, записанных в j-ом столбце (обозначим ее через 

A
jY ), и сумму вариант, стоящих в i-ой строчке ( B

iY ), т. е. суммы 
следующего вида: 

 1 2
A

j , j , j n , jY y y y= + + +L ;  j = 1, …, k;  

 1 2
B

i i , i , i ,kY y y y= + + +L ; i = 1, …, n. (7.7) 

На первом шаге вычисляем суммы квадратов величин A
jY  и 

B
iY , деленные на число вариант в столбцах и строках соответст-
венно: 
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На втором шаге вычисляем сумму квадратов всех вариант, 
представленных в табл. 10: 
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Затем находим квадрат суммы всех вариант, деленный на 
общее число вариант 
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На третьем шаге вычисляем выборочные дисперсии, отно-
сящиеся к измеряемой величине y, с учетом возможного влияния 
факторов A и B: 
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На четвертом шаге находим величины A
экспл , B

экспл   
по формулам: 
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S
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0
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S
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эксп = . (7.16) 

На последнем, пятом шаге фиксируем уровень значимости 
нуль-гипотезы (α) и сравниваем A

экспл  и B
экспл  с величиной λкрит,  

которая выбирается из таблиц критерия Фишера при заданном α, 
df1 = k – 1, df2 = (k – 1)(n – 1). Влияние фактора A признается зна-
чимым, т. е. нуль-гипотеза отклоняется, если выполняется нера-
венство A

экспл  > λкрит. Соответственно влияние фактора B считает-

ся значимым, если B
экспл  > λкрит. Нуль-гипотезы относительно обо-

их факторов принимаются (т. е. считают, что влияние факторов A 
и B на изучаемый параметр не обнаружено), если одновременно 
выполняются неравенства A

экспл  ≤ λкрит и B
экспл  ≤ λкрит. В последнем 

случае неизвестное значение дисперсии σ 2 оценивается величи-
ной (QAB – QS) / (nk – 1).  

Пример 7-3. Проводились межлабораторные испытания 
шести разных ингибиторов коррозии (фактор A). Эти испытания 
проводились по единой методике в трех различных лабораториях 
(фактор B). Результаты испытаний во всех случаях выразили вели-
чиной скорости коррозии, в процентах от скорости коррозии в от-
сутствие ингибитора. Полученные данные представлены в табл. 11.  
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Таблица 11 
Пример представления исходных данных  

для двухфакторного дисперсионного анализа 
Уровни фактора А Уровни 

фактора В A1 A2 A3 A4 A5 A6 
В1 1,90 2,30 2,60 1,80 2,00 2,05 
В2 2,02 2,10 3,20 2,70 4,00 2,40 
В3 1,60 1,50 1,80 2,60 1,90 1,70 
   
На основании данных табл. 11 требуется выбрать лучший 

ингибитор или статистически подтвердить заметную на первый 
взгляд одинаковую эффективность всех исследованных ингиби-
торов. Попутно сопоставляют работу разных лабораторий. Есте-
ственно, результаты проверки будут более доказательными, если 
окажется, что выводы трех независимых лабораторий статистиче-
ски совпадают, т. е. фактор исполнителя не значим.  

Решение. Для того чтобы сопоставить между собой эффек-
тивность ингибиторов, необходимо оценить влияние фактора A. 
При интерпретации получающихся результатов следует также 
учесть и фактор B, так как различие данных по лабораториям мо-
жет быть обусловлено систематическими погрешностями, допус-
каемыми какой-либо лабораторией, или местными условиями. 
Предполагаем, что результаты измерений во всех лабораториях 
имеют нормальное распределение. Поэтому здесь можно и нужно 
использовать двухфакторный дисперсионный анализ. Рассмотрим 
нуль-гипотезы, состоящие в том, что остаточная скорость корро-
зии (в %) не зависит ни от типа ингибитора, ни от того, в какой 
именно лаборатории проводилось это исследование. Количество 
уровней факторов в этой задаче таково: k = 6, n = 3. Применяя 
формулы (7.7) – (7.14), получаем, что 2

0 0 247S ,= , 2 0 316AS ,= , 
2 1 245BS ,= . Используя далее формулы (7.15), (7.16), находим, что 

1 279A
экспл ,= , 5 04B

экспл ,= . Число степеней свободы равно df1 = 5, 
df2 = 10. Критические значения таковы: λ1 = 3,33 для α = 0,05 и 
λ2 = 5,64 для α = 0,01. На уровне значимости α = 0,05 нуль-гипо- 
тезу относительно фактора А принимаем. Полученный результат 
говорит о том, что достоверных преимуществ по эффективности 
ни один из ингибиторов не имеет (по сравнению с другими в дан-
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ной серии). По-видимому, для выбора ингибитора следует при-
влекать не только эффективность, но и другие характеристики 
(стоимость, токсичность и т. д.). Для фактора B на уровне значи-
мости α = 0,05 нуль-гипотеза отклоняется. Последнее следует ин-
терпретировать как зависимость результатов испытаний от того, в 
какой лаборатории они проводились. Однако на уровне значимо-
сти α = 0,01 нуль-гипотеза сохраняется, т. е. нельзя утверждать, 
что в разных лабораториях результаты испытаний достоверно 
различаются. 

Таким образом, на второстепенный вопрос – одинаковы ли 
результаты испытаний в разных лабораториях? – ответ оказался 
недостаточно четким. Однако на основной вопрос мы получили 
совершенно четкий ответ – влияние фактора A не выявлено, мож-
но считать, что все ингибиторы одинаково эффективны.  
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Глава 8 
ОСНОВНЫЕ ИДЕИ РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

 
8.1. Цели и ограничения  
Если в ходе эксперимента оказывается, что некоторое свой-

ство исследуемого объекта (например, параметр Y) связано кор-
реляционной зависимостью с фактором Х или с рядом факторов 
(X1, X2, X3 и т. д.), то исследователь всегда пытается установить, 
какая же функциональная связь скрыта в этой корреляции за хао-
сом случайных погрешностей и влиянием неконтролируемых 
факторов. Такую связь желательно выразить одним, пусть даже 
очень сложным уравнением, одновременно учитывающим взаи-
мосвязь всех закоррелированных величин. Принято выражать ис-
комое уравнение как зависимость одного параметра от несколь-
ких факторов, т. е. в виде: Y = f (X1, X2, X3 ...). Это алгебраическое 
уравнение называется уравнением регрессии или просто регресси-
ей. Нахождение уравнения регрессии – основная цель регрессион-
ного анализа. Обычно этот метод применяют к тем многомерным 
совокупностям данных, где предполагаются причинно-следствен- 
ные связи величин и где можно точно указать аргументы (факто-
ры) и функции (параметры).  

Найденное уравнение регрессии будет статистической мо-
делью исследуемой системы. В частности, по нему можно без до-
полнительных экспериментов прогнозировать величину Y для 
любой комбинации факторов («иксов»). Можно решать и обрат-
ные задачи, т. е. находить такую комбинацию «иксов», которая 
обеспечит заданное значение Y.  

Регрессионный анализ – логическое продолжение корреля-
ционного и дисперсионного. Так, проводя полное исследование 
некоторого объекта, вначале по данным предварительных опытов 
рассчитывают коэффициенты корреляции для разных пар призна-
ков и выделяют взаимосвязанные величины. Решают, какие из 
них являются факторами (аргументами), а какие – параметрами 
(функциями). Проверяют методами дисперсионного анализа, яв-
ляется ли влияние выбранных факторов статистически достовер-
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ным на фоне погрешностей измерения. Только затем проводят 
по определенному плану (см. главу 2) основной эксперимент, за-
давая значения факторов и измеряя параметры. Далее начинается 
регрессионный анализ полученных данных. Он включает сле-
дующие операции: 

• Выбирают вид уравнения регрессии и записывают его в 
виде многочлена (полинома) с неизвестными коэффициентами, 
например в следующем виде7: 

 Y = β0 + β1X1 + β2X2 + β12X1X2. 

Неизвестные коэффициенты βi должны быть такими, чтобы 
при подстановке значений «иксов» в уравнение регрессии полу-
чались расчетные значения Y, совпадающие с измеренными в со-
ответствующих условиях значениями Yэксп. 

• Поскольку для нахождения точных значений βi нужен бес-
конечно большой объем экспериментальных данных, а в нашем 
распоряжении их очень немного, рассчитывают приближенные 
значения (оценки) коэффициентов bi ≈ βi . 

• Проверяют, все ли найденные оценки коэффициентов 
(значения bi) значимы, нет ли среди них таких, которые не вносят 
достоверного вклада в результат расчета. Отбрасывают незначи-
мые коэффициенты, так как для них βi = 0.  

• Подставляют некоторые значения Хi в полученное урав-
нение регрессии и проверяют, насколько совпадает вычисленное 
значение Y c экспериментальными данными (значениями Yэксп). 

Каждую из этих стадий мы в дальнейшем будем разбирать 
детально.  

Регрессионный анализ осложняется тем, что все измерения 
(и X, и Y) отягощены случайными погрешностями. Классические 
алгоритмы регрессионного анализа применимы только в тех слу-
чаях, когда исследуемая система отвечает четырем требованиям: 

1. Погрешности (ошибки) происходят в основном при изме-
рении параметров (функций), а не при задании факторов (аргу-
ментов). Во всяком случае, при повторении опытов воспроизво-

                                                   
7 Коэффициенты обозначаются греческими буквами, если относятся к 

генеральной совокупности данных, а латинскими – их оценки, рассчитанные 
по малой выборке. 
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димость параметров не может быть лучше, чем воспроизводи-
мость факторов, о чем можно судить по величинам коэффициен-
тов вариации. 

2. Все опыты равноточны и дают приблизительно одина-
ковую воспроизводимость измерения Y. Повторение опытов в лю-
бых условиях дает однородные дисперсии, т. е. S2(Y) ≈ const. Дис-
персия Y не должна зависеть ни от значений X, ни от значений Y. 
Это условие не может выполняться, если величина Y меняется от 
опыта к опыту на несколько порядков. Классические алгоритмы 
регрессионного анализа применимы для обработки результатов 
эксперимента, если значения Y в разных условиях являются вели-
чинами одного порядка.  

3. Значения Y измеряются без систематических ошибок, и 
при повторении опытов среднее значение величины Y стремится 
к ее истинному значению. 

4. Полученные в повторных экспериментах при заданных и 
неизменных значениях всех «иксов» величины Y представляют 
собой случайные и независимые друг от друга величины, распре-
деленные по нормальному закону. Таким образом, классический 
регрессионный анализ – параметрический метод.  

Методика проведения эксперимента должна обеспечивать 
выполнение всех четырех перечисленных требований. Желатель-
но перед началом опытов проверить это, в частности, убедиться в 
нормальном распределении результатов измерений. Кроме того, в 
ходе самого эксперимента следует время от времени убеждаться в 
отсутствии систематических погрешностей. Если хотя бы одно из 
четырех перечисленных выше требований не выполняется, связь 
между Y и X следует находить иными способами, более сложны-
ми, чем те, которые описаны ниже. Например, при невыполнении 
первого требования используют алгоритмы конфлюэнтного ана-
лиза, а при невыполнении последнего – так называемые робаст-
ные (непараметрические) методы обработки данных.  
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8.2. Виды регрессий. Выбор уравнения регрессии 
Регрессию вначале задают в общем виде, а именно в виде 

полинома с неизвестными коэффициентами, например:  
Y = β0 + Σβi Xi , (линейная регрессия) 
Y = β0 + ΣβiXi + ΣβijXi Xj ; i ≠ j (неполная регрессия  

второго порядка)8. 
Поверхностями отклика для линейных регрессий служат 

плоскости в (k +1)-мерном пространстве, где k – количество фак-
торов. Регрессиям второго порядка в том же пространстве соот-
ветствуют криволинейные поверхности. Такие регрессии исполь-
зуют, если есть основания предполагать неаддитивное взаимо-
действие факторов. Например, если Y – масса продукта синтеза, 
X1 – концентрация исходного вещества, а X2 – время синтеза, то 
экспериментатор вправе предположить, что масса продукта при 
низкой концентрации реагента накапливается в ходе опыта (зави-
сит от времени) не так, как при высокой, т. е. действие этих фак-
торов взаимосвязано. Это обстоятельство должно быть учтено в 
математической модели процесса отдельным слагаемым, вклю-
чающим произведение Х1 и Х2, а неполная линейная регрессия 
здесь не подойдет. Очевидно, для данного примера следует запи-
сать регрессию в виде:  

 Y = β0 + β1X1 + β2X2 + β12Х1Х2 . 

Регрессия может включать в качестве слагаемых не только 
парные, но и тройные и еще более сложные произведения пере-
менных (с соответствующими коэффициентами). Если исследуе-
мый процесс очень сложен, иногда не удается подобрать простую 
модель, которая бы удовлетворительно отвечала имеющимся экс-
периментальным данным, не подходит даже регрессия, вклю-
чающая произведение всех факторов. В этих случаях используют 
нелинейные (относительно факторов) регрессии – полиномы, со-
держащие слагаемые, в которые значение X входит во второй или 
даже в третьей степени. Например, для однофакторного экспери-

                                                   
8 В литературе по планированию эксперимента часто используют и 

другую терминологию: регрессию с произведениями факторов называют 
нелинейной, а регрессией второго порядка называют только такую, где есть 
квадраты факторов. 
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мента, в котором изучается зависимость Y = f (X), в качестве не-
линейной регрессии часто берут уравнение параболы: 

 Y = β0 +β1X + β11X 2 . 

Возможны и другие регрессии второго порядка, например:  
Y = β0 + ΣβiXi + ΣβijXi Xj + ΣβiiX 2

i  (полная регрессия 
второго порядка). 

Выбор уравнения регрессии на первый взгляд кажется про-
извольным. Действительно, иногда начинают с самой простой 
модели – линейной регрессии; убедившись в ее непригодности, 
проверяют полную регрессию с произведениями факторов. Если 
потребуется, переходят к уравнениям второго и более высоких 
порядков до тех пор, пока не отыщут подходящую (адекватную) 
регрессию. Такой перебор вариантов при использовании компью-
тера со специфическим программным обеспечением не занимает 
много времени. Еще быстрее можно подобрать адекватную мате-
матическую модель, если с самого начала взять достаточно слож-
ную регрессию и вычислить оценки ее коэффициентов. Если ис-
следуемая система окажется проще, чем первоначально выбран-
ная сложная модель, коэффициенты при «лишних» слагаемых бу-
дут незначимыми, практически нулевыми, и модель сама упро-
стится до необходимой степени. Однако наиболее верный путь – 
выбор уравнения регрессии на основании априорной информации 
об исследуемой системе, в том числе наших теоретических зна-
ний. Так, в вышерассмотренном примере, где мы должны были 
найти связь массы продукта синтеза с концентрацией исходного 
реагента и временем синтеза, следовало бы вспомнить, какой вид 
имеет кинетическое уравнение любой реакции первого порядка (в 
интегральной форме). По этому уравнению масса продукта про-
порциональна концентрации исходного реагента и времени син-
теза, по крайней мере при небольшой степени протекания реак-
ции. Поэтому мы должны были выбрать уравнение регрессии, 
включающее это произведение. 

Для линейной регрессии гораздо проще рассчитать коэф-
фициенты, чем для любой другой, поэтому перед проведением 
регрессионного анализа часто проводят линеаризацию перемен-
ных. Это кодировка значений X и Y, выполняемая так, чтобы 
прийти к линейной регрессии. Линеаризацию выполняют на ос-
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новании априорной или теоретической информации об исследуе-
мой системе. Так, имея ряд значений концентрации (С) вещества 
в эталонных растворах, измерив значения пропусканий (T) этих 
растворов на некоторой длине волны и желая построить градуи-
ровочный график, мы не будем искать зависимость вида Т = f (C), 
зная, что эти зависимости всегда нелинейны. Для линеаризации 
значения Т следует перевести в значения оптической плотности 
(D = 2 – lgT), а уже потом отыскивать коэффициенты линейной 
регрессии: D = β0 +β1 С.  

Еще пример. Допустим, проведен ряд опытов, в которых 
одну и ту же реакцию вели при разных концентрациях реагентов 
(С1 и С2) и разных температурах (T). При этом измеряли значения 
скорости реакции (V). Для того чтобы отыскать методами регрес-
сионного анализа подходящее кинетическое уравнение для дан-
ной реакции, проводим предварительную линеаризацию. Исполь-
зуем для этого общее уравнение химической кинетики (уравнение 
Аррениуса):  
 v = 2n

2
1n

10 CCK ⋅⋅ − RT/Ee . 

Преобразуя его, получаем: lnV = lnK0 – E/RT+ n1lnC1 + n2lnC2. 
Кодируем переменные: Y = lnV; X1 = 1/T; Х2 = lnC1; Х3 = lnС2.  
Записываем предполагаемое уравнение регрессии в виде:  
Y = β0 + β1Х1 + β2Х2 + β3Х3 , где β0 = ln K0; β1 = –E/R; β2 = n1; β3 = n2. 

Следует помнить, что теоретически можно записать исход-
ное уравнение регрессии в виде полинома любой сложности, с 
любым количеством коэффициентов βi, но на самом деле мы 
сможем рассчитать значения лишь некоторых из них, в соответ-
ствии со следующим правилом: число рассчитываемых коэффи-
циентов не может быть больше числа проведенных независимых 
опытов! Повторно проведенные в тех же самых условиях опыты 
не учитываются. Например, двух пар значений Y и X достаточно, 
чтобы найти уравнение линейной регрессии в виде Y = β0 +β1X, 
где надо будет рассчитывать два коэффициента. Однако рассчи-
тать уравнение Y = β0 +β1X +β11X2 по этим данным мы не смо-
жем, понадобится хотя бы еще один опыт, еще одна пара значе-
ний X и Y. Избыток же экспериментальных данных (четвертая 
или пятая пара значений) не помешает, напротив, в этом случае 
точность оценки коэффициентов увеличится.  
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8.3. Оценка коэффициентов регрессии  
Точные значения коэффициентов β0, β1, β2... в уравнении 

регрессии мы сможем рассчитать только в том случае, если будем 
иметь бесконечно большой объем экспериментальных данных и 
будем пользоваться достаточно сложной моделью. Поскольку 
число опытов на самом деле невелико, результаты расчета – числа 
b0, b1, b2 ... будут близки, но не точно равны искомым коэффици-
ентам. Значения bi называют оценками соответствующих (неиз-
вестных для исследователя) коэффициентов регрессии βi . Оценки 
тем более точны, чем больше проведено опытов. Если регрессию 
рассчитывают по результатам n опытов, то считают, что βi = lim bi 
при n → ∞. Но последнее утверждение может быть и неверно, ес-
ли неверно выбран вид исходной регрессии или не выполняются 
вышеперечисленные условия применимости регрессионного ана-
лиза.  

Чтобы проверить точность оценки коэффициентов, записы-
вают регрессию в виде Y = b0 + b1X1 + b2X2 + ..., подставляют в 
нее найденные оценки коэффициентов и известные значения ар-
гументов, а затем вычисляют значения Y. Рассчитанные таким 
образом значения Y иногда обозначают символом Y€ . Найденную 
величину Y€  сопоставляют с Yэксп, полученным опытным путем 
при тех же значениях аргументов. Чем меньше по модулю ока-
жутся «остатки» или «невязки», т. е. разности вида (Y€ – Yэксп), 
тем, следовательно, лучше подобраны оценки bi. 

Существует несколько способов расчета коэффициентов bi, 
выбор зависит от того, как именно оценивать близость значений Y€  
и Yэксп. Основным является метод наименьших квадратов (МНК), 
предложенный в 1806 г. Гауссом и Лежандром. В этом случае ко-
эффициенты выбирают так, чтобы сумма квадратов невязок по 
всем значениям Y была бы минимальной. Так, если проведено n не-
зависимых опытов, каждый из которых дает определенную вели-
чину Yэксп, то неизвестные для нас коэффициенты bi рассчитывают 
так, чтобы зависящая от них функция F = Σ(Y€ –Yэксп)2 имела бы ми-
нимальное значение. В этом случае ее частные производные по 
всем коэффициентам должны равняться 0: 

 ∂F/∂b0 = 0;    ∂F/∂b1 = 0;    ∂F/∂b2 = 0, и т. д. (8.1) 
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Из условия (8.1) выводятся конкретные формулы для расче-
та b0, b1, b2, и других оценок коэффициентов. Формулы МНК за-
висят от вида уравнения регрессии. 

 
8.4. МНК для линейной регрессии 

в однофакторном эксперименте 
Пусть величина Y зависит от одного только аргумента X. 

Предполагаем линейную зависимость и записываем исходную рег-
рессию в виде Y = β0 + β1X. Лучшими оценками коэффициентов 
будут такие b0 и b1, при которых функция F = Σ(b0 + b1Х – Yэксп)2 
имеет минимум, т. е. ∂F/∂b0 и ∂F/∂b1 равны 0. Суммирование ве-
дется по всем опытам. После дифференцирования получаем: 

ΣY – nb0 – b1 ΣХ = 0; 
ΣXY – b0ΣX – b1 ΣX2 = 0. 

Эта система из двух уравнений первой степени с двумя не-
известными b0 и b1 легко решается подстановкой. Получаем: 

 b0 = 22

2

)X(Xn
XYXYX

ΣΣ
ΣΣΣΣ

−⋅
⋅−⋅ , (8.2) 

 b1 = 22 )X(Xn
YXXYn

ΣΣ
ΣΣΣ

−⋅
⋅−⋅ . (8.3)  

Эти формулы химиками используются весьма часто, на-
пример, в инструментальных методах анализа при расчете урав-
нений градуировочных графиков. 

Пример 8-1. Расчет уравнения прямолинейного градуиро-
вочного графика. Проведено измерение оптической плотности 
серии растворов бензола в н-гексане. Известны значения концен-
трации бензола в каждом растворе (С, моль/л) и соответствующие 
им значения оптической плотности (D): 

 

Номер раствора С, 10–5 моль/л D 
1 2 0,12 
2 4 0,20 
3 6 0,28 
4 8 0,40 
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Требуется рассчитать методом МНК уравнение градуиро-
вочного графика и найти по нему концентрацию исследуемого 
раствора, для которого в данных условиях D = 0,34. 

Решение. Проводим кодировку, упрощая исходные данные. 
Пусть Y = 100 D; X = 105 C. Запишем кодированные данные в 
табл. 12. Последняя строка содержит необходимые для расчета 
значения сумм. 

 
Таблица 12 

Расчет уравнения градуировочного графика по методу МНК. 
Пример 8-1 

X X2 Y XY Y€  
2 4 12 24 11.2 
4 16 20 80 20,4 
6 36 28 168 29,6 
8 64 40 320 38,8 
20 120 100 592  

  
Подставляем найденные суммы в формулы (8.2, 8.3): 

 b0 = 2(20)1204
59220100120

−⋅
⋅−⋅  = 2 ; 

 b1 = 2(20)1204
100205924

−⋅
⋅−⋅  = 4,6. 

Запишем найденное уравнение регрессии в численном виде: 
Y = 2 + 4,6X. Вернемся к исходным переменным: 100D = 2 + 4,6·105C, 
D = 0,02 + 4,6·103C. Это тоже уравнение регрессии, но уже не в 
кодированных, а в натуральных значениях переменных. Подста-
новка в это уравнение приведенных в условии задачи значений Х 
дает набор значений Y€ , приведенный в последнем столбце таб-
лицы 12. Видно, что все значения близки к соответствующим Y 
(т. е. к Yэксп). Обратите внимание, в двух случаях Y > Y€ , а в двух 
других Y < Y€ .  

Используем полученное уравнение регрессии для опреде-
ления концентрации бензола, приводящей в данных условиях к 
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D = 0,34. Очевидно, при D = 0,34C = (0,34 – 0,02) / 4,6·103 = 6,957·10–5 

≈ 7,0·10–5(моль/л). Решение той же задачи с помощью соответст-
вующей компьютерной программы дает тот же ответ за несколько 
секунд, не требуя предварительной кодировки данных. 

І

-
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30

40

0 2 4 6 8 10

105 C,
моль/л

100 D

 
Рис. 15. Градуировочный график, соответствующий примеру 8-1 

 
Очень удобно, когда значения X расположены с постоян-

ным шагом, от опыта к опыту идет одинаковое приращение X. 
Делаем кодировку9: X= (X – Χ ).  

После кодирования ΣХ = 0 и тогда формулы для расчета b0 
и b1 упрощаются:  

 b0 = (ΣY) / n, (8.4) 

 b1 = ΣXY / ΣX2. (8.5) 

Если зависимость Y от X ожидается нелинейной, то линеа-
ризация проводится путем логарифмирования, введения обратных 
величин и т. п. Например, для данных по потенциалу Са-селек- 
тивного электрода при разных концентрациях ионов Са2+ нет ос-
нований ожидать линейной зависимости. Используя уравнение 
Нернста, выбираем следующий способ линеаризации: Х = lgC. 
Такой выбор позволяет записать регрессию в виде Y = b0 + b1Х, 
а затем использовать для расчетов простейший вариант МНК, т. е. 
формулы (8.2) и (8.3). 
                                                   

9 В неочевидных случаях кодированные значения факторов выделены 
шрифтом. 
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8.5. МНК в многофакторных экспериментах  
Формулы (8.2) – (8.5) пригодны только для простейших 

зависимостей вида Y = β0 + β1Х, т. е. для однофакторных экспе-
риментов. Метод МНК применим и к многофакторным экспери-
ментам, но формулы для оценки коэффициентов будут гораздо 
сложнее. Дело в том, что при обработке результатов большинст-
ва многофакторных экспериментов оценки коэффициентов ока-
зываются зависимыми друг от друга. Например, для регрессии 
Y = β0 + β1X1 + β2X2 + β12Х1Х2 в формулу для расчета оценки b0  
входит величина b1, а чтобы рассчитать последнюю, надо знать 
b0! Однако в некоторых случаях оценки коэффициентов незави-
симы друг от друга, сколько бы их ни было. Чтобы это стало 
возможным, надо специально спланировать эксперимент: менять 
от опыта к опыту значения всех факторов с постоянным шагом 
и, самое главное, закодировать факторы перед расчетом регрес-
сии так, чтобы выполнялось условие ортогональности. Это оз-
начает, что, просуммировав по всем опытам произведения двух 
любых «иксов» (например, Х1 и Х2), мы должны получить 0. То-
гда применима формула (8.6). 

 bi = 2
i

i

X
YX

Σ
Σ , (8.6) 

 bij = 2
ij

ij

X

YX

Σ

⋅Σ
. (8.7) 

Для расчета b0 в формулу (8.6) подставляем фиктивную пе-
ременную Х0, всегда равную единице. Для расчета коэффициента 
bij, стоящего у произведения разных «иксов», в качестве фиктив-
ного Х берут это произведение, т. е. Xij = Xi Xj. 

Пример 8-2. Скорость коррозии (V, г/л час) измерена при 3 
значениях pH и при 2 температурах (T, °C) в 6 опытах. Данные 
приведены в табл. 13. Требуется рассчитать по методу МНК рег-
рессию вида Y = β0 + β1X1 + β2X2.  
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Таблица 13 
Исходные данные и их кодировка  

для расчета коэффициентов регрессии 
Условие задачи После кодировки Проверка 

pH T V Х1 Х2 Y  Y€  
3 20 0,012 –2 –1  12 12,5 
5 20 0,008 0 –1  8  7,5 
7 20 0,0025 2 –1  2,5  2,5 
3 40 0,018 –2 1  18 17,5 
5 40 0,012 0 1  12 12,5 
7 40 0,0075 2 1  7,5  7,5 

 

Для выполнения условия ортогональности кодируем: 
Х1 = рН-5 и Х2 = 0,1(T-30). Для упрощения записи возьмем 
Y = 103V. Матрицу данных после кодировки проверяем на ортого-
нальность. Условия ΣХ1Х2 = 0; ΣХ0Х1 = 0; ΣХ0Х2 = 0 в данном слу-
чае выполняются. Значит, оценки коэффициентов не должны за-
висеть друг от друга, что позволяет применять формулу (8.6): 

b0= ΣX0Y /ΣХ0
2 = ΣY / n = 60 / 6 = 10;  

b1=ΣХ1Y/ΣХ1
2 = – 40 /16 = – 2,5; 

b2=ΣХ2Y/ΣХ2
2 = 15 / 6 = 2,5;  

Y = 10 – 2,5X1 + 2,5X2. 
Раскодируем :  
103V =10 – 2,5(pH-5) +2,5. 0,1(T-30) =15 – 2,5pH + 0,25T. 
V = 0,015 – 0,0025pH + 0,00025T. 
Последнее уравнение и есть искомое уравнение регрессии, 

выраженное в натуральных переменных, т. е. математическая мо-
дель процесса. После подстановки в него указанных в условии 
значений всех факторов убеждаемся в довольно хорошем совпа-
дении всех Y€  с экспериментальными данными (значениями Y). 
Как видно из табл. 13, «невязки» модели не превышают 0,5 еди-
ниц (порядка 5 % от значений параметра). Если бы мы искали 
решение в виде полной линейной регрессии, т. е. старались бы 
отыскать еще и слагаемое, содержащее произведение Х1Х2, то 
пришли бы к уравнению: Y = 10 – 2,5X1 + 2,5X2 – 0,125 X1X2 (в ко-
дированных переменных). 

В этом случае расчетные значения Y€  совпали бы с экспе-
риментом еще точнее. 
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8.6. Оценка значимости коэффициентов регрессии  
Часто найденные оценки коэффициентов оказываются 

близкими к 0, что указывает на слабое влияние соответствующих 
факторов. Для проверки значимости таких коэффициентов най-
денные значения bi сопоставляют с погрешностями их определе-
ния (последние обозначаются как ∆bi). Погрешности рассчитыва-
ют из данных по воспроизводимости величины Y при дублирова-
нии опытов в одних и тех же условиях, при неизменности всех 
факторов. Пусть проведено n независимых опытов, а каждый из 
них дублировали m раз. Для каждого опыта находят дисперсию: 

2
mS = Σ(Y – Y€ )2/(m – 1). Усреднение таких дисперсий по всем опы-
там (если дисперсии однородны) дает дисперсию воспроизводи-
мости 2

mnS  = (Σ 2
mS ) / n. Это очень важная величина, которая ис-

пользуется не только при проверке значимости коэффициентов 
регрессии, но и во многих других случаях. Число степеней свобо-
ды для этой дисперсии равно n(m – 1). 

Если мы работаем с однофакторной регрессией вида 
Y = b0 + b1X или многофакторной линейной регрессией при орто-
гональном плане эксперимента, то погрешность коэффициентов 
легко рассчитать, исходя из 2

mnS : 

 ∆bi = t Sbi , где Sbi = 2
mnS /Σ 2Xi . (8.8) 

Величину t в этой формуле берут с n(m – 1) степенями сво-
боды для выбранной надежности P. Иногда дублируют не все 
опыты, а лишь какой-то один (часто в центре плана). В этом слу-
чае 2

mnS  ≈ 2Sm , а число степеней свободы равно (m – 1). 
В отдельных руководствах10 рекомендуют проверять зна-

чимость коэффициентов регрессии по отклонению отдельных Y 
от рассчитанной зависимости вида Y = f(X), т. е. без учета воспро-
изводимости результатов при дублировании измерений. Такой 
способ расчета ∆bi очень прост, но вызывает возражения, поэтому 
здесь не излагается. Лучше пользоваться описанным выше спосо-
бом расчета ∆bi по 2

mnS . Однако, каким бы способом ни рассчиты-

                                                   
10 Например, в [16] и других пособиях по инструментальным методам 

анализа. 
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валась погрешность ∆bi, для оценки значимости коэффициента 
проверяют: выполняется ли условие ib  > ∆bi. Если не выполняет-
ся, коэффициент bi считают незначимым и соответствующее сла-
гаемое из регрессии исключают. 

 
8.7. Проверка адекватности регрессии  
Регрессия считается адекватной, если разброс между ре-

зультатами параллельных опытов при неизменных значениях X 
будет того же порядка или больше, чем «невязки» – расхождения 
между предсказанными величинами Y€  и соответствующими экс-
периментальными данными (Y). Разброс результатов параллель-
ных опытов оценивается дисперсией воспроизводимости, невязки 
– дисперсией адекватности. Сопоставление двух дисперсий про-
водится по критерию Фишера. Алгоритм расчета дисперсии вос-
производимости описан в предыдущем разделе. Дисперсия адек-
ватности рассчитывается, исходя из невязок. 

 
kn

)Y€Y(Sad −
−Σ

=
2

2 . (8.9) 

Число степеней свободы для дисперсии адекватности равно 
числу опытов (n) минус число оцениваемых коэффициентов (k). В 
числителе обязательно ставится дисперсия адекватности!  

 Fэксп = S2
ад / 2

mnS . 

Если Fэксп > Fтабл, то регрессия на выбранном уровне значи-
мости считается неадекватной. Если дисперсия неадекватна, а все 
расчеты верны, начинают расчет заново, но уже для более слож-
ной регрессии, например, вместо неполной регрессии берут пол-
ную или 2-го порядка. Обратите внимание, что без дублирования 
опытов проверить адекватность регрессии невозможно. Не удает-
ся проверить адекватность и в тех случаях, когда число опытов 
равно числу рассчитываемых коэффициентов (n = k), в этом слу-
чае формула 8.9 неприменима.  
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8.8. Регрессионный анализ в случае ПФЭ вида 2k 
Коэффициенты регрессии особенно легко оценить по дан-

ным правильно спланированного полного факторного экспери-
мента вида 2k (см. главу 2). Расчет проводится для регрессии, 
включающей кодированные (безразмерные) значения факторов. 
Схема ПФЭ ортогональна, а в этом случае все оценки вида bi рас-
считываются независимо друг от друга, какими бы ни были число 
коэффициентов и сложность модели. Так как в кодированных ко-
ординатах факторы принимают только два значения: (+1) или (–1), 
то выполняется условие ΣХi

2 = n. В этом случае формула (8.6) уп-
рощается, и при расчете любого коэффициента знаменатель оди-
наков и равен n – числу опытов в соответствующем ПФЭ: 

 bi = n
YX i∑ ;  n = 2k. (8.10) 

Как и всегда в регрессионном анализе, при расчете b0 вво-
дим фиктивную переменную Х0 = 1, а при расчете всех bij – коэф-
фициентов перед произведениями факторов вводятся фиктивные 
переменные Хij = Xi · Xj. На практике расчет сводится к суммиро-
ванию значений Y по всем опытам, но знак перед каждым 
cлагаемым берется из соответствующего столбца в матрице экс-
перимента. В качестве примера проведем оценку коэффициентов 
для примера 2-3, т. е. для моделирования радиационной полиме-
ризации в трехфакторном эксперименте. Его матрица приведена 
на с. 44 (без перевода в натуральные значения факторов и без ран-
домизации). Перепишем ее еще раз (табл. 14). 

Таблица 14 
Результаты ПФЭ по радиационной полимеризации  

(пример 2-1) 
Номер 
опыта Х0 Х1 Х2 Х3 Х12 Х13 Х23 Х123 Y Y€  

1 + – – – + + + – 13 13 
2 + + – – – – + + 11 11 
3 + – + – – + – + 17 17 
4 + + + – + – – – 15 15 
5 + – – + + – – + 29 29 
6 + + – + – + – – 39 39 
7 + – + + – – + – 13 13 
8 + + + + + + + + 23 23 
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Предполагаем, что процесс полимеризации описывается 
регрессией вида: 

Y=β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3 + β12Х1Х2 + β13Х1Х3 + β23Х2Х3 + β123Х1Х2Х3. 
Оценки коэффициентов в соответствии с формулой (8.10) 

равны:  

b0 = n
YXУ 0  = ΣY / 8 = (13 + 11 + 17 + 15 + 29 + 39 + 13 + 23) / 8 = 20; 

b1 = 
n

YXУ 1  = (–13 + 11 – 17 + 15 – 29 + 39 – 13 + 23) / 8 = 2; 

b2 = 
n

YXУ 2  = (–13 – 11 + 17 + 15 – 29 – 39 + 13 + 23) / 8 = – 3; 

b3 = 
n

YXУ 3  = (–13 – 11 – 17 – 15 + 29 + 39 + 13 + 23) / 8 = 6; 

b12 = 
n

YXУ 12  = (13 – 11 – 17 + 15 + 29 – 39 – 13 + 23) / 8 = 0. 

Аналогично получим b13 = 3; b23 = –5; b123 = 0. Обратите 
внимание, что при суммировании знаки слагаемых чередуются 
так же, как знаки в соответствующем столбце исходного плана 
(для b0 – только плюсы, для b1 знаки плюс и минус чередуются, 
для b2 они чередуются попарно и т. д.). Если коэффициенты по-
лучаются не целочисленными (а так обычно и бывает), то их сле-
дует округлить с учетом точности измерения Y. В данном случае 
подставляем найденные оценки в исходное уравнение без округ-
ления, причем слагаемые, где коэффициент оказался равен нулю, 
не записываем. Получаем регрессию: 

 Y = 20 + 2X1 – 3X2 + 6X 3 + 3Х1Х3 – 5Х2Х3 . (8.11) 

Для проверки производим подстановку и вычисляем Y€  по 
каждому опыту (последняя колонка табл. 14). В этом примере вы-
численные и экспериментальные значения параметра идеально 
совпали (на практике такого не бывает!). 

Для отбора статистически значимых оценок пользуются 
формулой (8.7), причем при обработке результатов ПФЭ она уп-
рощается:  

 ∆bi = t Sbi ,   Sbi = 2
mnS /n. (8.12) 
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Поскольку в примере 2-3 данные по воспроизводимости 
опытов отсутствовали, все ненулевые коэффициенты в уравнении 
регрессии считаем значимыми.  

В некоторых случаях удобнее использовать регрессии, вы-
раженные в натуральных значениях переменных (интерполяцион-
ные формулы, см. главу 10). Вспомним, что для любого фактора в 
кодированных переменных верхний уровень, равный единице, со-
ответствовал центру плана (X0) плюс интервал варьирования (∆I). 
В примере 2-3 центр плана по концентрации мономера (С0) соот-
ветствовал значению 20 г/л при интервале варьирования 10 г/л, от-
куда получаем X1 = (С – 20) / 10. Аналогично: Х2 = (t – 50) / 15; 
Х3 = (I – 5 000) / 500. После подстановки этих выражений в ранее 
найденное уравнение и простых преобразований получаем регрес-
сию, выраженную в натуральных переменных. Адекватность рег-
рессии позволяет интерпретировать ее или применить для оптими-
зации исследуемого процесса.  

 
8.9. Модель неадекватна: что делать? 
Первое, что нужно делать в таких случаях – еще раз прове-

рить ход вычислений, проводившихся для оценки коэффициентов 
и в ходе подстановки. Не думайте, что если расчеты проведены по 
стандартной программе на ЭВМ, то ошибок не может быть. Экс-
периментатор мог неверно ввести данные или неверно понять 
машинный ответ, возможен и сбой программы. Если какие-то ко-
эффициенты были исключены как статистически незначимые, а 
потом была обнаружена неадекватность, стоит проверить адек-
ватность регрессии с неисключенными коэффициентами; ведь 
ошибка могла быть допущена при оценке значимости коэффици-
ентов. Вторая возможная причина неадекватности математиче-
ской модели связана с неверной оценкой воспроизводимости экс-
перимента. Если мы сочтем методику измерения Y более точной, 
чем она есть на самом деле, то дисперсия воспроизводимости бу-
дет занижена, и в сравнении с ней даже небольшие расхождения 
между моделью и экспериментальными данными приведут к вы-
воду о неадекватности модели. Поэтому очень важно еще раз 
проверить разброс Y в параллельных опытах. Однако недоста-
точно просто повторить несколько раз подряд один и тот же 
опыт. Возможно, флуктуации неконтролируемых факторов (серь-
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езнейший источник ошибок) проявляются медленно, в этом слу-
чае невоспроизводимость Y можно обнаружить только при по-
вторении опытов с интервалом в несколько дней. Проверку сле-
дует проводить в разных условиях, так как невоспроизводимость 
может проявляться не во всех областях факторного пространства. 
Следовательно, повторная проверка воспроизводимости требует 
серьезного дополнительного исследования. 

Еще одна возможная причина неадекватности – охват в хо-
де ПФЭ слишком большой области внутри факторного простран-
ства и, соответственно, слишком большие интервалы варьирова-
ния. В этом случае следует повторить эксперимент (часть уже 
сделанных опытов используется, а другие проводятся заново) и 
рассчитать новое уравнение регрессии. Изменение интервалов 
варьирования часто сочетают с переносом центра плана в новую 
точку, ближе к оптимальному значению параметра. 

Неадекватность регрессии в отсутствие арифметических 
ошибок часто означает, что «обсчитывали» данные, используя 
слишком простую модель. Например, в качестве модели выбрали 
линейную регрессию, без оценки эффектов взаимодействия, ко-
эффициенты при произведениях факторов не вычисляли, а на са-
мом деле факторы действуют взаимосвязанно, это и привело к 
неадекватности линейной модели. В этом случае надо дополни-
тельно оценить коэффициенты при слагаемых, описывающих 
парные или тройные взаимодействия, а затем ввести дополни-
тельные слагаемые в уравнение регрессии. Если после расчета 
дополнительных коэффициентов нам не хватит степеней свободы 
для оценки дисперсии адекватности, то придется провести еще 
несколько независимых опытов.  

Для наиболее сложных объектов исследования и при доста-
точно большом числе проведенных опытов можно уточнить не-
адекватную модель, рассчитывая дополнительные слагаемые, со-
держащие квадраты факторов. Полученная нелинейная регрессия 
скорее всего окажется адекватной. Возможна также достройка 
ПФЭ до плана второго порядка и проведение дополнительных 
опытов, алгоритмы этих операций и последующих расчетов опи-
саны в литературе ([18] и др.).  
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Глава 9 
 ПРИМЕНЕНИЕ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ  

МЕТОДОВ И КРИТЕРИЕВ  

 
9.1. Понятие о непараметрических методах 

обработки данных 
Методы обработки данных, изложенные в предыдущих гла-

вах, так или иначе опираются на свойство нормальности распреде-
ления результатов измерений. Некоторые исследователи полагают, 
что эти методы всегда являются «правильными» и единственно 
возможными. Однако эта точка зрения ничем не обоснована. Су-
ществует грустная шутка: «Химики убеждены, что нормальность 
распределения результатов любых измерений теоретически дока-
зана математиками. Математики же доказать этого не могут, 
но полагают, что химики почему-то получают в эксперименте 
только такие данные. Поэтому ни те, ни другие ничего не прове-
ряют и всегда применяют параметрические методы».  

На самом же деле в химических исследованиях нередко 
возникают ситуации, когда распределение генеральной совокуп-
ности результатов измерений либо не известно, либо предполага-
ется отличным от нормального. Тогда применение описанных 
выше параметрических методов обработки данных (например, 
дисперсионного и регрессионного анализа, расчета доверитель-
ных интервалов по Стьюденту и т. п.) оказывается необоснован-
ным и может привести к ошибочным выводам. В этих случаях на 
помощь обычно приходят так называемые ранговые методы, в 
которых статистические критерии проверки гипотез рассчитыва-
ются на основе рангов вариант изучаемых выборок.  

Поясним понятие ранга варианты на примере выборки, 
включающей n результатов измерений случайной величины Х. В 
данном случае неважно, будет ли в химическом эксперименте ве-
личина Х фактором или параметром. Обозначим выборку симво-
лом Х и запишем ее в порядке получения вариант (результатов 
повторных измерений):  
 X : x1, x2, . . . , xn . (9.1) 
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Если проранжировать выборку, т. е. расставить ее варианты 
в порядке возрастания, то каждая варианта займет определенное 
место, которое называется ее рангом. Если в выборке X все вари-
анты различны по своим значениям, то ранги этих вариант также 
будут различаться. Если же в выборке имеются варианты с оди-
наковыми значениями, то такие варианты получат одинаковые 
ранги, равные среднему арифметическому мест, на которых эти 
варианты стоят в упорядоченной выборке. Наличие в выборке X 
вариант с одинаковыми значениями может быть связано с осо-
бенностями объекта исследования (дискретные совокупности), 
особенностями методики измерений, округлением результатов 
измерений и т. д.  

Рассмотрим простой пример. Выборка X имеет вид: 7,1; 8,2; 
5,1; 3,5; 8,2:  

x1 = 7,1, x2 = 8,2, x3 = 5,1, x4 = 3,5, x5 = 8,2. 
После ранжирования варианты этой выборки будут распо-

лагаться в таком порядке: x4, x3, x1, x2, x5. Находим ранги вариант, 
записывая их в виде xi

r :  
x4

r = 1, x3
r = 2, x1

r = 3, x2
r = x5

r = (4+5)/2 = 4,5. 
Ранговые методы оперируют не с самой выборкой X, а с ран-

гами ее вариант. Ранги позволяют «забыть» о числовых значениях 
вариант, но содержат в себе информацию о расположении вариант 
выборки. Особенность ранговых методов состоит в том, что они 
используются в тех ситуациях, когда исследователь ничего не зна-
ет о параметрах11 измеряемой случайной величины (о ее математи-
ческом ожидании, дисперсии и др.), о законе ее распределения и 
т. д. Отсюда возникает более общее и более распространенное на-
звание этих методов – непараметрические методы. Непараметри-
ческие методы приводят к новым критериям проверки статистиче-
ских гипотез, эти критерии не зависят от вида распределения изме-
ряемой случайной величины. Единственное ограничение в приме-
нимости таких методов и критериев состоит в том, что результаты 
измерений должны представлять собой значения случайных вели-
чин с непрерывными функциями распределения.  
                                                   

11 Термин «параметр» в данном случае имеет совершенно другой 
смысл, чем при планировании эксперимента и последующей оптимизации 
условий какого-либо процесса. Непараметрические методы применимы для 
обработки любых данных – как факторов, так и параметров оптимизации. 
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Важной стороной непараметрических методов является воз-
можность проверки нуль-гипотез по выборкам малого объема. Од-
нако в этом случае необходимо располагать таблицами критиче-
ских значений статистических показателей (критериев). Для выбо-
рок малого объема такие таблицы построены путем обработки на 
ЭВМ множества числовых примеров. Для выборок большого объ-
ема критические значения были найдены математиками с помо-
щью различных теоретических приближений. Таблицы непарамет-
рических критериев приведены в специальных справочниках. 

В последующих разделах представлено несколько непара-
метрических критериев, которые используются на практике чаще 
других. Более подробное описание этих и других критериев, а 
также соответствующие статистические таблицы можно найти в 
[19–22]. 

 
9.2. Критерии отбраковки промахов  
Критерий Смирнова12. Проранжируем выборку X из (9.1). 

Если сомнения вызывает «подозрительно большая» варианта x(n), 
последняя в ранжированной выборке, то проверяют нуль-
гипотезу, состоящую в том, что x(n) не является грубой ошибкой 
(промахом). Вычисляют величину 

 ,
xx )n(

эксп σ
λ

−
=  (9.2) 

где x  – среднее арифметическое выборки, включающей сомни-
тельную варианту; σ – стандартное (среднеквадратическое) от-
клонение, рассчитываемое по формуле (3.2). Затем сравнивают 
λэксп с величиной λкрит, которая выбирается из соответствующих 
таблиц критических значений этого показателя, с учетом выбран-
ного уровня значимости нуль-гипотезы (α). Значения λкрит приве-
дены в приложении 3М. При выполнении неравенства λэксп ≤ λкрит 
нуль-гипотезу принимают. В случае λэксп > λкрит нуль-гипотезу  
отклоняют. 

                                                   
12 Этот критерий правильнее называть критерием Смирнова-Граббса, 

но такое название может привести к путанице, поскольку есть и другой кри-
терий Граббса (см. ниже).  
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Если в качестве «подозрительной» взять варианту x(1) , вы-
числяют величину  

 
σ

λ )(
эксп

xx 1−
= , (9.3) 

и аналогичным образом сравнивают ее с величиной λкрит .  
Пример 9.1. Результаты анализа показали следующую 

влажность сырья (в %): 
X: 12, 11, 13, 12, 14, 12, 18, 15, 14, 13. 

«Подозрительной» является варианта x(10) = 18. Следует ли 
ее сохранять в выборке? Характер распределения результатов из-
мерения влажности неизвестен. 

Решение. Применяем критерий Смирнова. В данном случае 
x = 13,4, σ = 1,91. Из формулы (9.2) находим, что λэксп = 2,41. Из 
таблицы (приложение 3М) получаем, что λкрит = 2,294 при уровне 
значимости α = 0,05. Поскольку λэксп > λкрит, нуль-гипотеза откло-
няется. Принимают, что варианта x(10) = 18 является грубой ошиб-
кой и ее следует отбраковать (вероятность ошибки первого рода 
при таком решении не превосходит 0,05). Поэтому в ходе обра-
ботки результатов анализа данный результат не учитывают. 

Критерий Граббса позволяет решать те же задачи и также 
опирается на рассмотрение ранжированной выборки. Однако ве-
личина λэксп вычисляется в этом случае по другим формулам. 
Кроме того, отклоняют нуль-гипотезу, когда выполняется нера-
венство λэксп < λкрит . В качестве претендентов на грубую ошибку 
будем рассматривать «подозрительные» варианты x(n) и x(1) – наи-
большую и наименьшую в ранжированной выборке. Проверяют 
нуль-гипотезы, состоящие в том, что x(n) или x(1) не является гру-
бой ошибкой. Для этого вычисляют средние арифметические ис-
следуемой выборки обычным способом (учитывая все варианты): 

∑
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Затем повторяют расчет, не учитывая сомнительную вари-
анту, а именно: 
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Далее для проверяемой варианты находят значение показа-
теля:  
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Очевидно, при наличии грубых промахов средние арифме-
тическое, рассчитанные с учетом и без учета промаха, будут су-
щественно различны, и показатели, рассчитанные по формулам 
(9.6) или (9.7), станут заметно отличаться от единицы. Нуль-
гипотеза относительно x(n) или x(1) отклоняется, и проверяемую 
варианту считают промахом, если λ(n)

эксп или λ(1)
эксп будут меньше 

λкрит. Величину λкрит выбирают из таблиц критерия Граббса (при-
ложение 3N). При выполнении неравенства λэксп ≥ λкрит нуль-
гипотезу принимают.  

Обобщением критерия Граббса является критерий Титьена-
Мура, который используется при одновременном поиске несколь-
ких грубых ошибок. Этот критерий описан в специальной литера-
туре (см. [21, с. 303]). 

Пример 9.2. Рассмотрим данные из примера 9.1. еще раз и 
проверим по критерию Граббса, не является ли варианта x(10) = 18 
грубой ошибкой. 

Решение. Вычисляя )n(х  и )n(
эксп'λ  по формулам (9.4) и (9.6), 

находим: )n(
эксп'λ  = 12,89 / 36,4 = 0,3541. При объеме выборки 

n = 10 и уровне значимости α = 0,05 величина λкрит = 0,4154. Так 
как верно неравенство λ(n)

эксп < λкрит, то нуль-гипотезу отклоняем и 
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считаем, что x(10) = 18 является грубой ошибкой. Оба способа про-
верки (по Смирнову и по Граббсу) дали один и тот же результат.  

 
9.3. Критерии различия выборок 
Критерий Вилкоксона-Манна-Уитни является ранговым. 

Его применяют для обработки выборок вида: 

 X : x1, x2, . . . , xn ;      Y : y1, y2, . . . , yk, (9.8), 

представляющих собой результаты измерения однотипных вели-
чин Х и Y. Объемы выборок (n и k) в общем случае могут быть 
различными. Критерий используется для проверки нуль-
гипотезы, состоящей в том, что величины Х и Y имеют одну и ту 
же функцию распределения, а следовательно, одинаковые мате-
матические ожидания. Отклонение нуль-гипотезы можно интер-
претировать как результат вмешательства некоторых факторов, 
воздействующих на измеряемые величины и приводящих к дос-
товерным различиям в их функциях распределения. Полагаем, 
что выборки X и Y получены независимо друг от друга. В отли-
чие от рассматриваемого далее критерия знаков, здесь отсутству-
ет какая-либо привязка вариант xi и yi друг к другу.  

Суть метода – в оценке степени «перемешивания» вариант 
различных выборок при их объединении. «Хорошее перемешива-
ние» объединенной выборки означает, что измеряемая величина в 
обеих выборках имела одну и ту же функцию распределения. Это, 
в свою очередь, может интерпретироваться как отсутствие влия-
ния «факторов сдвига». Для расчета показателя поступают сле-
дующим образом. Выборки X и Y объединяют в одну выборку и 
располагают (n + k) ее вариант в порядке возрастания. Получают 
ранжированный ряд и находят ранг каждой варианты этого ряда. 
Обозначают через Rx сумму рангов вариант, относившихся ранее 
к выборке X, а через Ry – сумму рангов вариант, относившихся 
ранее к выборке Y. Используя Rx и Ry, находят вспомогательные 
величины  

 yy R
)k(k

nkW −
+

+=
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Для контроля правильности вычислений следует проверить 
выполнение соотношения Wx + Wy = n k. Для дальнейших расче-
тов берут меньшую из величин Wx и Wy , обозначая ее как Wxy. 
Расчет показателя λэксп облегчается при n > 8 и k > 8, т. е. при со-
поставлении выборок относительно большого объема. В этом 
случае показатель λэксп вычисляют по формуле: 

 
0 5

1 12
xy

эксп

W , nk
л

nk( n k ) /

−
=

+ +
. (9.10) 

Теперь сравнивают λэксп с λкрит, используя критерий из таб-
лицы значений функции Лапласа при выбранном уровне значи-
мости нуль-гипотезы (α). В частности, λкрит = λ1 = 1,96 для α = 
0,05; λкрит = λ2 = 2,576 для α = 0,01. Если окажется, что λэксп ≤ λ1 , 
то нуль-гипотезу принимают. Это будет означать, что рассматри-
ваемые величины Х и Y имеют одинаковые математические ожи-
дания, а также одинаковые медианы. В противном случае, когда 
λэксп > λ2, нуль-гипотезу отклоняют. 

Если объемы выборок не удовлетворяют условию n > 8, 
k > 8, то для вычисления λэксп используют более сложные форму-
лы, а λкрит находят по другим таблицам (см., например, руково-
дства [19; 20]).  

Пример 9-3. Предложены два метода (А и Б) проведения 
некоторой реакции органического синтеза и определены значения 
выхода продукта (в % от теоретически возможного). На уровне 
значимости α = 0,05 требуется проверить нуль-гипотезу об оди-
наковой эффективности обоих методов. Применение метода А 
привело в повторных опытах к выборке  
X: 50,0; 41,0; 48,5; 60,0; 46,0; 60,0; 51,0; 42,5; 62,5; 54,0; 42,5; 46,0. 

Применение метода Б привело к следующим результатам: 
Y: 38,5; 40,0; 47,5; 51,0; 63,0; 50,0; 63,0; 57,5; 59,0; 51,0. 
Решение. Используем критерий Вилкоксона-Манна-Уитни. 

Объемы выборок (n = 12, k = 10) позволяют применить формулу 
(9.10). Вначале по формулам (9.9) получаем, что Wx = 68,5 
Wy = 51,5. Проверка подтверждает правильность расчета: Wx + Wy = 
= nk = 120. Обозначим Wy = 51,5 через Wxy . Применяя формулу 
(9.10), получаем λэксп = 0,56. Значение критерия для α = 0,05 равно 
1,96. Так как λэксп ≤ λ0,05, нуль-гипотеза принимается. Можно счи-
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тать, что эффективность методов А и В для данного синтеза при-
близительно одинакова (α > 0,05). 

Следует обратить внимание, что ту же задачу можно было 
бы решить с применением более простого критерия Стьюдента 
(см. 6.4), но тогда надо было бы вначале проверить нормальность 
распределения вариант в обеих выборках (например, по эксцессу 
и асимметрии) и однородность обеих дисперсий (например, по 
Фишеру). Использование критерия Вилкоксона-Манна-Уитни 
этих предварительных операций не требует. 

Критерий знаков. Этот непараметрический критерий при-
меняется для обработки так называемых попарно связанных вы-
борок  

 X : x1, x2, . . . , xn ;    Y : y1, y2, . . . , yn . (9.11) 

Такие выборки имеют один и тот же объем, относятся к од-
ним и тем же объектам исследования и возникают вследствие из-
мерения однотипных величин по двум разным методикам, или в 
разных условиях, или в разное время (до и после некоторого воз-
действия на объекты). Например, для 10 разных катализаторов 
определяют удельную поверхность каждого из них, применяя две 
разных методики. Результат, полученный по первой методике, 
обозначим как xi , по второй – как yi. Будем называть такой про-
цесс парным измерением. Полученные результаты парных изме-
рений (значения x и y) образуют попарно связанные выборки.  

Варианты выборок попарно сравнивают по принципу 
«больше – меньше», определяя знак разности (x – y). Сравнение 
вариант производится только внутри пары (xi, yi), относящейся к 
i-му парному измерению. Комбинации пар в этом методе не рас-
сматриваются. В частности, не рассчитываются и не сопоставля-
ются средние значения разных xi или разных yi .  

Различие xi и yi внутри пары можно интерпретировать как 
результат вмешательства некоторого фактора, который приводит 
к уменьшению (или увеличению) возможных значений величины 
y по отношению к величине x. Если фактор приводит к уменьше-
нию значений y, разности (xi – yi ) будут в основном положитель-
ными. Если же фактор ведет к увеличению y, разности будут в 
основном отрицательными. На подсчете числа разностей, имею-
щих тот или иной знак, и основан критерий знаков. При этом 
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не важно, насколько будут сдвинуты в каждой паре значения y 
по сравнению с x.  

Проверяемая нуль-гипотеза состоит в том, что величины Х 
и Y имеют одну и ту же функцию распределения (а значит, одно и 
то же математическое ожидание), т. е. «фактор сдвига» не дейст-
вует. Если это так, то вероятности появления положительных или 
отрицательных разностей вида (х – y) будут одинаковы и равны 
0,5. В противном случае вероятности будут различны.  

Для проверки нуль-гипотезы используют следующий алго-
ритм. По выборкам X и Y из (9.11) составляют разности (xi – yi), 
где i = 1, . . . , n. Все нулевые разности исключают из рассмотре-
ния. Количество ненулевых разностей обозначают через m. Число 
знаков «+» в ненулевых разностях обозначают через r. Зафикси-
руем уровень значимости нуль-гипотезы (α). Нуль-гипотезу от-
клоняют, если выполняется неравенство: 

 критэксп л
rm
rл >

+−
=

1
, (9.12) 

где λкрит выбирают из таблиц критерия Фишера при числе степе-
ней свободы  

df1 = 2 (m – r + 1), df2 = 2r 
и заданном α. При выполнении (9.12) полагают, что величины x и 
y имеют различные функции распределения, т. е. «фактор сдвига» 
достоверно действует, уменьшая значения y по отношению к зна-
чениям x.  

Нуль-гипотеза также будет отклонена, если выполняется 
неравенство 

 критэксп'
rm

λλ >
+
−

=
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, (9.13) 

где λкрит выбирается из таблиц критерия Фишера при числе степе-
ней свободы  

df1 = 2 (r + 1), df2 = 2 (m – r) 
и заданном α. В этом случае также полагаем, что величины x и y 
имеют различные функции распределения, но «фактор сдвига» 
достоверно повышает результаты измерений величины Y по 
сравнению с Х. Если же оба неравенства (9.12) и (9.13) не выпол-
няются, то нуль-гипотеза принимается.  
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В конкретных задачах можно рекомендовать следующую 
очередность проверки неравенств (9.12), (9.13). Если в разностях 
(xi – yi) встречается большинство знаков «+», то сначала применя-
ется проверка по (9.12), если же большинство знаков «–», то вна-
чале используется (9.13).  

Пример 9-4. Некоторая присадка улучшила термостабиль-
ность 17 образцов масел определенной группы, ухудшила 3 и не 
повлияла на 6 образцов. Можно ли считать такую присадку эф-
фективной для группы масел в целом?  

Решение. Объем выборки n = 17 + 3 + 6 = 26. Количество 
ненулевых разностей m = 17 + 3 = 20. Число знаков «+» в ненуле-
вых разностях r = 17. Применяя формулу (9.12), получим, что 
λэксп = 17/4 = 4,25. Число степеней свободы: df1 = 8, df2 = 34. Крити-
ческие значения таковы: λкрит = λ1 = 2,3 для α = 0,05 и λкрит = λ2 = 3,3 
для α = 0,01. Здесь мы имеем случай, когда λэксп > λ2 . Поэтому 
можно считать присадку достоверно повышающей термостабиль-
ность масел данной группы (α < 0,01). Для сравнения можно по-
вторить расчет при другом количестве «плюсов». Оказывается, 
при 7 «плюсах» и 3 «минусах» вывод об эффективности присадки 
был бы недостоверен, а при 11 «плюсах» и 3 «минусах» величина 
λэксп попала бы между λ1 и λ2. В последнем случае следовало бы 
продолжить эксперимент, увеличить объем выборки и все расче-
ты повторить заново, включая новые данные.  

В статистической литературе можно найти таблицы крити-
ческого числа «плюсов» для разного числа ненулевых разностей 
[17]. В данном пособии они приведены в качестве приложе-
ния 3K. Применение готовых таблиц облегчает использование 
критерия знаков, но несколько снижает надежность выводов.  

Критерий равенства дисперсий по своему предназначе-
нию похож на параметрический критерий Фишера – здесь также 
сопоставляются две однотипные выборки X и Y по степени раз-
броса их вариант. Причем парное связывание вариант отсутству-
ет. Предполагают, что математические ожидания или медианы 
величин Х и Y равны. Данное предположение может быть заранее 
проверено с помощью критерия Вилкоксона-Манна-Уитни.  

Выбирают нуль-гипотезу, состоящую в том, что величины 
Х и Y имеют одинаковые дисперсии. Для ее проверки будем опи-
раться на выборки (9.8), объемы которых таковы, что n > 10, 
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k > 10, причем n ≥ k. Последнее неравенство всегда можно обес-
печить при планировании эксперимента, устанавливая, что вы-
борка X должна содержать не меньше значений, чем выборка Y.  

Для проверки нуль-гипотезы поступим следующим обра-
зом. Выборки X и Y объединим в одну выборку Z и расположим 
(n + k) ее вариант zi в порядке возрастания (принадлежность вари-
ант zi к исходным выборкам X или Y запоминается). Каждой ва-
рианте zi присваивается номер zu

i, задаваемый так: наименьшему 
значению присваивается номер 1, два наибольших значения по-
лучают номера 2 и 3, номера 4 и 5 получают следующие наи-
меньшие значения и т. д. Иначе говоря, номера zu

i расставляются 
следующим образом: 

 1, 4, 5, 8, 9, . . . , 7, 6, 3, 2. (9.14) 

Если в выборках X и Y имеются совпадающие варианты, то 
они получают номер, равный среднему арифметическому их но-
меров. Это значит, что в перечне номеров для (9.14) могут появ-
ляться нецелые значения. Обозначим через ry сумму номеров ва-
риант выборки Y, полученных описанным способом. Используя 
ry, составим величину 

 
0 5 2 1 1

1 12
y

эксп

, r k( n k )
л

n( n k ) /

− − + +
=

+ +
. (9.15) 

Сравним λэксп с λкрит , выбираемым из таблицы функции Ла-
пласа при заданном α. Если окажется, что λэксп ≤ λкрит , то нуль-
гипотезу принимаем. В противном случае (λэксп > λкрит) нуль-
гипотезу отклоняем. 

При n ≤ 10 или k ≤ 10 описанный критерий применять не 
рекомендуется. 

Пример 9-5. Определение хрома в одной и той же низколе-
гированной стали проведено по двум разным методикам. Обе ме-
тодики свободны от систематических погрешностей, т. е. матема-
тическое ожидание результата анализа в обоих случаях равно ис-
тинному содержанию хрома в стали. Получены две выборки с 
объемами n = 12 и k = 10:  
Методика А: 1,50; 1,41; 1,48; 1,60; 1,46; 1,60; 1,51; 1,42; 1,62; 1,54; 

1,42; 1,46; 
Методика Б: 1,38; 1,40; 1,47; 1,51; 1,63; 1,50; 1,63; 1,57; 1,59; 1,51. 
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Требуется сравнить эти методики по воспроизводимости 
результатов. 

Решение. Проверяем нуль-гипотезу о равенстве дисперсий 
по вышеописанному критерию. Упорядочивая объединенную вы-
борку по возрастанию вариант, получим следующее расположе-
ние ее вариант с учетом их прежней принадлежности к выборке X 
(методика А) или к выборке Y (методика Б): 
y1, y2, x2, x8, x11, x5, x12, y3, x3, x1, y6, x7, y4, y10, x10, y8, y9, x4, x6, x9, y5, y7. 

Номера вариант исходных выборок, найденные способом 
(9.14), будут равны: 

yu
1 = 1, yu

2 = 4, xu
2 = 5, xu

8 =8,5, xu
11 = 8,5, xu

5 =12,5, 
xu

12 = 12,5, yu
3 = 16, xu

3 = 17, xu
1 = 20,5, yu

6 = 20,5, xu
7 = 19,7, 

yu
4 =19,7, yu

10 = 19,7, xu
10 = 15, yu

8 = 14, yu
9 = 11, xu

4 = 8,5, 
xu

76 = 8,5, xu
9 = 6, yu

5 = 2,5, yu
7 = 2,5. 

Сумма номеров элементов выборки Y равна ry = 110,9. Ис-
пользуя формулу (9.15), находим, что λэксп = 0,237. Для б = 0,05 
λ1 = 1,96. Очевидно, λэксп < λ1. Следовательно, нуль-гипотеза при-
нимается (α > 0,05), методики А и Б можно считать примерно 
одинаковыми по воспроизводимости полученных результатов. 

 
9.4. Непараметрические аналоги 

дисперсионного анализа 
Критерий Краскела-Уоллиса. При изучении различных 

процессов можно столкнуться с ситуацией, когда фактор A пред-
положительно влияет на результат эксперимента, т. е. на некото-
рый параметр оптимизации Y. Причем фактор принимает опреде-
ленные значения (уровни), которые могут выражаться как качест-
венно, так и количественно (в числовой форме). Результаты всех 
опытов отягощены погрешностями измерений, поэтому каждый 
независимый опыт повторяют несколько раз. Характер распреде-
ления повторных результатов для данной методики измерений 
неизвестен. Надо установить, действительно ли фактор А досто-
верно влияет на Y. Задача решается методами однофакторного 
анализа, близкого к однофакторному варианту дисперсионного 
анализа (см. раздел 7.4).  

В качестве примера рассмотрим случай, когда фактор A 
принимает три разных значения (ход дальнейших рассуждений не 
зависит от того, сколько уровней фактора используется). Допус-
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тим, мы получили результаты измерений, представленные в 
табл. 15. Символами x, y и z обозначили результаты измерений 
параметра, полученные тогда, когда фактор А находился соответ-
ственно на первом, втором и третьем уровнях. Числа n1, n2, n3 ука-
зывают на объемы соответствующих выборок, они могут быть 
одинаковыми или различными. Символом N = n1 + n2 + n3 обозна-
чили общее число измерений. Полагаем, что выборки, представ-
ленные в столбцах табл. 15, получены независимо друг от друга. 

 

Таблица 15 
Представление исходных данных  
для однофакторного анализа 

Уровни фактора A 1 2 3 
x1 y1 z1 
x2 y2 z2 
x3 y3 z3 

. . . . . . . . . 

Результаты измерений  
некоторого параметра 

xn1 yn2 zn3 
 
Рассмотрим нуль-гипотезу, состоящую в том, что величины 

x, y, z имеют одинаковые функции распределения. Это означает, 
что фактор А не оказывает достоверного влияния на величину 
измеряемого параметра. Будем проверять эту нуль-гипотезу, опи-
раясь на критерий Краскела-Уоллиса. 

На первом шаге объединим варианты всех трех столбцов в 
одну выборку и упорядочим объединенную выборку по возраста-
нию вариант. Найдем ранги вариант этой проранжированной вы-
борки. Затем построим табл. 16, содержащую ранги соответст-
вующих вариант. 

 

Таблица 16  
Ранги вариант в объединенной выборке 

Уровни фактора A 1 2 3 
xr

1 yr
1 zr

1 
xr

2 yr
2 zr

2 
xr

3 yr
3 zr

3 
. . . . . . . . . 

 
Ранги результатов 

измерений 
 

xr
n1 yr

n2 zr
n3 
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Для каждого столбца этой таблицы вычисляем сумму рангов 
стоящих там вариант, т. е. находим вспомогательные величины 

Rx = xr
1 + xr

2 + xr
3 + . . . + xr

n1, 
 Ry = yr

1 + yr
2 + yr

3 + . . . + yr
n2,  (9.16) 

Rz = zr
1 + zr

2 + zr
3 + . . . + zr

n3 . 

На втором шаге находим величину λэксп по формуле 

 )N(
n
R

n
R

n
R

)N(N
л zyx
эксп 13

1
12

3

2

2

2

1

2
+−














++

+
= . (9.17) 

На третьем – сравниваем λэксп и λкрит . Величина λкрит задает-
ся следующим образом. Если объемы выборок из столбцов 
табл. 15, т. е. числа n1, n2,, n3 велики, то λкрит выбираем из таблиц 
критических значений для χ2 – критерия Пирсона при числе сте-
пеней свободы df = 2. В частности, λ0,05 = 5,99; λ0,01 = 9,21. Если же 
объемы выборок n1, n2, n3 малы, то λкрит выбираем из таблиц кри-
тических значений для данного критерия (приложение 3О).  
Отклоняем нуль-гипотезу, если λэксп > λкрит; сохраняем, если 
λэксп ≤ λкрит. Отклонение нуль-гипотезы можно интерпретировать 
как достоверное влияние рассматриваемого фактора на распреде-
ление величин x, y, z, т. е. на исследуемый параметр.  

Отметим, что формула (9.17) применяется в случае, когда 
данные табл. 15 не содержат вариант, одинаковых по своим зна-
чениям. В противном случае величина λэксп корректируется с уче-
том совпадающих вариант. Подробности описаны в статистиче-
ской литературе (см. [19; 20; 22]). 

Критерий Фридмана. Естественным развитием метода од-
нофакторного анализа является двухфакторный анализ, в котором 
рассматривается классификация результатов измерений некото-
рого параметра по возможному влиянию факторов A и B. При-
мем, что фактор A имеет k уровней, фактор B – n уровней, а ис-
следователь располагает набором данных, приведенных в 
табл. 17. Числа xi,j из табл. 17 означают результаты конкретных 
измерений при фиксированных уровнях факторов, i = 1, ... , n; 
j = 1, ... , k. Главное отличие данных табл. 17 от данных табл. 15 
заключается в следующем. В задачах однофакторного анализа 
каждый столбец табл. 15 образует выборку из конкретной гене-
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ральной совокупности. В задачах двухфакторного анализа каж-
дый столбец табл. 17, вообще говоря, выборку не образует. Это 
связано с тем, что фактор B может оказывать влияние на распре-
деление величин xi,j, стоящих в конкретном столбце табл. 17. На-
пример, фактор B может оказывать влияние на математическое 
ожидание или на распределение в целом всей генеральной сово-
купности. 

 

Таблица 17 
Представление исходных данных  
для двухфакторного анализа 

Уровни фактора А Уровни 
фактора В A1 A2 . . . Ak 

В1 x1,1 x1,2 . . . x1,k 

В2 x2,1 x2,2 . . . x2,k 

В3 x3,1 x3,2 . . . x3,k 

. . . . . . . . . . . . . . . 
Вn xn,1 xn,2 . . . xn,k 

 
Проверяемая нуль-гипотеза в задачах двухфакторного ана-

лиза состоит в предположении, что влияние фактора A отсутству-
ет (при этом B рассматривается как фактор, определяющий усло-
вия проведения эксперимента). Алгоритм проверки нуль-
гипотезы по критерию Фридмана включает несколько шагов. 

На первом шаге проводим ранжирование данных, представ-
ленных в строках табл. 17. Каждая строка рассматривается от-
дельно от остальных. Ранги элементов строк табл. 17 записываем 
в форме таблицы 18.  

 
Таблица 18 

Таблица рангов для двухфакторного анализа 
Уровни фактора А Уровни 

фактора В A1 A2 . . . Ak 
В1 xr

1,1 xr
1,2 . . . xr

1,k 

В2 xr
2,1 xr

2,2 . . . xr
2,k 

В3 xr
3,1 xr

3,2 . . . xr
3,k 

. . . . . . . . . . . . . . . 
Вn xr

n,1 xr
n,2 . . . xr

n,k 
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На втором шаге находим сумму рангов по отдельным 
столбцам таблицы 18 

R1 = xr
1,1 + xr

2,1 + xr
3,1 + . . . + xr

n,1 ,  
R2 = xr

1,2 + xr
2,2 + xr

3,2 + . . . + xr
n,2 ,  

... … … … … … (9.18)  
Rk = xr

1,k + xr
2,k + xr

3,1 + . . . + xr
n,k . 

Далее вычисляем величину λэксп , заданную формулой  

 .)k(nR
)k(nk

k

j
jэксп' ∑

=
+−

+
=

1

2 13
1

12
λ  (9.19) 

На третьем шаге фиксируем уровень значимости нуль-
гипотезы (α) и сравниваем величину λэксп с λкрит, которая выбира-
ется из таблиц критических значений для критерия Фридмана (см. 
приложение 3P). Если параметр n достаточно велик, то λкрит мож-
но взять из таблиц критических значений для χ2 – критерия Пир-
сона при числе степеней свободы df = k – 1. При выполнении не-
равенства λэксп ≤ λкрит нуль-гипотезу принимаем. Значит, в этом 
случае нет оснований говорить о влиянии фактора A на результа-
ты измерений параметра при условиях, определенных уровнями 
фактора B. Если окажется, что λэксп > λкрит, то нуль-гипотезу от-
клоняем и считаем, что такое влияние имеет место. В частности, 
влияние фактора A проявляется в изменении математических 
ожиданий результатов измерений.  

Отметим, что формула (9.19) применяется в случае, когда 
данные табл. 17 не содержат одинаковых по значениям вариант 
или количество групп совпадающих вариант не значительно. В 
противном случае величина λэксп корректируется с учетом таких 
групп (подробнее см. [19; 20; 22]).  

Аналогичным образом проверяется еще одна нуль-гипотеза, 
а именно: что влияние фактора B отсутствует (при этом фактор A 
рассматривается как фактор, определяющий условия проведения 
эксперимента). Для проверки этой гипотезы достаточно поменять 
местами факторы A и B, преобразовать соответствующим обра-
зом табл. 9.3 и провести необходимые вычисления.  

Пример 9-6. Вернемся к примеру 7-3, в котором описыва-
лись результаты исследования 6 ингибиторов коррозии, прове-
денные в трех разных лабораториях. Для удобства изложения за-
ново представим таблицу результатов измерений.  
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Таблица 19 
Результаты межлабораторного эксперимента  

по ингибиторам 
Уровни фактора А Уровни 

фактора В A1 A2 A3 A4 A5 A6 
В1 1,90 2,30 2,60 1,80 2,00 2,05 
В2 2,02 2,10 3,20 2,70 4,00 2,40 
В3 1,60 1,50 1,80 2,60 1,90 1,70 
 
Ранее мы предполагали, что выборочные данные получены 

из генеральной совокупности с нормальным распределением. Од-
нако такое предположение невозможно проверить, опираясь 
только на табл. 19. Поэтому для решения поставленной ранее за-
дачи о выборе ингибитора следует применить один из критериев 
непараметрической статистики, а именно критерий Фридмана. 

Решение. Для того чтобы сопоставить между собой эффек-
тивность ингибиторов, необходимо оценить влияние фактора A. 
При интерпретации получающихся результатов следует учесть 
фактор B, так как различие данных по лабораториям может быть 
связано с различием методики исследований. Рассмотрим нуль-
гипотезу, состоящую в том, что математические ожидания оста-
точной скорости коррозии не зависят от типа ингибитора. Приня-
тие нуль-гипотезы будет означать отсутствие влияния интере-
сующего нас фактора А при условии, что измерения проводились 
в лабораториях В1, В2, В3 . Найдем ранги вариант, стоящих в пер-
вой, второй и третьей строках приведенной таблицы. После этого 
получаем следующую таблицу, отражающую указанные ранги. 

 
Таблица 20 

Результаты межлабораторного эксперимента по ингибиторам, 
представленные в ранговой форме 

Уровни фактора А Уровни 
фактора В A1 A2 A3 A4 A5 A6 

В1 2 5 6 1 3 4 
В2 1 2 5 4 6 3 
В3 2 1 4 6 5 3 
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В данном случае k = 6, n = 3. Применяя формулу (9.18), на-
ходим, что сумма квадратов рангов по всем столбцам равна 
52 + 82 + 152 + 112 + 142 + 102 = 731. Используя формулу (9.19), 
получаем, что λэксп = 6,63. Задавая α = 0,05, из таблицы P прило-
жения 3 находим, что λкрит = 9,86. В данном случае λэксп < λкрит . 
Следовательно, нуль-гипотезу принимаем. Таким образом, оба 
подхода (двухфакторный дисперсионный анализ и критерий 
Фридмана) говорят о том, что ни один из ингибиторов не имеет 
преимуществ перед другими.  

 
9.5. Проверка взаимосвязи результатов измерения 

двух величин 
Критерий Спирмена. Одной из важнейших задач обработ-

ки данных является изучение возможной взаимосвязи между по-
парно связанными результатами измерений некоторых случайных 
величин Х и Y. Исходные данные могут быть записаны в виде 
попарно связанных выборок X и Y  

 X : x1, x2, . . . , xn ;    Y : y1, y2, . . . , yn. (9.20) 

Каждая пара вариант (xi , yi ) характеризует некоторый объ-
ект, для которого известны (измерены) два признака.  

Нередко взаимосвязь между результатами измерений вели-
чин Х и Y по всей совокупности исследуемых объектов нельзя 
выразить функциональной зависимостью, т. е. некоторым уравне-
нием вида Y = f (Х), но в совокупности данных легко обнаружива-
ется монотонная зависимость. Это означает, что возрастанию од-
ной величины, как правило, соответствует возрастание (или убы-
вание) другой. Понятие монотонной зависимости близко понятию 
корреляции (см. раздел 7-1), но является более общим.  

Проверка наличия монотонной зависимости требует вычис-
ления коэффициента ранговой корреляции по Спирмену. Извест-
но, что числовые значения выборочного коэффициента корреля-
ции для любых попарно связанных выборок лежат в промежутке 
– 1 ≤ Rs ≤ + 1. Если между величинами x и y имеется строго моно-
тонная возрастающая зависимость, то Rs = + 1, если строго моно-
тонная убывающая зависимость, то Rs = – 1. Значения Rs, близкие 
к нулю, говорят об отсутствии монотонной зависимости.  
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Проверяемая нуль-гипотеза состоит в том, что между вели-
чинами Х и Y монотонная зависимость отсутствует. Алгоритм 
проверки следующий.  

На первом шаге подсчитывают ранги вариант выборок X и 
Y из (9.20). Полученные результаты представляют в следующем 
виде: 

 Xr: xr
1, xr

2, . . . , xr
n ;    Yr: yr

1, yr
2, . . . , yr

n . (9.21) 

На втором шаге вычисляют выборочный коэффициент ран-
говой корреляции  

 ∑
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−
−
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n
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i

r
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R

1

2
2 1
61 . (9.22) 

На третьем шаге вычисляют величину статистического по-
казателя:  

 21
2

s
sэксп R

nRл
−
−

⋅= . (9.23) 

Формула (9.22) предполагает, что |Rs| ≠ 1 и объем данных 
достаточно велик (n ≥ 9). В этом случае величину λкрит выбирают 
из таблиц Стьюдента при числе степеней свободы df = n – 2 и за-
данном α. Если окажется, что λэксп > λкрит, то нуль-гипотеза от-
клоняется. Можно говорить о том, что между величинами X и Y 
имеется ранговая корреляционная зависимость. При этом, если 
Rs > 0, то зависимость имеет характер монотонно возрастающей, а 
при Rs < 0 – монотонно убывающей. Если выполнено неравенство 
λэксп ≤ λкрит , то нуль-гипотеза принимается; считается, что между 
величинами X и Y нет монотонной зависимости (ранговой корре-
ляции). Заметим, что в этом случае зависимость между X и Y все 
же может иметь место, но выражаться в другой (не монотонной) 
форме. При малом объеме данных (n < 9) критерий Спирмена 
применять не рекомендуется.  

Пример 9-7. Получены данные по временам удерживания 
17 веществ в двух разных хроматографических колонках. Мето-
дика хроматографирования строго постоянна. Времена удержива-
ния всех веществ выражены в условных единицах (миллиметры 
диаграммной ленты самописца). Значения времен удерживания 
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веществ в первой колонке обозначены символом Х, во второй – 
Y. Проверить по критерию Спирмена наличие монотонной связи 
(ранговой корреляции) между значениями Х и Y. Для удобства 
анализа экспериментальные данные (xi, yi) упорядочены по значе-
ниям x и записаны в таблице. 

 
Таблица 21 

Проверка взаимосвязи характеристик хроматографического 
удерживания 17 однотипных веществ на двух колонках 

i X Y i X Y i X Y 
1 28 5,3 7 45 39,3 13 73 94,8 
2 29 9,2 8 51 52,7 14 75 101,9 
3 32 15,2 9 53 55,4 15 80 89,5 
4 35 20,7 10 58 64,3 16 83 114,8 
5 40 21,7 11 64 76,0 17 93 137,4 
6 44 36,5 12 65 79,1 18 – – 

 
Решение. Вычисляем ранги вариант xi, yi и коэффициент 

ранговой корреляции по формуле (9.22). Получаем Rs = 0,993. Ис-
пользуя (9.23), находим, что λэксп = 32,5. В таблице Стьюдента ве-
личина λкрит = 2,95 при числе степеней свободы df = 17 – 2 = 15 и 
α = 0,01. Поскольку верно неравенство λэксп > λкрит, то нуль-
гипотеза отклоняется. Можно утверждать, что существует моно-
тонно возрастающая зависимость между временами хроматогра-
фического удерживания веществ данного типа на двух использо-
ванных колонках.  

Из табл. 21 сразу было видно, что практически для всех ве-
ществ росту Х соответствовало возрастание Y. Однако в других 
случаях монотонная зависимость (ранговая корреляция) может 
быть не столь очевидной, и проверка по Спирмену будет иметь 
гораздо большую актуальность.  

Отметим, что числовые данные примера 9-7 можно было бы 
обработать не только по критерию Спирмена, но и воспользовав-
шись традиционным алгоритмом корреляционного анализа. В 
этом случае коэффициент линейной корреляции равнялся бы 
0,988, достоверно превышая критический уровень, т.е. в коорди-
натах Х – Y точки, представляющие разные вещества, группиру-
ются относительно некоторой прямой. Но применять такой метод 
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можно было бы только при условии, что результаты измерений 
характеристик удерживания подчиняются нормальному распре-
делению, а в условии данной задачи об этом ничего не сказано. 
В то же время при проверке ранговой корреляции (в отличие от 
проверки линейной корреляции) не требуется априорно указывать 
вид функциональной зависимости (линейная или какая-либо не-
линейная), которая связывала бы величины Х и Y в отсутствие 
погрешностей измерений и неконтролируемого воздействия дру-
гих факторов. Поэтому критерий Спирмена – гораздо более уни-
версальный критерий, чем коэффициент линейной корреляции.  

Установление наличия монотонной зависимости (ранговой 
корреляции) не позволяет прогнозировать свойства объектов, од-
нотипных ранее исследованным. В частности, если в примере 9-7 
взять x18 = 120, большее, чем x17 , можно уверенно ожидать, что 
ожидаемое значение y18 будет не меньше, чем y17 = 137,4, но 
предвидеть точное значение y18 затруднительно. Выполнение об-
ратного неравенства (y18 < y17) будет свидетельствовать об ошиб-
ках при измерении, о нарушении условий проведения экспери-
мента или – что бывает чаще всего – о неконтролируемом воздей-
ствии других факторов. Так, в примере 9-7 закономерность изме-
нения времен удерживания, установленная на данных колонках 
по 17 веществам одного класса, могла бы резко нарушиться, если 
бы следующее, 18-е вещество относилось бы к совершенно иному 
классу веществ.  

В заключение подчеркнем, что одни и те же задачи можно 
решать и параметрическими и непараметрическими методами. 
Так, коэффициент ранговой корреляции и критерий Спирмена 
используют для решения тех же задач, которые при нормальном 
распределении вариант решались бы методами корреляционного 
анализа. Критерий равенства дисперсий аналогичен критерию 
Фишера, критерий Смирнова-Граббса – Q-тесту и т. д. Сущест-
вуют также многочисленные и достаточно сложные непараметри-
ческие методы, которые позволяют решать те задачи, которые – 
при нормальном распределении вариант – решались бы методами 
регрессионного анализа. В настоящем пособии такие методы не 
рассматриваются, но о них можно узнать в специальной литера-
туре, например в монографиях [20; 21].  
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Глава 10 
ИНТЕРПРЕТАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ. 
ОПТИМИЗАЦИЯ ИССЛЕДУЕМОГО ПРОЦЕССА 

 
10.1. Интерпретация уравнения регрессии 
Интерпретация статистической модели фактически означа-

ет перевод полученных выводов с математического языка на спе-
цифический язык, привычный для химика. Выводы из проведен-
ного эксперимента должны содержать иной набор терминов, не 
тот, который применялся при выводе уравнения регрессии. Речь 
должна идти не о дисперсиях и коэффициентах, а о концентраци-
ях и температурах, скоростях и выходах реакций, активности и 
селективности катализаторов и т. п. Однако интерпретировать 
надо регрессию, выраженную именно в кодированных перемен-
ных (в безразмерных «иксах»). После ее перевода в новое уравне-
ние, связывающее между собой факторы и параметры в их нату-
ральной форме, разобраться в значимости факторов будет гораздо 
труднее.  

Для интерпретации математической модели следует рас-
сматривать знаки и абсолютные величины коэффициентов в 
уравнении регрессии. При этом стоит учесть следующие рекомен-
дации: 

1. Все факторы, которые после исключения незначимых ко-
эффициентов вошли в адекватное уравнение регрессии, следует 
считать достоверно влияющими на исследуемый процесс. Напри-
мер, после исключения незначимых коэффициентов и соответст-
вующих им слагаемых уравнение регрессии имеет вид: 

 Y = 125 + 23,2 X1 + 1,3 Х3 – 2,43 X1 Х2 . (10.1) 

Здесь переменным Х1, Х2, Х3 соответствуют температура, 
концентрация реагента и величина рН. Все эти факторы следует 
считать достоверно влияющими на параметр Y. Концентрацию 
реагента считают влияющим фактором, хотя коэффицент b2 ока-
зался незначимым. Важно, что значимым оказался коэффициент 
b12 =2,43 у произведения X1Х2, в которое вошел второй фактор. 
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Влияние концентрации скажется в данном случае только совме-
стно с другим фактором (температурой), но все-таки скажется.  

2. Иногда исследователь получает парадоксальный вывод: 
фактор, который по его интуитивному мнению и по теоретиче-
ским соображениям просто «обязан» влиять на исследуемый про-
цесс, входит (в кодированной форме) только в слагаемые с незна-
чимыми коэффициентами. В конечное уравнение регрессии этот 
фактор не входит. Почти всегда такой исход эксперимента гово-
рит о неверном выборе интервала варьирования по данному фак-
тору. Следует повторить эксперимент, увеличив этот интервал.  

3. Получив в ходе полного факторного эксперимента адек-
ватную математическую модель, не стоит торопиться делать на ее 
основе какие-либо окончательные выводы и прогнозы. Возможно, 
эксперимент еще не закончен! Например, может оказаться, что 
регрессия адекватна, хотя все ее коэффициенты, кроме b0, незна-
чимы. Такой случай маловероятен, но не исключен. Не следует 
при этом думать, что действительно ни один из факторов не влия-
ет на исследуемый процесс. Скорее всего такой исход исследова-
ния связан с плохой воспроизводимостью опытов (а может быть – 
и с выбором слишком маленьких интервалов варьирования). Экс-
перимент продолжают, перейдя к более воспроизводимой мето-
дике измерений параметра и увеличивая интервалы варьирования 
факторов. Если коэффициенты снова окажутся незначимыми, это 
будет означать, что эксперимент изначально проводился в облас-
ти факторного пространства, близкой к оптимуму, где поверх-
ность отклика почти плоская. Найдя такую область, можно пре-
кратить эксперимент, либо попробовать рассчитать новую мо-
дель, пользуясь планом второго порядка.  

4. Исследователю всегда важно знать, имеется ли достовер-
ное взаимодействие факторов или они действуют на параметр по 
отдельности (аддитивно). В первом случае коэффициенты при ка-
ких-то произведениях «иксов» в уравнении регрессии будут значи-
мыми, во втором – все такие коэффициенты будут незначимыми. 
Если коэффициент bij незначим, значит, действие   i-го фактора не 
зависит от того, на каком уровне находится j-ый фактор. В качестве 
примера возьмем уравнение регрессии, выведенное в разделе 8.8 и 
описывающее процесс радиационной полимеризации:  
 Y = 20 + 2X1 – 3X2 + 6X 3 + 3Х1Х3 – 5Х2Х3. (10.2) 
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Даже при беглом взгляде на это уравнение видно, что при 
постоянном режиме облучения пробы (при неизменном Х3) кон-
центрация мономера (фактор Х1) и температура раствора (фактор 
Х2) влияют на выход полимера (параметр Y) независимо друг от 
друга. Об этом говорит незначимость коэффициента b12 и отсут-
ствие в (10.2) других слагаемых, содержащих произведение Х1Х2. 
Значит, влияние температуры будет одним и тем же и в разбав-
ленных и концентрированных растворах. Напротив, влияние ра-
диации (Х3) должно сильно зависеть от условий проведения про-
цесса – от концентрации и температуры, так как коэффициенты 
b13 и b23 значимы. Значимость эффектов взаимодействий сущест-
венна как для проверки гипотез о механизме исследуемого про-
цесса, так и для оптимизации условий проведения этого процесса. 

5. Если коэффициенты вида bij незначимы, т. е. взаимодей-
ствия факторов нет, то знак bi в уравнении регрессии однозначно 
свидетельствует о характере влияния i-го фактора. Очень 
удобно, что знаки коэффициентов не зависят от выбора интерва-
лов варьирования, в отличие от абсолютной величины коэффици-
ентов. Знаки коэффициентов важны для выработки рекомендаций 
по управлению процессом. Так, в уравнении (10.1) коэффициент 
b3 положителен, а фактор Х3 (величина рН) действует независимо 
от других. Следовательно, для увеличения параметра Y следует 
повышать рН, независимо от рекомендаций по другим факторам.  

6. Если коэффициенты вида bij значимы (факторы действу-
ют неаддитивно), но коэффициенты bi и bij имеют одинаковые 
знаки, можно все же прогнозировать характер влияния i-го фак-
тора. Так, судя по уравнению (10.2) выход полимера должен уве-
личиваться в концентрированных растворах (коэффициенты b1 и 
b13 положительны), а также при пониженных температурах (ко-
эффициенты b2 и b23 отрицательны). Гораздо труднее прогнозиро-
вать характер влияния такого фактора, для которого коэффициен-
ты bi и bij имеют различные знаки. Так, в том же процессе радиа-
ционной полимеризации влияние мощности дозы радиации (фак-
тор X3) предугадать по знаку коэффициентов регрессии нельзя: 
коэффициенты b3 и b13 положительны, а коэффициент b23 отрица-
телен. В каждом конкретном случае придется учитывать уровни 
других факторов и абсолютные величины коэффициентов. В ча-
стности, весьма вероятно, что в случае концентрированных рас-
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творов (при большой величине Х1) суммарный эффект радиации 
будет определяться коэффициентом b13, и тогда увеличение мощ-
ности дозы будет вести к увеличению выхода полимера. И наобо-
рот, при высоких температурах (Х2) суммарный эффект радиации 
будет определяться отрицательным коэффициентом b23, т. е. уве-
личение мощности дозы будет вести к снижению выхода полиме-
ра. Без дополнительных числовых расчетов в подобных ситуаци-
ях не обойтись. 

7. Для сравнения влияния разных факторов часто сопостав-
ляют абсолютную величину коэффициентов вида bi. В принципе 
это возможно, и такое сопоставление часто дает правильные и 
весьма полезные выводы, однако обязательно следует учесть ряд 
ограничений. Во-первых, сопоставление коэффициентов нельзя 
проводить по регрессии, выраженной в натуральных переменных, 
так как в этом случае не выполняется условие ортогональности, 
оценки коэффициентов не являются независимыми. Во-вторых, 
такой подход возможен только при независимом действии всех 
факторов (при линейности модели). Так, в вышеприведенном 
примере, связанном с радиационной полимеризацией, нельзя ут-
верждать, что мощность дозы влияет на выход полимера сильнее, 
чем температура раствора, так как действие этих факторов взаи-
мосвязано! В-третьих, абсолютная величина коэффициента рег-
рессии зависит от выбранного интервала варьирования, и чем 
больше взять ∆Ii, тем большим окажется коэффициент bi, незави-
симо от действительной «силы» i-го фактора. В принципе, подоб-
рав подходящие интервалы варьирования, всегда можно получить 
любой желаемый вывод! Конечно, если факторы однотипны (на-
пример, молярные концентрации двух реагентов), а интервалы 
варьирования их одинаковы, тогда сопоставление «силы» факто-
ров по величине bi вполне правомерно. Но если факторы разно-
родны (их числовые значения выражены в разных единицах), то 
интервалы варьирования не могут быть одинаковыми. Поэтому 
правомерность сопоставления степени влияния разнородных 
факторов по величине bi сомнительна даже в случае линейной 
модели. 
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10.2. Применение адекватной модели  
Можно указать три основных направления: 1) выбор спосо-

бов оптимизации параметра; 2) расчеты по интерполяционной 
формуле; 3) выявление теоретических закономерностей, напри-
мер, с целью установления механизма исследуемого процесса.  

Рекомендации по управлению процессом основываются на 
рассмотрении знаков и абсолютной величины коэффициентов в 
уравнении регрессии. При этом следует рассматривать два слу-
чая: а) исследователь стремится достичь максимального значения 
параметра Y; б) исследователю нужно минимизировать этот па-
раметр. В случае линейных регрессий, не содержащих произведе-
ний факторов, дать такие рекомендации несложно. Для увеличе-
ния параметра надо увеличивать те факторы, для которых коэф-
фициент bi положителен, и уменьшать те, для которых он отрица-
телен. Для минимизации параметра следует поступать наоборот.  

Во многих регрессиях, содержащих произведения факторов, 
можно пренебречь влиянием факторов, взятых порознь (bi « bij ). 
Тогда надо обратить внимание на знак эффекта взаимодействия 
(знак коэффициента bij). Если он положителен, для достижения 
максимального значения параметра следует либо одновременно 
повышать, либо одновременно понижать оба фактора. Какой 
именно из двух этих рекомендаций воспользоваться на практике – 
зависит от многих обстоятельств, в частности, от технических 
возможностей управления исследуемым процессом. 

По адекватному уравнению регрессии можно рассчитывать 
параметр для любых условий проведения процесса, для любых 
комбинаций факторов. Однако чем дальше в факторном про-
странстве отстоит эта комбинация от центра плана, тем больше 
шансов на ошибочный прогноз, тем больше может быть величина 
невязки. В качестве интерполяционной формулы удобно исполь-
зовать уравнение регрессии, включающее не кодированные (без-
размерные) переменные, а натуральные значения факторов, вы-
раженные в соответствующих единицах измерения. Для перехода 
к такой формуле в первоначально полученное уравнение регрес-
сии подставляют выражения, связывающие безразмерные «иксы» 
с интервалами варьирования и значениями соответствующего 
фактора в центре плана, т. е. формулы типа (2.10). 
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В качестве примера рассмотрим статистическую модель 
экстракционного извлечения ионов меди из водного раствора в 
неводную фазу, причем медь экстрагируется в виде некоторого 
комплексного соединения. Допустим, двухфакторный ПФЭ при-
вел к адекватной регрессии, в которой факторы выражены в ко-
дированном виде:  

 Y = 97 – 1,5 Х1 + 4,2 Х2 + 3,7 Х1 Х2. (10.3) 

Здесь фактор Х1 соответствует начальной концентрации ме-
ди (мг/л) в водном растворе, Х2 соответствует величине рН рас-
твора, а Y – значению D, т. е. коэффициенту распределения меди 
(заметим, что для процесса экстракции это далеко не единствен-
ный из возможных параметров оптимизации). Судя по уравнению 
(10.3), по мере увеличения рН экстрагируемость металла должна 
возрастать. Влияние концентрации металла менее однозначно, так 
как знаки коэффициентов b1 и b12 различны13. Однако эти сообра-
жения следует проверять числовыми расчетами, а для этого при-
дется «раскодировать» полученное в ПФЭ уравнение регрессии.  

Допустим, центр плана ПФЭ имел координаты: С0 = 100; 
рН0 = 7; интервалы варьирования равны: ∆С = 20 мг/л, ∆рН = 2. 
Для раскодирования используем формулы, конкретизирующие 
общую формулу (2.10): Х1 = (С –100) / 20; Х2 = (рН – 7) / 2 . Делаем 
подстановку: 
 D = 97 – 1,5(С – 100) / 20 + 4,2(рН – 7) / 2 + 3,7(С –100) (рН – 7) / 2 · 20. 

После несложных преобразований получаем  

 D = 154,55 – 0,7225 С – 7,15 рН + 0,0925 рН·С . (10.4) 

Тут надо обязательно провести промежуточную проверку. 
Подстановка в (10,4) координат центра плана приводит к D = 97, 
что соответствует величине b0 в исходной регрессии и подтвер-
ждает правильность проведенных преобразований.  

Интерполяционная формула (10.4) – удобное средство вы-
числения любой из трех переменных (D, C, pH) по значениям 
двух других. Интересно, что при рН стоит знак минус, а не плюс, 
                                                   

13 Теоретически коэффициент распределения не должен зависеть от 
концентрации экстрагируемого вещества, а на практике такое влияние есть 
и связано с протеканием побочных процессов. 
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как в уравнении (10.3), т. е. после раскодирования знак изменил-
ся. По формуле (10.4) можно рассчитать оптимальное значение 
одного из факторов (т. е. такое, при котором мы достигнем же-
лаемой величины параметра), надо лишь задать значения другого 
фактора.  

Интерполяционные формулы можно использовать для рас-
смотрения интересующих исследователя частных случаев. В ка-
честве примера рассчитаем по (10.4), при каком рН следует про-
водить экстракцию меди, если ее концентрация будет равна 
100 мг/л. После подстановки С = 100 получаем упрощенную мо-
дель: 

 D = 82,3 + 2,1 рН . (10.5) 

Судя по формуле (10.5), извлечение меди на указанном 
концентрационном уровне вполне возможно при любых реальных 
значениях рН (от 0 до 14), так как величина коэффициента рас-
пределения будет больше единицы. Очевидно также, что экстрак-
ционное извлечение меди будет идти тем лучше, чем больше рН. 
Однако при подобных расчетах следует обязательно учитывать 
области допустимых значений каждого фактора. Так, при высо-
ких рН (например, при рН = 10) формула (10.5) явно будет неаде-
кватна. Дело в том, что при выводе исходного уравнения (10.3) 
не было учтено, что в сильнощелочной среде ионы меди не экст-
рагируются, а связываются в гидроксид меди и переходят в оса-
док. Это ограничивает область допустимых значений рН.  

Можно получить упрощенные интерполяционные формулы 
другого типа, связывающие коэффициент распределения с вели-
чиной начальной концентрации раствора при постоянном значе-
нии рН. Так, при рН = 5 регрессия (10.4) преобразуется в сле-
дующее выражение:  

 D = 118,8 – 0,26 C. (10.6)  

Это уравнение показывает, что экстрагируемость меди из 
разбавленных слабокислых растворов (рН = 5) слабо зависит от 
концентрации. Однако для концентрированных растворов (на-
пример, для С = 1000 мг/л) мы получили бы отрицательные зна-
чения D, что в принципе невозможно. Значит, здесь снова иссле-
дователь выходит за пределы области допустимых значений фак-
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тора, модель (10.3) явно непригодна для описания процесса экс-
тракции меди из концентрированных растворов.  

Хотя основное назначение статистических моделей – опти-
мизация, такие модели и, в частности, уравнения регрессий важ-
ны и для выявления теоретических закономерностей, характери-
зующих исследуемые объекты. Например, уравнение регрессии 
(10.3) может быть полезно для выяснения механизма экстракции 
меди. Так, неаддитивное влияние факторов (b12 > 0) указывает на 
сложный механизм процесса, не соответствующий обычным за-
кономерностям экстракции моноядерных комплексов металлов, 
но такое влияние вполне возможно при образовании полиядерных 
комплексов. Сильное влияние рН на коэффициент распределения 
показывает, что важное место в этом механизме занимают ки-
слотно-основные реакции. В частности, можно предположить, что 
при подкислении происходит разрушение экстрагируемого ком-
плекса, что объяснило бы формулу (10.5). Таким образом, стати-
стическая модель подталкивает исследователя к выдвижению но-
вых научных гипотез, которые следует дополнительно проверить. 
Важно, чтобы теоретические модели, созданные на основании 
этих гипотез, согласовывались с уже полученными статистиче-
скими моделями, т. е. с результатами эксперимента.  

Приведенные выше примеры не исчерпывают всех направ-
лений интерпретации математической модели, получаемой по ре-
зультатам полного факторного эксперимента, но и этих примеров 
достаточно, чтобы понять, как много полезной информации мо-
жет выжать из адекватной регрессии компетентный исследова-
тель-химик. 

 
10.3. Оптимизация методом крутого восхождения 
Как уже отмечалось, обычной целью прикладных исследо-

ваний является оптимизация исследуемого процесса, например, 
повышение выхода реакции, прочности выпускаемого материала, 
точности анализа и т. п.; снижение скорости коррозии или содер-
жания вредных примесей, уменьшение выброса вредных веществ 
в окружающую среду, уменьшение энергозатрат и т. п. Требуется 
найти ту область факторного пространства, те условия проведе-
ния процесса, которые отвечают оптимальному значению пара-
метра. Наиболее короткий и надежный путь к оптимуму, к иско-
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мой вершине на поверхности отклика – это движение по направ-
лению градиента функции отклика. Для непрерывной и одно-
значной функции y = f (x1, x2, ... xk) градиентом называют вектор, 
включающий в качестве слагаемых частные производные функ-
ции по каждому из аргументов (факторов), умноженные на еди-
ничные векторы в направлении координатных осей. Оценками 
частных производных для функции отклика могут быть коэффи-
циенты в уравнении регрессии. Следовательно, найденное в ходе 
ПФЭ уравнение регрессии показывает, как надо одновременно 
менять значения всех факторов, чтобы двигаться по поверхности 
отклика в сторону оптимума, прямо к вершине, причем по самому 
короткому и крутому пути (рис. 16). Эта идея, предложенная Бок-
сом и Уилсоном, легла в основу «метода крутого восхождения». 

 
Рис. 16. Традиционная оптимизация (а) и оптимизация  

по методу крутого восхождения (б) для двухфакторного процесса  
(обозначения соответствуют рис. 2) 

 
Наиболее просто выходить к оптимуму, если поверхность 

отклика плоская, т. е. эффектами взаимодействия факторов мож-
но пренебречь. Исходное уравнение регрессии в таких случаях 
записывается в виде: Y = b0+b1X1+b2X2 + ....+ bkXk . Градиент 
функции отклика: 

 ∆Y = 
1X

Y
∂
∂

i1 + 
2X

Y
∂
∂

i2 + ... + 
kX

Y
∂
∂

ik = b1i1 + b2i2 + ... + bkik . (10.7) 

Здесь i1 – единичный вектор по первому фактору в направ-
лении координатной оси, аналогичные обозначения используются 
и по другим факторам. Из (10.7) следует, что направление гради-
ента на плоской поверхности отклика однозначно задается значе-
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ниями коэффициентов регрессии. Для исходного (кодированного) 
уравнения регрессии все i равны 1, формула (10.7) упрощается: 

 ∆Y = b1 + b2 + .....+ bk . (10.8)  

Изменяя значения факторов прямо пропорционально вели-
чинам найденных для них коэффициентов регрессии (с учетом их 
знаков), можно осуществить движение по поверхности отклика 
по направлению градиента, т. е. двигаться прямо к оптимуму.  

Предположим, что мы проводили двухфакторный экспери-
мент и получили адекватную регрессию Y = 20 + 2 X1 + 5 X2. Так-
же предположим, что для оптимизации процесса надо добиваться 
максимально возможного значения Y. Тогда надо одновременно 
увеличивать и Х1, и Х2, но увеличение второго фактора должно 
идти в большей мере. Лучше, если численные значения коэффи-
циентов регрессии будут величинами одного порядка (симмет-
ричные оценки, симметричная функция отклика), в методе круто-
го восхождения это улучшает точность прогнозов.  

Для определения условий новых опытов, соответствующих 
движению по градиенту, обычно используют уравнение регрес-
сии, выраженной в натуральных переменных (интерполяционную 
формулу). В этом случае следует, в соответствии с (10.7), учиты-
вать не только коэффициенты регрессии, но и величины интерва-
лов варьирования по каждому фактору (выбранные при планиро-
вании эксперимента значения ∆Ii, см. главу 2). Условия каждого 
нового опыта должны отвечать следующему условию: 

(Х1 )новый = (Х1 )старый + ∆Х1 , 
(Х2 )новый = (Х2 )старый + ∆Х2  и т. д. 
На практике исследователь задает ∆Х1 – шаг по первому 

фактору – по своему усмотрению, а затем рассчитывает ∆Х2 по 
пропорции:  

 ∆Х2 / ∆Х1 = b2 ∆I2 / b1 ∆I1. (10.9) 

Так же рассчитывается величина шага по третьему и по ос-
тальным факторам.  

 ∆Х3 / ∆Х1 = b3 ∆I3 / b1 ∆I1. (10.10) 

Естественно, шаг по любому фактору должен быть гораздо 
больше погрешности этого фактора.  
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Начиная движение по градиенту, обычно исходят из того 
опыта в проведенном ПФЭ, в котором достигнуто наибольшее 
значение Y (это необязательно, можно идти и от центра плана). 
Например, от начальной точки на поверхности отклика сдвигают-
ся к оптимуму, увеличив в соответствии с уравнением (10.7) ве-
личину фактора Х1 (в натуральных переменных) на 2 интервала 
варьирования по этому фактору, а величину фактора Х2 – на 5 его 
интервалов варьирования. Далее можно сделать и второй шаг в 
том же направлении – к полученному после первого шага значе-
нию Х1 еще раз добавить 2 ∆I1, а к полученному значению Х2 до-
бавить 5 ∆I2. Можно двигаться и меньшими шагами, но степень 
уменьшения шага по всем факторам должна быть одинаковой.  

После расчета координат каждого нового опыта совсем не-
обязательно сразу проводить соответствующий опыт в реально-
сти. Вначале стоит провести несколько опытов мысленно, рассчи-
тывая по уравнению регрессии значение параметра в каждом из 
намеченных опытов и убеждаясь, что мы действительно получаем 
все лучшие и лучшие значения Y. Если Y меняется слишком мед-
ленно, увеличим шаг по всем факторам. Эти шаги не должны 
быть настолько большими, чтобы условия новых опытов по како-
му-либо из факторов вышли за пределы области его допустимых 
значений. Если это будет действительно происходить (в мыслен-
ном эксперименте!), следует пропорционально уменьшить шаг 
изменения всех факторов.  

Разумеется, исследователь не должен ограничиваться мыс-
ленным экспериментом. Отдельные опыты надо проверять, осу-
ществляя процесс на практике и убеждаясь, что эксперименталь-
ное и рассчитанное значения Y примерно совпадают, т. е. модель 
остается адекватной. Движение по градиенту продолжают до тех 
пор, пока не наступает одно из трех возможных событий: 

а) реализуется желаемое значение Y. В этом случае экспе-
римент прекращают и празднуют достижение цели;  

б) расчетное значение Y перестает соответствовать изме-
ренному в соответствующих опытах. В этом случае стоит остано-
виться и попробовать отыскать новое уравнение регрессии, а за-
тем двигаться по новому градиенту; 

в) по одному из факторов мы выходим за границы ОДЗ. В 
этом случае либо прекращают эксперимент, считая, что сделали 
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все, что могли, либо фиксируют этот фактор на постоянном уров-
не (на границе ОДЗ) и проводят новый ПФЭ меньшей размерно-
сти, чтобы определить направление дальнейшего движения по 
поверхности отклика. 

В качестве примера рассмотрим процесс каталитического 
отверждения мочевиноформальдегидной смолы, описанный в ра-
боте [23]. Факторы – концентрации (в %) семи компонентов ката-
лизатора, а параметр – прочность на сжатие образца полученной 
смолы. После проведения ПФЭ вида 27 была получена адекватная 
регрессия, не включающая эффекты взаимодействия факторов. 
Оценки коэффициентов оказались значимыми и симметричными. 
Найденная регрессия имеет следующий вид: 
 Y = 60,75 – 2,50X1 – 1,50X2 + 5,75X3 – 2,25X4 – 2,00X5 – 4,50X6 + 1,75X7 

В исходных опытах удавалось получить значения Y, не 
превышающие 74 единицы. Движение по градиенту начинали из 
центра исходного ПФЭ, причем шаг по X5 по техническим при-
чинам был выбран на уровне 0,05. 

 

Таблица 22 
Расчет и результаты крутого восхождения* 

 X1  X2   X3  X4 X5 X6  X7 Yрасчет Y 
bi –2,5 –1,5 5,75 –2,25 –2,00 –4,50 1,75   
∆Ii 0,5 0,2 1,0 0,5 0,5 0,5 0,5   
∆Хi  –0,0625 –0,015 0,287 –0,056 –0,05 –0,112 0,043   

∆Хi округл –0,06 –0,02 0,3 –0,06 –0,05 –0,12 0,04   
центр  
плана 1,50 0,50 3,0 1,00 1,50 1,0  1,5 66,4  

шаг № 1 1,44 0,48 3,3 0,94 1,45 0,88 1,54 69,1 68 
шаг № 2 1,38 0,46 3,6 0,88 1,40 0,76 1,58 71,8  
шаг № 3 1,32 0,44 3,9 0,82 1,35 0,64 1,62 74,6 72 
шаг № 4 1,26 0,42 4,2 0,76 1,30 0,52 1,66 77,3 79 
шаг № 5 1,20 0,40 4,5 0,70 1,25 0,40 1,70 80,1 83 
шаг № 6 1,14 0,38 4,8 0,64 1,20 0,28 1,74 82,8 85 
шаг № 7 1,08 0,36 5,1 0,58 1,15 0,16 1,78 85,5 80 
шаг № 8 1,02 0,34 5,4 0,52 1,10 0,04 1,82 88,2 76 

 

                                                   
* Заимствовано из работы [23]. 
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Из табл. 22 видно, что мысленный эксперимент уже с 
третьего шага стал давать лучшие значения параметра, чем ранее 
достигнутые в ходе ПФЭ. При движении по градиенту каждый 
следующий шаг приводил к расчетному значению параметра, на 
2,7 единиц лучше предыдущего. Экспериментальная проверка 
этих расчетов, разумеется, давала невязки, но тенденция подъема 
Y проявилась и в эксперименте, по крайней мере вплоть до шес-
того шага, а затем величина Y начала снижаться, что свидетель-
ствовало о непригодности полученной модели в данной области 
факторного пространства. Проведенное восхождение следует счи-
тать эффективным, так как реальную прочность смолы всего за 6 
дополнительных опытов удалось поднять с 74 до 85 единиц. При-
ятным побочным эффектом было уменьшение в рецептуре содер-
жания наиболее дорогих компонентов данного катализатора – 
компонентов Х1 и Х6. 

В литературе описаны и более эффектные исследования, 
связанные с оптимизацией химико-технологических процессов 
или методик анализа с применением процедуры крутого восхож-
дения. В этих исследованиях величину параметра удавалось из-
менить значительно сильнее. Так, в работе Л.Н. Комиссаровой и 
соавторов по экстракционному извлечению микроколичеств гаф-
ния трибутилфосфатом после трех последовательно проведенных 
ПФЭ (k = 4) и промежуточных движений по градиенту коэффици-
ент распределения гафния удалось увеличить на 4 порядка [23]. 

Алгоритмы крутого восхождения резко осложняются, если 
уравнение регрессии (выраженное в безразмерных переменных) 
имеет значимые коэффициенты вида bij, т. е. факторы взаимодей-
ствуют между собой. Поверхность отклика не является плоской, и 
направление градиента от точки к точке меняется. Меняется и ве-
личина шага, поэтому координаты каждого следующего мыслен-
ного опыта лучше вычислять с помощью специальной компью-
терной программы. Такая программа, например, описана в при-
ложении 1С. 
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10.4. Симплексная оптимизация 
Если оптимизация является единственной целью исследо-

вателя, а математическая модель процесса и ее интерпретация не 
требуются, вместо ПФЭ и крутого восхождения к оптимуму часто 
используют симплекс-процедуру. Она заключается в проведении 
небольшой первоначальной серии опытов, расположенных в фак-
торном пространстве по определенному плану (см. [23; 24]), соот-
ветствующему некоторому воображаемому симплексу. Симплек-
сом математики называют геометрическую фигуру, все (k + 1) 
вершин которой равноудалены друг от друга в k-мерном про-
странстве. Если исследуется влияние k факторов, то в первона-
чальной серии проводят (k + 1) опыт. По результатам опытов этой 
серии выбирают опыт, в котором параметр оказался имеющим 
наименее желательное («худшее») значение. Специальный алго-
ритм (обычно он реализуется на ЭВМ) позволяет вместо этого 
опыта рассчитать условия проведения нового опыта, резко отли-
чающиеся от условий «худшего» опыта. Такой опыт проводится 
реально, в нем определяют значение параметра. Теперь снова 
сравнивают совокупность значений параметра в (k + 1) опытах, 
только вместо отброшенного результата в рассматриваемую со-
вокупность данных включают результат нового опыта. Находят 
худшее значение в новой совокупности, отбрасывают его и рас-
считывают координаты следующего опыта. И так далее, вплоть 
до достижения оптимума. Для двухфакторных экспериментов 
(k = 2) эту процедуру можно наглядно изобразить кантованием 
равностороннего треугольника по некоторой поверхности откли-
ка. Этот треугольник постепенно поднимается все выше и выше, 
пока наконец не достигает максимального значения Y (рис. 17). 
Для трехфакторного эксперимента ту же процедуру можно срав-
нить с кантованием некоторого тетраэдра по неровной поверхно-
сти. Треугольник и тетраэдр являются симплексами разного по-
рядка (для k = 2 и k = 3 соответственно).  
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Рис. 17. Движение к оптимуму в двухфакторном эксперименте 
с использованием метода симплексной оптимизации 

Жирным шрифтом указаны порядковые номера опытов. Пункти-
ром показаны линии равных высот, соединяющие точки с одинаковыми 
целочисленными значениями параметра Y (указаны курсивом). Значения 
параметра Y, полученные в каждом опыте: 1 – 31, 2 – 35, 3 – 36, 4 – 43,  
5 – 42, 6 – 46, 7 – 50, 8 – 52, 9 – 61, 10 – 60, 11 – 74, 12 – 70, 13 – 78,  
14 – 73. Дальнейшее кантование симплекса не привело к значениям 
Y > 78. Условия опыта 13 приняты в качестве оптимальных условий 
проведения исследуемого процесса.  

 
Если после проведения нового опыта значение параметра 

окажется хуже, чем ранее отброшенное, результаты этого опыта 
более не учитывают, а возвращаются к предыдущей совокупности 
данных. Координаты следующего опыта рассчитывают заново, 
подбирая их симметрично другому опыту (не самому худшему в 
этой совокупности. Это можно образно передать как попытку 
кантования симплекса в иную сторону. Если же любой новый 
опыт, любое кантование симплекса приводит к ухудшению пара-
метра, считают, что достигнут оптимум. Другим возможным ис-
ходом может быть выход координат очередного опыта за пределы 
области допустимых значений какого-либо фактора. Симплекс-
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планы многофакторных экспериментов и алгоритмы кантования 
симплексов разного порядка описаны в литературе (например, в 
книге [24]). Разумеется, симплекс-планы имеют свои недостатки 
(с их помощью нельзя судить о взаимосвязи и относительной зна-
чимости разных факторов. Однако достоинства этого способа эм-
пирической оптимизации и перспективность его для химических 
исследований несомненны и подтверждены множеством публи-
каций в разных областях химической науки. Например, в работе 
[25] метод симплексной оптимизации был применен для оптими-
зации условий кинетического определения микрограммовых ко-
личеств молибдат-ионов. Одновременно меняли значения четы-
рех факторов, оценивали обобщенный параметр оптимизации 
(разность скоростей каталитической и некаталитической реак-
ций). Известную в аналитической химии методику удалось суще-
ственно улучшить после проведения всего 11 опытов: время ана-
лиза сократилось вдвое, а предел обнаружения снизился в 3 раза.  

Симплекс-процедуру применяют не только для определе-
ния условий реальных опытов, но и как чисто расчетный алго-
ритм. В частности, получив в ПФЭ некоторую нелинейную рег-
рессию, исследователь может использовать симплекс-процедуру 
для выхода на такую совокупность значений факторов, которая в 
соответствии с уравнением регрессии приведет к оптимальному 
или некоторому заранее заданному значению Y. Уравнение рег-
рессии в таких случаях называют целевой функцией. Расчетная 
процедура симплексной оптимизации используется во многих 
компьютерных программах.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1  

ПАКЕТЫ ПРИКЛАДНЫХ КОМПЬЮТЕРНЫХ ПРОГРАММ 
ДЛЯ ОБРАБОТКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

 
1.1. Пакет программ «STATIC» 
Пакет разработан в ОмГУ в 1991 г. и довольно широко 

применяется в российских вузах [26]. Программы предназначены 
для статистической обработки экспериментальных данных, в ча-
стности, результатов повторных измерений или анализов. Крити-
ческие значения статистических показателей автоматически вво-
дятся из встроенных баз данных с учетом числа вариант и вы-
бранного уровня значимости. Программы функционируют в среде 
DOS, но могут быть запущены и в среде WINDOWS. Сервис про-
грамм рассчитан на неопытного пользователя, диалог ведется на 
русском языке. Специальные символы и значки не используются. 
Ввод данных – с клавиатуры; файловый ввод исходных данных и 
запись результатов их обработки в виде файлов не предусмотре-
ны. Имеется возможность исправления ошибок с сохранением 
ранее введенных данных, предусмотрен вывод результатов расче-
та на печать. Используются традиционные обозначения перемен-
ных и «классические» алгоритмы обработки данных, предпола-
гающие нормальное распределение вариант генеральной сово-
купности. Основное меню пакета включает несложные расчетные 
программы, предназначенные для решения следующих задач: 

– проверка нормального характера распределения вариант 
(расчет эксцесса и асимметрии выборки). Минимальный объем 
выборки – 5 вариант; 

– статистическая обработка малой выборки ( n ≥ 3). Рас-
считываются выборочные параметры и границы доверительного 
интервала для выбранной доверительной вероятности (по Стью-
денту). Предусмотрено предупреждение пользователя о наличии 
грубых промахов, отбраковка промахов ведется с согласия поль-
зователя. Для выявления промахов при n < 10 применяется  
Q-тест, при n ≥ 10 – метод максимальных отклонений; 
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– сравнение двух выборок по критериям Фишера и Стью-
дента. Пользователь получает сообщение об итогах сравнения 
выборок и сводку данных по обеим выборкам; 

– однофакторный дисперсионный анализ. Сопоставляются k 
выборок, соответствующих разным уровням исследуемого факто-
ра и содержащих по n вариант. Сопоставление выборок разного 
объема невозможно. Сопоставление выборок одинакового объема 
возможно при k от 2 до 11 и n – от 2 до 9. Предусмотрена провер-
ка по Q-тесту на наличие грубых промахов. По указанию пользо-
вателя проводится сопоставление средних значений отдельных 
выборок по критерию Стьюдента; 

– МНК-расчет линейной регрессии (в том числе после пред-
варительной линеаризации исходных данных) и расчет коэффи-
циента линейной корреляции. Отбраковка грубых промахов не 
предусмотрена. Программа позволяет получить графическую ил-
люстрацию в исходных или модифицированных координатах. 
Возможен расчет результата анализа по найденному уравнению 
регрессии или с применением метода добавок. Допускается ввод 
добавочных данных и другие вспомогательные операции. 

Освоение алгоритмов статистической обработки данных 
удобно начинать именно с ознакомления с возможностями этого 
пакета.  

  
1.2. Пакет программ «STATIC-2» 
Пакет разработан в ОмГУ в 1999 г. По своему назначению и 

возможностям русскоязычные программы этого пакета аналогич-
ны программам пакета «STATIC». Отличия следующие: 1) про-
граммы функционируют в операционной среде WINDOWS (неза-
висимо от версии); 2) предусмотрена возможность ввода данных 
в виде файлов и запись результатов обработки данных в файл; 
3) прямой диалог с пользователем заменен широким использова-
нием значков и символов; 4) существенно улучшена графика; 
5) расширены встроенные базы данных с критическими значе-
ниями статистических показателей; 6) имеется встроенный каль-
кулятор; 7) по запросу пользователя производится разъяснение 
используемых в программах терминов и операций.  
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1.3. Программа «Plan» 
Программа разработана в ОмГУ в 1994 г. и предназначена 

для планирования и обработки результатов полного факторного 
эксперимента вида 2k (k = 2–5). Программа функционирует в среде 
DOS, но может быть запущена и в среде WINDOWS. Диалог с 
пользователем ведется на русском языке. Программа предоставля-
ет стандартный набор сервисных процедур, в частности: контроль 
ввода данных с клавиатуры; возможность просмотра и редактиро-
вания введенных данных; контроль пригодности и достаточности 
введенных данных для проведения расчетов; возможность сохра-
нения данных (исходных и результатов расчета) на диске. 

Программа «Plan» предусматривает:  
– построение плана полного факторного эксперимента, т. е. 

выдачу натуральных значений всех факторов для каждого опыта 
и порядок их проведения (с рандомизацией или без нее). Значения 
координат центра плана и интервалов варьирования вводятся 
пользователем; 

– расчет математической модели, т. е. расчет коэффициен-
тов регрессии по методу МНК и проверку их значимости; 

– проверку адекватности регрессии с учетом воспроизводи-
мости опытов; 

– поиск оптимальных условий проведения исследуемого 
процесса по методу крутого восхождения (на основании ранее 
полученного уравнения регрессии). 

Основное меню программы включает следующие пункты: 
Факторное пространство. Ввод значения центра плана, 

интервалов варьирования и погрешностей каждого фактора. 
План эксперимента. Рассчитывается план проведения всех 

опытов, причем координаты опытов даются в натуральных пере-
менных, а по отдельному запросу – и в кодированной форме. По 
указанию пользователя ведется рандомизация. 

Загрузка с диска. Запись на диск. 
Ввод с клавиатуры. Просмотр. Редактирование. Здесь ис-

пользуется дополнительное меню. Пользователь должен ввести 
значения параметра, полученные в каждом опыте. Возможен ввод 
нескольких значений Y, полученных при дублировании опыта. Ав-
томатически рассчитываются дисперсии Y по всем опытам, кроме 
тех, где значения Y не дублировались. Значения дисперсий демон-
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стрируются после перехода к строке Анализ результатов. По ука-
занию пользователя выполняется проверка однородности диспер-
сий по Бартлету, табличные значения этого критерия имеются во 
встроенной базе данных. После перехода к строке Построение мо-
дели. Просмотр пользователь получает оценки всех коэффициен-
тов полной регрессии, которые автоматически рассчитываются по 
известным формулам. Оценивается значимость коэффициентов 
регрессии, по желанию пользователя исключаются незначимые 
слагаемые. Переход к строке Качество. Адекватность приводит к 
подстановке значений факторов в математическую модель, расчету 
значений Yрасч для всех опытов. Эти значения сопоставляются с 
Yэксп, рассчитываются относительные ошибки и проверяется адек-
ватность модели, как описано в главе 9. 

Расчет по модели. Если коэффициенты регрессии рассчи-
таны или введены дополнительно (строка Ввод с клавиатуры), 
компьютер может рассчитать значение Y для любой совокупно-
сти значений факторов. Обратная процедура не предусмотрена. 

Оптимизация. Здесь используется дополнительное меню. 
Выбрав пункт Область, пользователь должен указать нижнюю и 
верхнюю границы области допустимых значений по каждому 
фактору. Не путать с нижним и верхним уровнями факторов в ис-
ходном ПФЭ! В пункте Отклик пользователь задает нижний и 
верхний предел возможных значений параметра. Далее (пункт 
Цель) следует указать направление оптимизации, т. е. добиваться 
ли максимального или минимального значения отклика. Отдельно 
указывается, какой фактор пользователь считает базовым, т. е. 
наиболее важным в ходе оптимизации. В пункте Старт следует 
указать точку начала оптимизации (задать значения факторов в 
соответствующем опыте). По умолчанию движение по градиенту 
начинается с центра плана. После выбора в меню пункта Расчет 
определяются значения факторов для точек, лежащих на градиен-
те. Расчет движения по градиенту для модели без взаимного 
влияния факторов идет с использованием традиционных формул, 
как описано в разделе 10.3. Если же полученная в ПФЭ или вве-
денная пользователем модель включает слагаемые, учитывающие 
взаимное влияние факторов, то при расчете вводится поправка, 
учитывающая изменение частных производных параметра 
по факторам при движении по градиенту (используются значения 
частных производных в каждой точке). 
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Величина шага по одному из факторов (базовому) задается 
пользователем, шаг по остальным факторам рассчитывается ав-
томатически на основании модели. Пользователь получает табли-
цу с указанием координат всех опытов, проводимых в ходе мыс-
ленного эксперимента. Координаты опытов указываются в нату-
ральных переменных, для каждого опыта указываются рассчи-
танные значения отклика. Одновременно рассчитываются все ша-
ги, причем мысленное движение по градиенту продолжается до 
тех пор, пока итерационная процедура не приводит к выходу за 
допустимые пределы по одному из факторов. Сопоставление с 
экспериментом при движении по градиенту в данной программе 
не предусмотрено. 

  

1.4. Пакет «STATISTICA» 
Пакет «Statistica» производится фирмой StatSoft Inc. (США). 

В настоящее время широко доступны англоязычные версии 5.0 и 
6.0 для среды Windows. Русскоязычные версии 5.5 и 6.0 поставля-
ются компанией StatSoft Россия. Вместе с этими версиями пользо-
вателям предоставляется документация на русском языке.  

Пакет «Statistica» является одним из самых мощных пакетов 
статистического анализа и обработки данных. Пользователями 
пакета являются крупнейшие университеты, исследовательские 
центры, компании, банки, государственные учреждения. В ОмГУ 
пакет применяется в учебных целях, начиная с 2001 г.  

Статистический анализ данных в пакете «Statistica» преду-
сматривает следующие основные этапы: 

– ввод данных в электронную таблицу (возможно импорти-
рование данных из других приложений Windows); 

– предварительное преобразование данных перед их де-
тальным анализом (ранжирование, формирование вспомогатель-
ных выборок и т. д.); 

– визуализация данных при помощи графиков различных 
типов (двумерная и трехмерная графика, различные диаграммы, 
гистограммы, изображение в цвете, работа с «кистью» и т. п.); 

– применение конкретных процедур статистической обра-
ботки данных, включающих в себя богатый арсенал различных 
методов; 

– вывод результатов анализа в виде графиков и электрон-
ных таблиц с числовой и текстовой информацией; 
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– подготовка и при необходимости печать отчета о проде-
ланной работе; 

– автоматизация рутинных процессов обработки данных при 
помощи встроенных и разрабатываемых пользователем команд.  

Основное меню пакета включает в себя несколько модулей, 
реализующих различные методы статистической обработки дан-
ных. В любом конкретном модуле можно выполнить определен-
ный способ статистической обработки, не обращаясь при этом к 
процедурам из других модулей. Каждый модуль является полно-
ценным Windows приложением. Поэтому пользователь имеет воз-
можность одновременной работы как с одним, так и с несколькими 
модулями. Это особенно удобно при обработке нескольких выбо-
рок, а также при проведении углубленного анализа данных.  

Возможность импортирования данных позволяет выполнять 
статистическую обработку данных, сформированных с помощью 
других Windows приложений. Так, данные из электронной табли-
цы Excel легко переносятся в соответствующую таблицу пакета 
«Statistica». Пользователю доступна и обратная операция, т. е. пе-
ренос данных из электронных таблиц этого пакета в соответст-
вующие таблицы Excel. Мощные графические средства пакета 
доступны в любом статистическом модуле как на предваритель-
ном этапе работы, так и при формировании отчета по всей работе 
в целом. Пользователь имеет возможность генерации данных с 
помощью датчика псевдослучайных чисел, встроенных функций 
распределения и обратных к ним функций. Генерация данных ос-
новывается на методе Монте-Карло.  

Процедуры пакета «Statistica» сгруппированы в нескольких 
специализированных статистических модулях. Перечислим неко-
торые из них. 

1. Модуль «Вероятностный калькулятор – Probability Cal-
culator». 

Этот модуль является вспомогательным. Он может быть 
использован для подсчета различных вероятностей при заданных 
функциях распределения. Кроме того, он выполняет роль элек-
тронного справочника, содержащего критические значения λкрит 
при заданном уровне значимости α. Если при обработке данных 
используется конкретный критерий, то для нахождения λкрит 
не обязательно прибегать к таблицам, приведенным в учебных 
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пособиях и монографиях. Искомое значение λкрит для наиболее 
распространенных распределений легко получить в этом модуле.  

2. Модуль «Основные статистики и таблицы – Basic Statis-
tics/Tables». 

Этот модуль включает в себя следующие группы статисти-
ческих процедур: описательные статистики, включая коэффици-
енты асимметрии и эксцесса, различные группировки, корреля-
ции, t-критерий Стьюдента и другие критерии для проверки нуль-
гипотез. 

3. Модуль «Непараметрическая статистика и подгонка 
распределений – Nonparametrics/Distributions». 

Модуль посвящен проверке нуль-гипотез о характере рас-
пределения генеральных совокупностей, из которых извлечены 
изучаемые данные. Статистические процедуры модуля дают воз-
можность пользователю легко сравнить распределение изучаемых 
величин с большим количеством различных теоретических рас-
пределений. Здесь можно проверить нуль-гипотезу относительно 
нормального распределения генеральной совокупности, опираясь 
на критерий χ2 – Пирсона. Работа модуля сопровождается различ-
ными графиками и гистограммами, которые дают наглядное 
представление о законах распределения. В модуле также реализо-
ваны непараметрические критерии обработки данных, в частно-
сти, критерий знаков, критерий Краскела – Уоллиса, ранговая 
корреляция по Спирмену и др. 

4. Модуль «Дисперсионный анализ – ANOVA/MANOVA».  
Модуль связан с решением задач однофакторного 

(ANOVA) и многофакторного (MANOVA) дисперсионного ана-
лиза. В модуле представлен широкий набор статистических про-
цедур для проверки основных предположений дисперсионного 
анализа (критерии Бартлета, Кохрена и др.).  

5. Модуль «Множественная регрессия – Multiple Regression».  
Этот модуль включает в себя исчерпывающий набор средств 

для расчета множественной линейной и фиксированной нелиней-
ной регрессии (полиномиальной, экспоненциальной, логарифмиче-
ской и др.). В процессе работы пользователь может получить ин-
формацию об изучаемых величинах и их взаимосвязях: полная рег-
рессионная таблица, остаточная сумма квадратов, сумма квадратов, 
обусловленная регрессией, статистика Фишера, t–статистика 
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Стьюдента для проверки нуль-гипотез относительно значимости 
коэффициентов регрессии и пр. В процессе работы модуля форми-
руется выборка остатков (невязок), анализ которой позволяет про-
вести обоснование выбранного уравнения регрессии.  

6. Модуль «Нелинейное оценивание – Nonlinear Estimation». 
Модуль дает возможность построения нелинейных зависи-

мостей между величинами в виде функций, которые задает сам 
пользователь. Уравнение кривой, используемой для построения 
зависимости, записывается пользователем в редакторе формул. В 
редакторе предусмотрено разделение имен переменных и наиме-
нований параметров, входящих в уравнение. Например, теорети-
ческая зависимость  

Y = C0*SQRT((X – E0)**3) + C1*SIN((X – E1)**2), 
заданная пользователем, содержит независимую переменную X, 
зависимую переменную Y и набор неизвестных параметров C0, 
E0, C1, E1, которые следует оценить по результатам измерений. 
Нахождение оценок параметров осуществляется с помощью ре-
шения задачи на экстремум заданной пользователем целевой 
функции. Такая функция, в частности, может представлять собой 
сумму квадратов отклонений измеренных величин от их теорети-
ческих значений, что соответствует методу наименьших квадра-
тов. Целевая функция может содержать различные веса, либо вы-
бираться как сумма модулей отклонений измеренных величин от 
их теоретических значений и т. д. Минимизация целевой функции 
осуществляется с помощью специальных вычислительных проце-
дур, опирающихся на квази-ньютоновский метод, симплекс-
метод, метод Хука-Дживса и метод Розенброка. Пользователь 
имеет возможность выбирать вычислительную процедуру и зада-
вать ее стартовые параметры.  

Пакет «Statistica» содержит также и другие статистические 
модули. К ним относятся: канонические корреляции, факторный 
анализ, дискриминантный анализ, кластерный анализ, многомер-
ное шкалирование, анализ надежности, анализ временных рядов и 
прогнозирование. Пакет также содержит модули, связанные с 
различными промышленными приложениями.  

Подробное описание работы с пакетом «Statistica» приведе-
но в руководствах [27–29]. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2  

ПОДГОТОВКА НАУЧНЫХ ПУБЛИКАЦИЙ 
(выдержки из статьи акад. Ю.А. Золотова,  

опубликованной в «Журнале аналитической химии». 
1977. Т. 37. № 1. С. 170–178) 

 
Научные статьи – основная форма представления результа-

тов фундаментальных и часто прикладных исследований. Основ-
ная, но, конечно не единственная – есть отчеты для узкого круга 
читателей, доклады, монографии, диссертации, заявки на изобре-
тения. Результатом научной работы может быть новый прибор, 
внедренный процесс, метод, материал. Подчас все это важнее ста-
тей по тому же вопросу, однако значение журнальных публика-
ций все равно очень велико. 

Практически любой научный сотрудник пишет статьи, и он 
должен уметь это делать. Методике научной работы, в том числе 
подготовке публикаций, учат мало, начинающие сотрудники ис-
пытывают в этом деле естественные трудности. Есть категория 
научных сотрудников, вообще не любящих писать, взирающих на 
подготовку очередного манускрипта как на тяжкое испытание. 
Пишут они обычно натужно, медленно, без блеска. Распростра-
нен и другой персонаж, особенно среди тех, кто делает первые 
шаги в науке. Его одолевает «влечение, род недуга», он мечтает о 
публикации, еще толком не начав работы, а писать статью начи-
нает после того, как получил первые пять экспериментальных то-
чек. Крайности, однако, как всегда, нежелательны.  

Статьи иногда путают с отчетами. Отчет о проведенной ра-
боте включает описание того, что делалось, что получилось. Од-
нако далеко не все, что делалось, привело к существенным науч-
ным результатам, которые важны и интересны для достаточно 
широкого круга специалистов. Интересное и важное для нас мо-
жет быть ненужным для других. Здесь должны быть проявлены 
объективность, здравый смысл, эрудиция и скромность научного 
сотрудника. Но вот накоплен обширный и ценный материал, фак-
ты проверены, а наиболее важные проверены не раз. Цифровые 
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данные обработаны, обобщены. Найдено разумное истолкование 
фактов и закономерностей. Еще раз сопоставив свои данные и 
оформившиеся выводы с тем, что есть в литературе, приходим к 
выводу, что налицо заметный шаг вперед. У нас либо совокуп-
ность свежих и любопытных фактов, либо новая закономерность, 
либо теория, строгое доказательство чужой гипотезы, новый ме-
тодический прием, либо все это вместе. Надо писать статью, и мы 
приступаем к работе. Статья не самоцель; это не более чем сред-
ство информации о результатах научной работы. 

Название статьи. Выбрав журнал, мы должны дать назва-
ние готовящейся работе. Можно озаглавить статью и потом, когда 
она будет написана, но лучше это сделать вначале. Тогда и мате-
риал будет подаваться под определенным, заранее установленным 
ракурсом. В эпоху информационного взрыва информативная цен-
ность названия статьи повысилась. В заглавие должны входить 
ключевые слова, отражающие главные для статьи понятия. Оно 
должно по возможности полно, точно и достаточно лаконично 
выразить предмет работы. Не очень хорошо называть статью, 
скажем, так: «Способ определения циркония». Лучше писать кон-
кретно, но недлинно, например: «Фотометрическое определение 
циркония с ксиленоловым оранжевым». В последнем заголовке 
каждое слово несет смысловую нагрузку, а вместе они почти ис-
черпывающе определяют предмет публикации. 

План статьи и ее основной текст. Типовой план статьи 
включает следующие разделы: 

1) Введение. 
2) Экспериментальная часть. 
3) Полученные результаты. 
4) Обсуждение результатов. 
5) Выводы. 
6) Литература. 
Теоретические статьи и обзоры пишут, конечно, по-

другому, да и вообще схема статьи зависит от ее предмета. На-
пример, план публикации, посвященной разработке новой мето-
дики, должен включать раздел, где эта методика (пропись) будет 
изложена (очевидно, после «Обсуждения результатов»).  

Во введении дадим краткую характеристику значения и со-
стояния вопроса, определим цель работы. Хорошо написать введе-
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ние – нелегкая задача. Информация, которую здесь нужно дать, 
должна быть краткой, но емкой, изложенной четко. Важно пра-
вильно процитировать наших предшественников, не стараясь при-
низить их роль небрежным упоминанием вскользь. Формулируя 
задачу статьи, точнее работы, результаты которой приводятся, 
не нужно, видимо, повторять того, что будет написано в выводах. 

Экспериментальная часть посвящается описанию того, как 
мы работали: какие использовали реактивы, приборы, как очища-
ли препараты и готовили растворы, какова была методика иссле-
дования. Следующий раздел – основной в статье; здесь мы изла-
гаем полученные результаты. Факты, по возможности только 
факты. Приводятся не все полученные результаты, а только ос-
новные. Излагаются они прежде всего словами, но нам хорошо 
известны и другие средства – рисунки, таблицы. Нужно рацио-
нально использовать их, но главным образом в тех случаях, когда 
словами изложить нужные сведения невозможно или это получа-
ется слишком длинно. Один и тот же материал не принято дубли-
ровать на рисунке и в таблице. Неплохо вводить более мелкие 
подразделы с заголовками в подбор, т. е. в основной строке, но со 
шрифтовым выделением. Наличие таких разделов организует ав-
тора и облегчает чтение статьи. 

Те данные, которые целесообразно подвергнуть математи-
ческой обработке, должны быть обработаны, например, свернуты 
в формулу. Часто приводят, скажем, градуировочные графики в 
виде прямой линии на рисунке; во многих случаях компактнее 
выглядит уравнение соответствующей прямой. 

В разделе «Обсуждение результатов» мы анализируем по-
лученные данные, объясняем их, сопоставляем с литературными 
сведениями и оцениваем перспективы дальнейшей работы. К со-
жалению, некоторые авторы недостаточно четко отделяют факты 
от их интерпретации, а свои фактические результаты иногда дают 
вперемешку с литературными, не делая между ними четкого раз-
личия. В отдельных случаях такое перемешивание почти неиз-
бежно, но обычно его следует избегать. 

На что делать упор – на факты или на идейную сторону ра-
боты, зависит от многих факторов, в том числе от чисто субъек-
тивных причин. Большую роль играет просто стиль работы дан-
ного научного сотрудника. Отношение к факту и идее у многих 
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различное. Сопоставим, например, мнения В.Г. Белинского и 
В.И. Вернадского. Белинский: «В науке должно искать идеи. Нет 
идеи, нет и науки. Знание фактов только потому и драгоценно, 
что в фактах скрываются идеи: факты без идей – сор для головы и 
памяти». Вернадский: «Точно, научно установленный факт по 
существу всегда дает больше, чем основанная на нем, его объяс-
няющая теория. Он верен и для будущей теории и в исторической 
смене теорий он остается неизменным». 

Терминология. Язык статьи. Каждый автор должен стре-
миться к использованию современной научной терминологии и 
системы обозначений. Химическую терминологию разрабатывает 
Международный союз теоретической и прикладной химии, одна-
ко эти публикации не охватывают всех аспектов. Во многих слу-
чаях приходится при первом упоминании термина или обозначе-
ния указывать, что под ним подразумевается. 

Установилась традиция писать научные работы языком 
нейтральным, лишенным эмоций и образности, с преобладанием 
безличных оборотов, пассивных конструкций. Вероятно, это в 
известной мере оправдано. Такой язык призван, очевидно, под-
черкнуть объективность научного знания, оттенить беспристраст-
ность, осторожность и ответственность исследователя. Однако 
даже такой «подсушенный» язык может быть хорошим и плохим. 
Недостатки языка современных научных статей включают мно-
гословие, неумеренное использование вспомогательных глаголов 
(проводили, осуществляли и т. п.) и соответствующих отглаголь-
ных существительных (проведение и т. д.), неумелое использова-
ние пассивных конструкций (например, пишут «раствор титрует-
ся»), неловкое построение длинных фраз, неточное акцентирова-
ние, нанизывание родительных падежей. 

Можно взять кусочек текста и проанализировать его. 
«Нами проведено исследование по изучению процесса оса-

ждения сульфата свинца. Оценка возможности проведения про-
цесса осаждения сульфата свинца показала, что этот процесс 
вполне возможен. Осаждение осуществляется в результате до-
бавления раствора нитрата свинца к раствору серной кислоты. 
Осаждение сульфата свинца происходит быстро, причем на-
блюдается осветление раствора над осадком. Исходя из резуль-
татов этих проведенных опытов, нам представлялось интерес-
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ным провести работу по разработке гравиметрического метода 
определения сульфатов. 

Берут анализируемый раствор и производят его нагревание 
до 60° С, после чего осуществляют постепенное прибавление 
0,1 М раствора нитрата свинца. После фильтрования произво-
дят прокаливание и взвешивание осадка. Метод является очень 
точным». 

Здесь множество языковых небрежностей и ошибок. В пер-
вом абзаце «исследование по изучению» – это масло масляное, дос-
таточно либо «исследования», либо «изучения». «Нами проведено 
исследование» – не ошибка, но проще сказать «мы исследовали», 
без лишней пассивной конструкции. Слово «процесса» не нужно, 
можно написать просто «осаждение». Весь первый абзац лучше 
выглядел так: «Мы исследовали осаждение сульфата свинца». 

Во втором абзаце многословие; мы уже знаем, об осажде-
нии какого соединения идет речь, поэтому повторять «сульфата 
свинца» не нужно. Опять необязательное слово «процесс». Здесь 
мы имеем пример нанизывания родительных падежей: «Оценка 
(чего?) возможности (чего?) проведения (чего?) процесса (чего?) 
осаждения (чего?) сульфата (чего?) свинца». В следующем абзаце 
неудачные, тяжелые фразы. Целесообразнее избегать выражения 
типа «осаждение осуществляется», «осаждение происходит», 
«наблюдается осветление». В четвертом абзаце есть некор-
ректность, связанная с деепричастным оборотом; этот оборот 
плохо сочетается с безличным предложением. Здесь же «работа 
по разработке» – все равно что «исследование по изучению». Гла-
гол «является» часто не украшает фразы. 

Теперь мы можем отредактировать наш отрывок. Вот что 
получается. 

«Мы исследовали осаждение сульфата свинца. Предвари-
тельная проверка показала, что осаждение вполне возможно. 
При добавлении раствора нитрата свинца к раствору серной ки-
слоты осадок выпадает быстро, причем раствор над осадком 
светлеет. Результаты этих опытов мы использовали для разра-
ботки гравиметрического метода определения сульфатов. 
К анализируемому раствору, нагретому до 60 °С, прибавляли по-
степенно 0,1 М раствор нитрата свинца. Осадок фильтровали, 
прокаливали и взвешивали. Метод очень точен». 
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Текст сокращен почти вдвое, ни одной мысли не утеряно, 
более того, материал лучше воспринимается.  

Рисунки. Один из самых удобных способов представления 
информации – рисунок. Однако в статье не должно быть слишком 
много рисунков, обычно журналы ограничивают их число. 

  
  

 
Рис. 1. Неправильно подготовленный 

рисунок 
Рис. 2. Правильно подготов-

ленный рисунок 
 
Рассмотрим рис. 1. Он сделан неправильно. Кривые зани-

мают на нем немного места, значительная часть площади «не ра-
ботает». Сами кривые принято обозначать арабскими цифрами, а 
не римскими, причем позиции нумеруют обычно по часовой 
стрелке. По оси ординат не следовало писать громоздких чисел: 
80 000, 60 000 и т. д., лучше использовать более компактную 
форму: 8·104 и т. п. В числах по оси абсцисс лишние нули: 
не проще ли написать 0; 1; 2 и т. д.? Обозначение кривых дано 
прямо на рисунке; обычно издательства требуют переносить это в 
подпись. Величина I на оси ординат дана справа от оси, а нужно 
слева. Есть и другие неточности. Если мы учтем все сделанные 
замечания, получим рис. 2, который удовлетворяет всем требова-
ниям. 

Таблицы. Редкая статья обходится без таблиц. Помещать в 
них следует по возможности обобщенные, итоговые данные, а не 
результаты первичных измерений, которым место в лабораторном 
журнале. Желательно приводить в таблицах только самые необ-
ходимые величины. 

Головка таблицы не должна походить на небоскреб, два-три 
этажа – ее предел. Обычно излишней бывает графа «Номер по 
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порядку»; Если исходная величина повторяется во всех строках 
таблицы, соответствующую графу устраняют, а нужные сведения 
дают в заголовке таблицы или в тексте. Не следует приводить в 
таблицах структурные формулы. Таблица должна иметь заголо-
вок, даже если о ней много говорится в тексте. Заголовку предше-
ствует слово «Таблица» с соответствующим номером (арабские 
цифры); знак № не ставится. Если в статье одна таблица, слово 
«таблица» вообще не пишут, а в тексте его приводят полностью. 
Если же таблица имеет номер, в тексте пишут сокращенно: 
табл. 2. Желательно, чтобы таблицы были компактными, не вытя-
нутыми по горизонтали или по вертикали.  

Вот пример не вполне удачно составленной таблицы. 
 

Таблица IV 
Растворимость 

реагента комплекса  
с ионами Сu2+ № 

п/п Реагент Формула реагента 

в воде в 
СHСl3 

в воде в 
СHСl3 

1 Дитизон 
 NH – NH – C6H5  

 S = C  
 N = N – C6H5  

 

0,01 М 0,2 М 0,01 М 0,2 М 

2 Оксихино-
лин 

N
OH  

0,1 М 0,3 М 0,01 М 2 М 

 
Видимо, не нужна первая графа – номера по порядку. Едва 

ли следовало вводить в таблицу структурные формулы химиче-
ских соединений. Головка таблицы сложновата. В последних че-
тырех графах после чисел везде указана молярность – ее нужно 
указать один раз в названии таблицы. По-разному обозначены 
химические соединения, в головке: вода – словом, хлороформ – 
формулой. Отсутствует заголовок таблицы, ее номер дан римски-
ми цифрами. Таблицу эту мы легко можем отредактировать. 
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Таблица 4 
Растворимость (S, моль/л) реагентов (НА) и их комплексов  

с медью (CuA2) 
HAS  2CuAS  

 Реагент 
в H2 O в CHCl3 в H2 O в CHCl3 

Дитизон  
Оксихинолин 

0,01 
0,1 

0,2 
0,3 

0,02 
0,01 

1,0 
2,0 

 
Иногда, чтобы представить 4–5 чисел, строят сложную таб-

лицу, а между тем об этих величинах проще сказать прямо в тексте.  
Выводы. В большинстве статей полагаются выводы или 

аннотации. Аннотацию дают перед основным текстом, выводы — 
после него. Выводы даются с заголовком, аннотацию обычно без 
заголовка, ее отделяют от основного текста отбивкой, т. е. не-
большим пропуском. В одних журналах приняты аннотации, в 
других – выводы. В выводах должны быть кратко и четко сфор-
мулированы основные результаты работы, по возможности кон-
кретно, иногда с цифрами. Такие выводы несколько приближают-
ся к реферату. Если мы определили константу устойчивости, не 
стоит писать «определена константа устойчивости», резоннее ска-
зать «константа устойчивости равна» и дать численное значение. 
Не нужны слова типа «В результате проведенного исследования 
установлено, что...», или «Показано, что...». Сокращения назва-
ний в выводах нежелательны. В большинстве случаев нет смысла 
ставить номера абзацев. Более того, иногда делить выводы на аб-
зацы вообще нет нужды. Краткость в научной работе ценится 
очень высоко. 

Ссылки на литературу. Почти в каждой статье есть ссыл-
ки на литературу. У научных работников различных специально-
стей сложились свои традиции оформления библиографии. Био-
логи и медики часто располагают литературные источники по ал-
фавиту с указанием полного названия цитируемой статьи, а в тек-
сте указывают фамилию автора этой статьи и в скобках – год 
опубликования. У химиков более лаконичная система: ссылки 
даются в порядке упоминания их в тексте, названия статей не 
приводятся. Даются только названия книг и диссертаций. При ци-
тировании книги в большинстве случаев следует указывать нуж-
ные страницы. 
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В тексте статьи ссылку на литературный источник дают в 
разных журналах по-разному. Часто дают номер ссылки в квад-
ратных скобках на основной строке. Начинающие научные ра-
ботники иногда поддаются искушению «показать ученость свою» 
и в короткой статье дают по 30–40 ссылок. Как правило, в таком 
массированном цитировании нет необходимости. Целесообразно 
указывать работы, непосредственно относящиеся к теме статьи, а 
также обзоры и монографии, если они имеются. Совершенно обя-
зательны ссылки на работы, которые являются прямыми предше-
ственниками нашего исследования. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ 
 
А. Критические значения коэффициента асимметрии 

n α = 0,05 α = 0,01 
25 0,71 1,06 
30 0,66 0,98 
35 0,62 0,92 
40 0,59 0,87 
45 0,56 0,82 
50 0,53 0,79 
100 0,39 0,57 

(по данным [17, с. 284]) 
 
B. Критические значения коэффициента эксцесса 

n α = 0,10 α = 0,05 α=0,01 
11 0,89 0,91 0,94 
16 0,87 0,89 0,91 
21 0,86 0,88 0,90 
31 0,85 0,86 0,88 
41 0,84 0,85 0,87 
51 0,84 0,85 0,86 

101 0,83 0,83 0,85 
(по данным [17, с. 285]) 

 
Проверка нормальности распределения по критериям асим-

метрии и эксцесса при малых n ненадежна! 
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С. Критические значения χ2 – критерия Пирсона  
в зависимости от уровня значимости (α) и числа 
степеней свободы (df) 

df α = 0,99 α = 0,95 α = 0,90 α = 0,50 α = 0,10 α = 0,05 α = 0,01 

2 0,02 0,10 0,21 1,39 4,60 5,99 9,21 

3 0,11 0,35 0,58 2,37 6,25 7,82 11,34 

4 0,30 0,71 1,06 3,36 7,78 9,49 13,28 

5 0,55 1,14 1,61 4,35 9,24 11,07 15,09 

6 0,87 1,64 2,20 5,35 10,64 12,59 16,81 

7 1,24 2,17 2,83 6,35 12,02 14,07 18,48 

8 1,65 2,73 3,49 7,34 13,36 15,51 20,09 

9 2,09 3,32 4,17 8,34 14,68, 16,92 21,67 

10 2,56 3,94 4,86 9,34 15,99 18,31 23,21 

15 5,23 7,26 8,55 14,34 22,31 25,00 30,58 

20 8,26 10,85 12,44 19,34 28,41 31,41 37,57 

50 29,71 34,76 37,69 49,33 63,17 67,50 76,15 

(по данным [11, с. 525–526])  
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D. Значения функции Лапласа  
 

По данным [13, с. 164] даны значения функции Ф(U), ха-
рактеризующие вероятность попадания случайной величины в 
интервал (0, U) при ее нормальном распределении. Геометриче-
ски функция Лапласа соответствует доле площади под кривой 
нормированного нормального распределения, ограниченной абс-
циссами (0, U). Величина Ф(U) вычисляется как определенный 
интеграл: 

 Ф(U) = ∫
−

⋅
U

0

2
u

du
2
1

2

e
π

. 

U Ф(U) U Ф(U) U Ф(U) 
0,01 0,0040  0,90 0,3159 1,90 0,4713 
0,03 0,0120 0,95  0,3289 1,95 0,4744 
0,05 0,0199 1,00 0,3413 2,00 0,4772 
0,07 0,0279 1,05 0,3531 2,10 0,4821 
0,10 0,0398 1,10 0,3643 2,20 0,4861 
0,15 0,0596 1,15 0,3749 3,30 0,4893 
0,20 0,0793 1,20 0,3849 2,40 0,4918 
0,25 0,0987 1,25 0,3944 2,50 0,4938 
0,30 0,1179 1,40 0,4032 2,60 0,4953 
0,35 0,1368 1,35 0,4115 2,70 0,4965 
0,40 0,1554 1,40 0,4192 2,80 0,4974 
0,45 0,1736 1,45 0,4265 2,90 0,4981 
0,50 0,1915 1,50 0,4332 3,00 0,49865 
0,55 0,2088 1,55 0,4394 3,20 0,49931 
0,60 0,2257 1,60 0,4452 3,40 0,49966 
0,65 0,2422 1,65 0,4505 3,60 0,49984 
0,70 0,2580 1,70 0,4554  3,80 0,499928 
0,75 0,2734 1,75 0,4599  4,00 0,499968 
0,80 0,2881 1,80 0,4641 5,00 0,499997 
0,85 0,3023 1,85 0,4678   
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E. Критические значения коэффициента Стьюдента  
  

Приведены значения аргумента функции Ф(t, df) для разно-
го числа степеней свободы df и некоторых значений уровня зна-
чимости α = 1 – P, где P соответствует вероятности попадания 
случайной величины t в интервал (0, t) для распределения Стью-
дента при заданном числе степеней свободы. Геометрически 
функция Ф (t, df) соответствует доле площади под кривой Стью-
дента, ограниченной абсциссами (0, t). 

 
df α = 0,10 

P = 0,90 
α = 0,05 
P = 0,95 

α = 0,01 
P = 0,99 

1 6,31 12,7 63,6 
2 2,92 4,30 9,93 
3 2,35 3,18 5,84 
4 2,13 2,78 4,60 
5 2,02 2,57 4,03 
6 1,94 2,45 3,71 
7 1,90 2,37 3,50 
8 1,86 2,31 3,36 
9 1,83 2,26 3,25 

10 1,81 2,23 3,17 
15 1,75 2,13 2,95 
20 1,73 2,09 2,85 
25 1,71 2,06 2,79 
30 1,70 2,04 2,75 
∞ 1,65 1,96 2,58 

(по данным [13, c. 165]) 
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F. Критические значения Q-теста для разных 

уровней значимости α 
n α = 0,10 α = 0,05 α = 0,01 
3 0,94 0,98 0,99 
4 0,76 0,85 0,93 
5 0,64 0,73 0,82 
6 0,56 0,64 0,74 
7 0,51 0,59 0,68 
8 0,47 0,54 0,63 
9 0,44 0,51 0,60 
10 0,41 0,48 0,57 

(по данным [30, c. 38])  
 
Использование этого параметрического критерия описано в 

разделе 6.4.1. Если выборка включает от 3 до 7 вариант, исполь-
зуются формулы: 

 Q = 
1

1
XX

XX

n

nn
−

− −  или Q = 
1

12
XX
XX

n −
− . 

В случае выборки, включающей 8 и более вариант, исполь-
зуются несколько иные формулы 

 Q = 
2

1
XX

XX

n

nn
−

− −  или Q = 
11

12
XX

XX

n −
−

−
. 

В обоих случаях первая формула используется для провер-
ки наибольшей варианты Хn, а вторая – для наименьшей варианты 
Х1. При n > 10 лучше использовать метод максимального откло-
нения. Приведенные в таблице значения Q-теста предназначены 
для одновременной отбраковки и слишком больших, и слишком 
маленьких вариант (двусторонний критерий). В литературе при-
водятся и другие табличные значения Q-теста (например, в [11]), 
но в этом случае он должен использоваться как односторонний 
критерий, например, при проверке вариант, выскакивающих 
только в сторону больших значений.  
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G. Критические значения максимального 

относительного отклонения τкрит  
n α = 0,10 α = 0,05 α = 0,01 
3 1,41 1,41 1,41 
4 1,65 1,69 1,72 
5 1,79 1,87 1,96 
6 1,89 2,00 2,13 
7 1,97 2,09 2,27 
8 2,04 2,17 2,37 
9 2,10 2,24 2,46 

10 2,15 2,29 2,54 
15 2,33 2,49 2,80 
20 2,45 2,62 2,96 
25 2,54 2,72 3,07 

(по данным [8, c. 164] ) 
 
Результат измерения считают грубым промахом, если вы-

численная величина 

 τэксп = 
S

XX −
  

превышает критическое значение τ для выбранного уровня зна-
чимости α с учетом объема выборки n. Величину S следует рас-
считывать с учетом сомнительной варианты. Критерий применя-
ют для обработки нормально распределенных данных. В литера-
туре иногда рекомендуют вычислять не обычное, а «исправлен-
ное» значение τ: 

 τэксп = 

n
nS

XX

1−⋅

−
 

и сопоставлять его с вышеприведенными критическими значе-
ниями. 
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H. Критические значения критерия Фишера 
 
а) Для уровня значимости 0,05 

df2 / df1 1 2 3 4 5 6 10 16 24 ∞ 
1 161 200 216  225  230 234 242 246 249 254 
2 18,5 19,0 19,2  19,3 19,3 19,3 19,4 19,4 19,4 9,5 
3 10,1 9,6 9,3 9,1 9,0 8,9 8,8 8,7 8,6 8,5 
4 7,7 6,9 6,6 6,4 6,3 6,2 6,0 5,8 5,8 5,6 
5 6,6 5,8 5,4 5,2 5,1 5,0 4,7 4,6 4,5 4,4 
6 6,0  5,1 4,8 4,5 4,4 4,3 4,1 3,9 3,8 3,7 
9 5,1 4,3 3,9 3,6 3,5 3,4 3,1 3,0 2,9 2,7 

14 4,6 3,7 3,3 3,1 3,0 2,9 2,6 2,4 2,3 2,1 
24 4,3 3,4 3,0 2,8 2,6 2,5 2,3 2,1 2,0 1,7 
∞ 3,8 3,0 2,6 2,4 2,2 2,1 1,8 1,6 1,5 1,0 

   
б) Для уровня значимости 0,01 

df2 / df1 1 2 3 4 5 6 10 16 24  ∞ 
1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 6056 6169 6234 6366 
2  98,5 99,0 99,2 99,3 99,3 99,3 99,4 99,4 99,5 99,5 
3 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,2 26,8 26,6 26,1 
4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 14,5 14,1 13,9 13,5 
5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,1 9,7 9,5 9,0 
6 13,7 10,9 9,8 9,2 8,8 8,5 7,9 7,5 7,3 6,9 
9 10,6 8,0 7,0 6,4 6,1 5,8 5,3 4,9 4,7 4,3 

14 8,9 6,5 5,6 5,0 4,7 4,5 3,9 3,6 3,4 3,0 
24 7,8 5,6 4,7 4,2 3,9 3,7 3,2 2,9 2,7 2,2 
∞ 6,6 4,6 3,8 3,3 3,0 2,8 2,2 2,0 1,8 1,0 

 
Приведенные данные соответствуют данным [10, c.246-

249], но округлены до десятых долей. Дисперсии неоднородны, 
если отношение большей из них (первой) к меньшей (второй) 
превышает критическое значение F для выбранного уровня зна-
чимости с учетом числа степеней свободы df1 и df2. 

 
 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



 207 

J. Критические значения критерия Кохрена  
 
а) Уровень значимости 0,05 
Значения критерия для разного числа степеней свободы 

N 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 0,998 0,975 0,940 0,906 0,877 0,853 0,833 0,816 0,801 
3 0,967 0,871 0,798 0,746 0,707 0,677 0,653 0,633 0,617 
4 0,906 0,768 0,684 0,629 0,589 0,560 0,536 0,517 0,502 
5 0,841 0,684 0,598 0,544 0,506 0,478 0,456 0,439 0,424 
6 0,781 0,616 0,532 0,480 0,445 0,418 0,398 0,382 0,368 
7 0,727 0,561 0,480 0,431 0,397 0,373 0,354 0,338 0,326 
10 0,602 0,445 0,373 0,331 0,303 0,282 0,267 0,254 0,244 
15 0,471 0,335 0,276 0,242 0,220 0,203 0,191 0,182 0,174 
20 0,389 0,271 0,221 0,192 0,174 0,160 0,150 0,142 0,136 

 
б) Уровень значимости 0,01 

 Значения критерия для разного числа степеней свободы 
N 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
2 0,999 0,995 0,979 0,959 0,937 0,917 0,900 0,882 0,867 
3 0,993 0,942 0,883 0,834 0,793 0,761 0,734 0,711 0,691 
4 0,968 0,864 0,781 0,721 0,676 0,641 0,613 0,590 0,570 
5 0,928 0,788 0,696 0,633 0,587 0,553 0,526 0,504 0,485 
6 0,883 0,722 0,626 0,564 0,520 0,487 0,461 0,440 0,423 
7 0,838 0,664 0,518 0,508 0,466 0,435 0,410 0,391 0,375 

10 0,717 0536 0,447 0,393 0,357 0,331 0,311 0,294 0,281 
15 0,575 0,407 0,332 0,288 0,259 0,239 0,2231 0,210 0,200 
20 0,480 0,330 0,265 0,229 0,205 0,188 0,175 0,165 0,157 

 
При сопоставлении N дисперсий одинакового объема (по n па-

раллельных опытов в каждой из N выборок) они считаются неоднород-
ными при заданном уровне значимости, если G > Gтабл, где G – отноше-
ние максимальной дисперсии к сумме всех дисперсий. Число степеней 
свободы df = n – 1. В противном случае значимость нуль-гипотезы об 
однородности дисперсий превышает заданный уровень, все дисперсии 
считаются однородными. 
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K. Критерий знаков 
 
Указаны критические значения количества «плюсов», для 

разного числа (n) ненулевых разностей и для разных уровней зна-
чимости при сопоставлении попарно связанных выборок.  

 
n α = 0,05 α = 0,01 n  α = 0,05 α = 0,01 n α = 0,05 α = 0,01 
7 7 – 14 12 13 25 18 20 
8 8 8 15 12 13 30 21 23 
9 8 9 16 13 14 40 27 29 

10 9 10 17 13 15 50 33 35 
11 10 11 18 14 15 60 39 41 
12 10 11 19 15 16 80 50 52 
13 11 12 20 15 17 100 61 64 

(по данным [17, c. 283) 
 
 
L. Критические значения коэффициента линейной 

корреляции  
n α = 0,05 α = 0,01 n  α = 0,05 α = 0,01 n α = 0,05 α = 0,01 
3 0,997 – 11 0,60 0,74 19 0,46 0,58 
4 0,95 0,99 12 0,58 0,71 20 0,44 0,56 
5 0,88 0,96 13 0,55 0,68 21 0,43 0,55 
6 0,81 0,92 14 0,53 0,66 22 0,42 0,54 
7 0,75 0,87 15 0,51 0,64 23 0,41 0,53 
8 0,71 0,83 16 0,50 0,62 24 0,40 0,52 
9 0,67 0,80 17 0,48 0,61 25 0,40 0,51 
10 0,63 0,77 18 0,47 0,59 30 0,36 0,46 

(по данным [17, с. 285]) 
 
При n < 7 корреляционный анализ ненадежен! 
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M. Критические значения критерия Смирнова  
в зависимости от уровня значимости (α)  
и объема выборки n 
 

n α = 0,05 α = 0,025 n α = 0,05 α = 0,025 
3 1,412 1,414 15 2,493 2,638 
4 1,689 1,710 16 2,523 2,670 
5 1,869 1,917 17 2,551 2,701 
6 1,996 2,067 18 2,577 2,728 
7 2,093 1,182 19 2,600 2,754 
8 2,172 2,273 20 2,623 2,778 
9 2,237 2,349 21 2,644 2,801 

10 2,294 2,414 22 2,664 2,823 
11 2,343 2,470 23 2,683 2,843 
12 2,387 2,519 24 2,701 2,862 
13 2,426 2,562 25 2,717 2,880 
14 2,461 2,602 26 2,734 2,897 

(по данным [21, с. 302]) 
 
 
N. Критические значения критерия Граббса 
в зависимости от уровня значимости (α)  
и объема выборки n 
 

n α= 0,05 α = 0,025 n α = 0,05 α = 0,025 
4 0,0494 0,0248 15 0,5559 0,5030 
5 0,1270 0,0808 16 0,5755 0,5246 
6 0,2032 0,1453 17 0,5933 0,5442 
7 0,2696 0,2066 18 0,6095 0,5621 
8 0,3261 0,2616 19 0,6243 0,5785 
9 0,3742 0,3101 20 0,6379 0,5937 

10 0,4154 0,3526 21 0,6504 0,6076 
11 0,4511 0,3901 22 0,6621 0,6206 
12 0,4822 0,4232 23 0,6728 0,6327 
13 0,5097 0,4528 24 0,6829 0,6439 
14 0,5340 0,4792 25 0,6923 0,6544 

(по данным [21, с. 304]) 
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О. Критические значения критерия Краскела-Уоллиса 
в зависимости от уровня значимости (α)  
и объемов выборок n1, n2, n3 
 

n1 n2 n3 α = 0,05 α = 0,01 
5 4 3 5,656 7,445 
5 5 3 5,705 7,578 
5 5 4 5,666 7,823 
5 5 5 5,780 8,000 
6 3 2 5,348 6,970 
6 3 3 5,615 7,410 
6 4 3 5,610 7,500 
6 4 4 5,681 7,795 
6 5 4 5,661 7,936 
6 5 5 5,729 8,028 
6 6 5 5,765 8,124 
6 6 6 5,801 8,222 
7 7 7 5,819 8,378 
8 8 8 5,805 8,465 

(по данным [19, с. 307, 308]) 
 
P. Критические значения критерия Фридмана 
в зависимости от уровня значимости (α)  
и числа уровней для факторов k и n 
 

k n α = 0,05 α = 0,01 
3 5 6,40 8,40 
3 6 7,00 9,00 
3 7 7,14 8,86 
3 8 6,25 9,00 
4 4 7,80 9,60 
4 5 7,80 9,96 
4 6 7,60 10,20 
5 3 8,53 10,13 
5 4 8,80 11,20 
5 5 8,96 11,68 
6 3 9,86 11,76 

(по данным [19, с. 309–311]) 
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