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ÂâåäåíèåÍåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ïðèíöèïîâ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè(ÑÒÎ) äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ è ìî-ëåêóë èõ ñîåäèíåíèé îáóñëîâëåíà ñèëüíûìè ïîëÿìè è âûñîêèìè ñêîðîñòÿìèýëåêòðîíîâ âáëèçè ÿäåð ñ áîëüøèì çàðÿäîì. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìå-õàíèêà íå â ñîñòîÿíèè äàæå êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíî âîñïðîèçâåñòè âàæíåéøèåõàðàêòåðèñòèêè ìîëåêóë, ñîäåðæàùèõ àòîìû ýëåìåíòîâ íèæíåé ÷àñòè ïåðè-îäè÷åñêîé òàáëèöû, è ïðîöåññîâ ñ èõ ó÷àñòèåì. Îòìåòèì ëèøü ñëåäóþùèåìîìåíòû.
• Íåðåëÿòèâèñòñêèå ìîäåëè ñîâåðøåííî íåâåðíî ïðåäñêàçûâàþò õàðàêòåðèçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ-àíàëîãîâ è èõ ñîåäèíåíèé ïðè äâèæåíèè ïîïîäãðóïïå, èñêëþ÷àÿ òðè-÷åòûðå ïåðâûõ ïåðèîäà. Èìåííî ðåëÿòèâèñò-ñêèìè ý��åêòàìè îáóñëîâëåíî ïðåñëîâóòîå ëàíòàíèäíîå ñæàòèå, âûðà-æàþùååñÿ, â ÷àñòíîñòè, â àíîìàëüíî ìàëûõ ý��åêòèâíûõ ðàçìåðàõ èáîëüøèõ ýíåðãèÿõ èîíèçàöèè àòîìîâ ñ çàðÿäàìè ÿäåð îêîëî ñåìèäåñÿòèè âûøå. Äëÿ ñîåäèíåíèé ýëåìåíòîâ êîíöà ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû ñèñòå-ìàòè÷åñêèå îøèáêè ýòèõ ìîäåëåé â îöåíêå ïðî÷íîñòè õèìè÷åñêèõ ñâÿçåéìîãóò ñîñòàâèòü íå îäèí äåñÿòîê ïðîöåíòîâ, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿïîëíîãî èñêàæåíèÿ êàðòèíû õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ.
• Êëàññè�èêàöèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé è ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ýëåêòðîí-íûõ ïåðåõîäîâ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèé ñïèíîâîé ìóëüòè-ïëåòíîñòè è ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè âîëíîâûõ �óíêöèé, â çíà÷è-òåëüíîé ñòåïåíè òåðÿþò ñìûñë óæå äëÿ ìíîãèõ ìîëåêóë, âêëþ÷àþùèõýëåìåíòû ñåðåäèíû ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû. Îãðàíè÷èìñÿ îäíèì ïðè-ìåðîì. Õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî èîäà �î÷åíü èíòåíñèâíàÿ ïîëîñà ñ ìàêñèìóìîì ïðè äëèíàõ âîëí îêîëî 500 íì �ñâÿçàíà ñ ïåðåõîäîì èç îñíîâíîãî (ñèíãëåòíîãî) ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèåB,êîòîðîå ñïåêòðîñêîïèñòû òðàäèöèîííî èäåíòè�èöèðóþò êàê òðèïëåòíîå(3Πu), òî åñòü ñ ñèíãëåò-òðèïëåòíûì � çàïðåùåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ2



íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè � ïåðåõîäîì. �àñ÷åòíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîä-òâåðæäàåò, ÷òî ïðè ïîñòåïåííîì �âûêëþ÷åíèè� ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàè-ìîäåéñòâèÿ ñîñòîÿíèå B ïëàâíî ïðåâðàùàåòñÿ â îäíó èç êîìïîíåíò òðè-ïëåòà, òàê ÷òî äåëî òóò íå â �îðìàëüíîé îøèáêå îòíåñåíèÿ.
Îöåíèòü âêëàäû ðåëÿòèâèñòñêèõ ý��åêòîâ â ñâîéñòâà ìîëåêóë â öå-ëîì ìîæíî òîëüêî ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíàêîîïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå îá èõ çíà÷èìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, àíà-ëèçèðóÿ èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿïðåäñêàçûâàåò òî÷íîå (íàïðèìåð, íóëåâîå) çíà÷åíèå. Ê ÷èñëó òàêèõ âå-ëè÷èí îòíîñèòñÿ ñïèíîðáèòàëüíîå ðàñùåïëåíèå, èñ÷åçàþùåå â íåðåëÿ-òèâèñòñêîì ïðåäåëå, ãäå ñïèí ñòàíîâèòñÿ õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì.Òàê, ñîãëàñíî íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå, îñíîâíîå ñîñòî-ÿíèå 2P (. . . ns2np5) àòîìà ãàëîãåíà øåñòèêðàòíî âûðîæäåíî, îäíàêîâ äåéñòâèòåëüíîñòè ýòîò óðîâåíü ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà � ÷åòûðåõêðàò-íî è äâóêðàòíî âûðîæäåííûå (2P3/2 è 2P1/2). Âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿòàêîâû: F Cl Br I At�àñùåïëåíèå 2P3/2 −2 P1/2, ýÂ 0.05 0.11 0.46 0.94 2.7 (îöåíêà)Âàæíîñòü ýòèõ ý��åêòîâ äëÿ õèìèè òÿæåëûõ ãàëîãåíîâ ñëåäóåò õîòÿáû èç ñðàâíåíèÿ ñïèíîðáèòàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ äëÿ àòîìà I ñ ýíåðãèåéäèññîöèàöèè ìîëåêóëû I2 (îêîëî 1.66 ýÂ). Êðîìå òîãî, óæå âåëè÷èíûïîðÿäêà ýëåêòðîíâîëüòà âïîëíå ñîïîñòàâèìû ñ òèïè÷íûìè ðàññòîÿíè-ÿìè ìåæäó ýëåêòðîííûìè òåðìàìè. Ýòî äîëæíî íàâåñòè íàñ íà ìûñëüî òîì, ÷òî ïîïóëÿðíûé òåðìèí �ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè� íå ñëèøêîìóìåñòåí, êîãäà ðå÷ü èäåò î ñîåäèíåíèÿõ èîäà èëè àñòàòà, � êàæåòñÿáîëåå ðàçóìíûì ðàáîòàòü â ðàìêàõ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñ ñàìîãîíà÷àëà.Ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå çíàêîìèò ñ ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêîéýëåêòðîíà è ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì è îñíîâíûìè ñïîñîáàìè åå èñïîëüçî-âàíèÿ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ ìîëåêóë.3



�åëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîé-íîé çàìêíóòîé òåîðèè, ñêîðåå ýòî ïðîñòî íàáîð èíñòðóìåíòîâ. Åå íåñëîæíîêðèòèêîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ �âûñîêîé �èçèêè�: òàê, â åå òðàäèöèîííîì âà-ðèàíòå íåò ñðåäñòâ îïèñàíèÿ ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèè ïàð ÷àñòèö, à òî÷íàÿðåëÿòèâèñòñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé òî è äåëî òåðÿåòñÿ.Îò ýòèõ íåäîñòàòêîâ ñâîáîäíà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ (ïðèìåíèòåëüíî êìíîãîýëåêòðîííûì ñèñòåìàì è ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëÿì � êâàíòîâàÿ ýëåê-òðîäèíàìèêà, ÊÝÄ). Îäíàêî
• ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç òàêèõ ñëîæíûõ îáúåêòîâ, êàê ýëåêòðîííûåîáîëî÷êè ìîëåêóë, ïðè ïîìîùè ÊÝÄ � ÷åðåñ÷óð ñëîæíàÿ çàäà÷à. Â òîæå âðåìÿ ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîãî àïïàðàòà ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîéìåõàíèêè âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåé òî÷íîñòè. Äåëî âòîì, ÷òî äàæå ïðè ðàññìîòðåíèè ñîåäèíåíèé òðàíñóðàíîâûõ ýëåìåíòîâìû âñå æå íå ñëèøêîì äàëåêè îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà. Íå ñòîèòñðàâíèâàòü íàøå ïîëîæåíèå ñ òåì, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ èññëåäîâàòåëèýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö èëè, äîïóñòèì, âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñó÷àñòèåì ñèëüíî îáîäðàííûõ èîíîâ òÿæåëûõ àòîìîâ â ãîðÿ÷åé ïëàçìå;
• â ðàìêàõ ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðîùå ñîõðàíÿòü ñâÿçü ñòðàäèöèîííîé íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé õèìèåé, íàñëåäîâàòü åå ìå-òîäû è ðàçðàáîòêè;
• íàêîíåö, íåêîòîðûå ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà, íà ïåðâûé âçãëÿä êà-æóùèåñÿ âîëþíòàðèñòñêèìè, íàõîäÿò âïîëíå äîñòîéíîå îáîñíîâàíèå âðàìêàõ ÊÝÄ.×òî íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ïîñîáèåì? Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ çíàêîìñòâî ñ îñíîâàìè íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òåîðèèãðóïï è êâàíòîâîé õèìèè â îáúåìå îáû÷íûõ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ. Ïðî-áåëû ëåãêî âîñïîëíèìû ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêîâ; íà ìîé âçãëÿä,äëÿ ýòîãî ëó÷øå âñåãî ïîäõîäÿò
• À.Ìåññèà. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ò.1�2. Ì., �Íàóêà�, 1979;
• Ê.Êîýí-Òàííóäæè, Á.Äèó, Ô.Ëàëîý. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ò.1-2. Åêàòå-ðèíáóðã, èçä. Óðàëüñêîãî óí-òà, 2000;4



• È.Â.Àáàðåíêîâ, Â.Ô.Áðàòöåâ, À.Â.Òóëóá. Íà÷àëà êâàíòîâîé õèìèè. Ì.,�Âûñøàÿ øêîëà�, 1989.Ïðè ðàáîòå ñ ïîñîáèåì â ïðèíöèïå ìîæíî îáîéòèñü áåç ñâåäåíèé î ñïåöèàëü-íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìûõ îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé.Îäíàêî ýòî íå ëó÷øåå ðåøåíèå, çíàíèå ÑÒÎ äàæå â ïðåäåëàõ íàèáîëåå ïðî-ñòûõ êóðñîâ áóäåò î÷åíü ïîëåçíî.Äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà. Ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû, îòðàæàþùåé ñî-âðåìåííîå ñîñòîÿíèå ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ ìîëåêóë,ïîïðîñòó íåò; ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå äîëæíî â êàêîé-òî ñòåïåíè çàïîëíèòüýòîò ïðîáåë. Èìåþòñÿ ó÷åáíèêè è ìîíîãðà�èè, èçëàãàþùèå â óäîáíîé �îð-ìå îñíîâû ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ýëåêòðîíîâ è ìíîãîýëåêòðîí-íûõ ñèñòåì [1, 2, 3℄, îäíàêî èíòåðåñû èõ àâòîðîâ ñîñðåäîòî÷åíû â îáëàñòèàíàëèçà ñòðîåíèÿ ñâîáîäíûõ àòîìîâ è àòîìíûõ èîíîâ ëèáî çàäà÷ ðàññåÿíèÿ.Êîìïàêòíîå èçëîæåíèå îñíîâ ñîâðåìåííîé ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé õèìèèñîäåðæèòñÿ â îáçîðíûõ ñòàòüÿõ [4, 5, 6, 7℄; îòìåòèì òàêæå îáçîðû [8, 9℄, ïî-ñâÿùåííûå î÷åíü âàæíîìó â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè ìåòîäó ðåëÿòèâèñò-ñêèõ îñòîâíûõ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ. Â ýòèõ ðàáîòàõ ìîæíî íàéòè òàêæå ìíî-ãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèëîæåíèé òåîðèè ê êîíêðåòíûì ìîëåêóëÿðíûì ñè-ñòåìàì. Íàïèñàííàÿ áîëåå ïîëóâåêà íàçàä ìîíîãðà�èÿ Þ.Âèãíåðà [10℄ îñòà-åòñÿ ëó÷øèì ýëåìåíòàðíûì ââåäåíèåì â ðåëÿòèâèñòñêóþ òåîðèþ ñèììåòðèè.Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá ý��åêòèâíûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ îïåðàòî-ðàõ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [11℄. Äëÿ óãëóáëåííîãî çíàêîìñòâà ñ îòäåëüíûìèàñïåêòàìè èçó÷àåìîãî ïðåäìåòà ðåêîìåíäóåòñÿ îáðàùàòüñÿ ê îðèãèíàëüíûìïóáëèêàöèÿì ([12℄ - [17℄).�åøåíèå çàäà÷, âêëþ÷åííûõ â ïîñîáèå, ïîçâîëèò ÷èòàòåëþ ñàìîìó îòëè-÷èòü ïîíèìàíèå ìàòåðèàëà îò èëëþçèè ïîíèìàíèÿ.Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿàòîìíîé ñèñòåìîé åäèíèö, ñ÷èòàÿ
• åäèíèöåé ìàññû � ìàññó ïîêîÿ ýëåêòðîíà m,
• åäèíèöåé çàðÿäà � àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó çàðÿäa ýëåêòðîíà e,5



• åäèíèöåé äåéñòâèÿ � êîíñòàíòó Ïëàíêà h̄.Ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû â �îðìóëàõ ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ÿâíî. Äè-ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà â çàêîíå Êóëîíà ïîëîæèì åäèíè÷-íîé, òîãäà àòîìíûå åäèíèöû ïðî÷èõ ïîëåçíûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí îêàæóòñÿïðîèçâîäíûìè îò ïåðå÷èñëåííûõ. Òàê, àòîìíàÿ åäèíèöà äëèíû � áîðîâñêèéðàäèóñ, åäèíèöà ýíåðãèè � óäâîåííàÿ ýíåðãèÿ îòðûâà ýëåêòðîíà îò íåðåëÿ-òèâèñòñêîãî àòîìà âîäîðîäà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è ò.ï.Ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå c ðàâíà 137.036 àòîìíûõ åäèíèö ñêîðîñòè è îá-ðàòíà ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû.Ñïåöèàëèñòû ïî ÊÝÄ ïðåäïî÷èòàþò íåñêîëüêî èíóþ (òàê íàçûâàåìóþ ðå-ëÿòèâèñòñêóþ) ñèñòåìó åäèíèö, ïîëàãàÿ c = 1 (÷òî ëîãè÷íî ñ òî÷êè çðåíèÿðàâíîïðàâèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííîé êîîðäèíàò) è ïëàòÿò çà ýòî óäîá-ñòâî íååäèíè÷íîñòüþ çàðÿäà ýëåêòðîíà (e = 0.0854 ðåëÿòèâèñòñêîé åäèíèöûçàðÿäà). Ýòî ñëåäóåò èìåòü â âèäó ïðè ÷òåíèè äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû.Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Þ.Â.Íîâàêîâñêîé, À.Â.Ùåðáèíèíó èÀ.Â.Òèòîâó çà ïîìîùü â íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ.
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�ëàâà 1Óðàâíåíèå ÄèðàêàÂûâîä è ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî êâàíòîâîìåõàíè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 (óðàâíåíèÿ Äèðàêà)ìîæíî íàéòè â ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ è ìîíîãðà�èÿõ(ñì., íàïðèìåð, [1℄); öåëü ýòîé ãëàâû � ââåñòè ìèíèìóì íåîáõîäè-ìûõ äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû ïîíÿòèé, îáîçíà÷åíèé è ñîîòíîøåíèé.Êðîìå òîãî, ïîëåçíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåæàùåå â îñíîâå èçó÷àåìûõ ìå-òîäîâ óðàâíåíèå ïî êðàéíåé ìåðå íå ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó ñìûñëó.Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà. Àíàëîã óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, ñîâìåñòèìûé ñ ïðèíöèïàìè ñïåöèàëü-íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,
i
∂

∂t
Ψ = HDΨ, (1.1)äîëæåí áûòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòå-ìû êîîðäèíàò (ïðîñòðàíñòâåííûõ r = x, y, z è âðåìåíí�îé ct, ãäå ïîñòîÿííàÿ cèãðàåò ðîëü ïåðåâîäíîãî êîý��èöèåíòà1), èçâåñòíûõ êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-ðåíöà. Íàì ñåé÷àñ ñîâåðøåííî íåâàæåí êîíêðåòíûé âèä ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé;èìååò çíà÷åíèå ëèøü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííûåêîîðäèíàòû â ÑÒÎ äî êàêîé-òî ñòåïåíè ðàâíîïðàâíû, è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-ðåíöà èõ ïåðåìåøèâàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè êîîðäèíàòû äîëæíû âõîäèòüâ óðàâíåíèå (1.1) ñõîäíûì îáðàçîì. Êîëü ñêîðî ëåâàÿ ÷àñòü (1.1) ëèíåéíàïî ∂

∂t
, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ãàìèëüòîíèàí1Èíîãäà óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ìíèìîé âðåìåííîé êîîðäèíàòîé ict.7



8 �ËÀÂÀ 1. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈ�ÀÊÀ
HD ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé îïåðàòîðîâ äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðî-ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ( ∂

∂x
, ∂

∂y
, ∂

∂z
), èëè, åñëè ñîõðàíÿþòñÿ îáû÷íûåïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ, ëèíåéíîé �óíêöèåé êîìïîíåíò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãîîïåðàòîðà èìïóëüñà p: px = −i ∂

∂x
, py = −i ∂

∂y
, pz = −i ∂

∂z
:

HD = Axpx + Aypy + Azpz + B.Èí�îðìàöèþ î êîý��èöèåíòàõ Ax, Ay, Az è B ïîëó÷èì èç óñëîâèÿ ñîâìåñòè-ìîñòè òàêîé �îðìû ãàìèëüòîíèàíà ñ ðåëÿòèâèñòñêèì ñîîòíîøåíèåì ìåæäóýíåðãèåé è èìïóëüñîì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû:
E2 = c2p2 +m2c4(íàïîìíèì, ÷òî â âûáðàííîé íàìè ñèñòåìå åäèíèö ìàññà ïîêîÿ ýëåêòðîíà

m ðàâíà 1). Èñêîìûå êîý��èöèåíòû óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Ax = cαx,Ax = cαy, Az = cαz, B = c2β, òîãäà
HD = c(αxpx + αypy + αzpz) + c2β. (1.2)Åñëè ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíû αx, αy, αz êàê òðè äåêàðòîâûõ êîìïîíåíòûâåêòîðà α, ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü áîëåå êîìïàêòíî:

HD = c(α,p) + c2β (1.3)Êâàäðàò ãàìèëüòîíèàíà (1.2)
HD

2 = c2
∑

η,η′

αηαη′pηpη′ + c3
∑

η
(αηβ + βαη) pη + c4β2

(η, η′ = x, y, z)äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîñòî c2p2 + c4 (çäåñü p óæå ïîíèìàåòñÿ êàêêâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé îïåðàòîð). Ýòî äîñòèãàåòñÿ, åñëè
αηαη′ + αη′αη = 2δηη′,

αηβ + βαη = 0, (1.4)
β2 = 1.ßñíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ïîäîáíîãî âèäà íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû íè äëÿêàêèõ îáû÷íûõ êîìïëåêñíûõ èëè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èç ïðèâû÷íûõ âå-ëè÷èí â êà÷åñòâå αη, β ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü
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• ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ çàâèñèò,ïîìèìî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò r è âðåìåíè t, åùå îò íåêîåé �âíóò-ðåííåé� ïåðåìåííîé ζ: Ψ = Ψ(r, t, ζ), ëèáî
• ìàòðèöû, ïðåäñòàâèâ âîëíîâóþ �óíêöèþ ìàòðèöåé-ñòîëáöîì:

Ψ =




ψ1(r, t)

ψ2(r, t)... 
Â ñóùíîñòè, ýòî îäíî è òî æå. Âûáðàâ ïðåäñòàâëåíèå ñ äîïîëíèòåëüíîé ïå-ðåìåííîé, ââåäåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {bi(ζ)} â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèéýòîé ïåðåìåííîé è ðàçëîæèì ïî íåìó âîëíîâóþ �óíêöèþ:

Ψ(r, t, ζ) =
∑

i

ψi(r, t) bi(ζ)Íàáîð êîý��èöèåíòîâ ψi(r, t) îáðàçóåò óïîìÿíóòóþ ìàòðèöó-ñòîëáåö; îïåðà-òîðû â ýòîì áàçèñå áóäóò ïðåäñòàâëåíû êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè.Çàìåòèì, ÷òî p êîììóòèðóåò ñ αη è β è ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíèàíà Hîáåñïå÷åíà, åñëè αη è β ýðìèòîâû.Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1.4) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ýð-ìèòîâûõ ìàòðèö 4 × 4, ñêîíñòðóèðîâàííûõ èç ìàòðèö Ïàóëè σx, σy, σz

αη =




0 0

0 0
ση

ση
0 0
0 0



, η = x, y, z, β =




1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




=




12
0 0

0 0
0 0
0 0

−12



,ãäå

σx =



 0 1

1 0



 , σy =



 0 −i
i 0



 , σz =



 1 0

0 −1





Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-òåëÿ 1/2 îíè ñîâïàäàþò ñ äåêàðòîâûìè êîìïîíåíòàìè ñòàíäàðòíîãîìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà ñïèíà è óäîâëåòâîðÿþò êîììó-òàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì
[σx, σy] = 2iσz, [σz, σx] = 2iσy, [σy, σz] = 2iσx



10 �ËÀÂÀ 1. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈ�ÀÊÀÊâàäðàò ëþáîé ìàòðèöû Ïàóëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íóþ ìàòðè-öó 2× 2; ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà σ, ñîñòàâëåííîãîèç ìàòðèö Ïàóëè (óäâîåííîãî âåêòîðà ñïèíà)
(σ,σ) = σ2

x + σ2
y + σ2

z =



 3 0

0 3



êîììóòèðóåò ñ ëþáîé êîìïîíåíòíîé ýòîãî âåêòîðà. Îáùèå ñîáñòâåííûåâåêòîðû ìàòðèö (σ,σ) è σz, ò.å. 1

0



 è 

0

1



, îáû÷íî èìåíóþò âåêòî-ðàìè ñîñòîÿíèé ñî �ñïèíîì ââåðõ� è �ñïèíîì âíèç� ñîîòâåòñòâåííî.Ìàòðèöû Ïàóëè ýðìèòîâû è àíòèêîììóòèðóþò ; òàêèì îáðàçîì, äëÿíèõ âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå (1.4). Ïðàâèëà èõ óìíîæå-íèÿ
σx σy σz

σx 1 iσz −iσy

σy −iσz 1 iσx

σz iσy −iσx 1íàïîìèíàþò ïðàâèëà óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîííûõ ìíèìûõ åäèíèö (áî-ëåå òîãî, ïîñëåäíèå ìîæíî âîñïðîèçâåñòè òî÷íî, äîìíîæèâ ìàòðèöûÏàóëè íà i).Â äàëüíåéøåì áóäåò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåä-ëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ A, B îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà:
(σ,A)(σ,B) = (A,B) + i(σ,A× B) (1.5)Óêàçàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.4), êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì;îäíàêî, åñëè íå èçìåíÿòü ðàçìåðíîñòè ìàòðèö, äðóãèå ýðìèòîâû ðåøåíèÿîêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ íèì ñîîòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñ ó÷åòîìêîíêðåòíîãî âûáîðà α, β âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (1.3) óäîáíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå

HD =



 c2 c(σ,p)
c(σ,p) −c2



 (1.6)Çäåñü ìû ââåëè �îðìó çàïèñè, êîòîðóþ áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü â äàëü-íåéøåì: êàæäûé �ýëåìåíò� ìàòðèöû (1.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó 2 × 2



11(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç ñêàëÿðíûõ �ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ� äîìíî-æåí íà äâóìåðíóþ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó).Óðàâíåíèå (1.1) ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.3) (èëè (1.6))
i
∂

∂t
Ψ =

(
c(α,p) + c2β

)
Ψ (1.7)íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïðèäàòü óðàâíåíèþ Äèðàêà áîëåå ñèì-ìåòðè÷íûé âèä. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðå ìàòðèöû

γ0 = β, γ1 = −iβαx, γ2 = −iβαy, γ3 = −iβαzýðìèòîâû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì (1.4):
γηη′γη′η + γη′ηγηη′ = 2δηη′, η, η′ = 0, 1, 2, 3.Äîìíîæèâ óðàâíåíèå (1.7) íà −β/c, ïîëó÷àåì

γ0
∂

∂(ict)
Ψ = (−iγ1px − iγ2py − iγ3pz − c)Ψ

=

(

−γ1
∂

∂x
− γ2

∂

∂y
− γ3

∂

∂z
− c

)

ΨÂ îáû÷íûõ äëÿ ÑÒÎ �4-âåêòîðíûõ� îáîçíà÷åíèÿõ (x = (x0, x1, x2, x3)

= (ict, r)) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü êàê



3∑

η=0
γη

∂

∂xη
+ c


Ψ = 0

Â ñëó÷àå, åñëè HD ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ìû ìîæåì, â ïîëíîé àíàëî-ãèè ñ íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêîé, ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è (ñòî÷íîñòüþ äî çàâèñÿùåé îò âðåìåíè �àçû) âîëíîâûå �óíêöèè ñòàöèîíàðíûõñîñòîÿíèé, ðåøàÿ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Äèðàêà � ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé
HDΨ = EΨ.



12 �ËÀÂÀ 1. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈ�ÀÊÀÇàäà÷à. Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìàòðè÷íûõ�êîý��èöèåíòîâ� óðàâíåíèÿ Äèðàêà â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè (îäíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ è îäíà âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà)?�åëÿòèâèñòñêàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ â ìíîãîêîìïîíåíòíîé çàïèñè(áèñïèíîð) äîëæíà ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò. Äëÿ äàëüíåéøåé ðàáî-òû áóäåò óäîáíî îáúåäèíèòü ýòè êîìïîíåíòû ïîïàðíî:
Ψ =




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4




=


 ψL

ψS


 , ψL =


 ψ1

ψ2


 , ψS =


 ψ3

ψ4


Âåëè÷èíû ψL è ψS ÷àñòî èìåíóþò ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé ñîñòàâ-ëÿþùèìè áèñïèíîðà; ÷óòü íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ïðè óìåðåííûõ ýíåðãèÿõ èñêîðîñòÿõ ýëåêòðîíà òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ âïîëíå ëîãè÷íà. Îòìåòèì, ÷òî ÷à-ñòî áûâàåò öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü èõ íå êàê äâóõêîìïîíåíòíûå �óíê-öèè, à êàê îáû÷íûå �óíêöèè 
 äîïîëíèòåëüíîé �âíóòðåííåé� ïåðåìåííîé,êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñïèíîâîé ïåðåìåííîé â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîéìåõàíèêå.Ñîïîñòàâëÿÿ äâà ñïîñîáà çàïèñè âîëíîâîé �óíêöèè � ñ âíóòðåííåé ïåðå-ìåííîé è â âèäå íàáîðà êîìïîíåíò � íåñëîæíî óñòàíîâèòü, êàê ïðåäñòàâèòüâ òåðìèíàõ êîìïîíåíò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ áèñïèíîðîâ Ψµ, Ψν

〈Ψµ|Ψν〉 =
∫

r,ζ
Ψµ∗(r, ζ)Ψν(r, ζ)drdζ

=
4∑

i,j=1

∫

r
ψµ

i (r)ψν
j (r)dr

∫

ζ
b∗i (ζ)bj(ζ)dζ

=
4∑

i=1

〈ψµ
i |ψν

i 〉è �óíêöèþ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè
ρ(r) =

∫

ζ
Ψ(r, ζ)Ψ∗(r, ζ)dζ

=
4∑

i=1

ψiψ
∗
i = Ψ†Ψ.�åøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåê-òðîíà. Äèðàêîâñêèé ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà ÿâíî íå çàâèñèò îò
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r è ïîýòîìó êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû HD ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî îíè îäíîâðåìåííî áóäóò èñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà p � ïëîñêèìè âîëíàìè. Ïðîñòðàíñòâåí-íàÿ ÷àñòü ïëîñêîé âîëíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíóþ �óíêöèþìíèìîãî àðãóìåíòà (ei(p,r)), ãäå p ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëåííûé (íå îïåðà-òîðíûé!) âåêòîð èìïóëüñà. Çàïèøåì èñêîìûé áèñïèíîð â âèäå

Ψ = Uei(p,r) =



uL

uS



ei(p,r)Ïîäñòàâèâ ëþáîå çàäàííîå çíà÷åíèå èìïóëüñà p â âûðàæåíèå äëÿ äèðà-êîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà HD (1.6), íåñëîæíî íàéòè åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Óñòàíîâèâ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà (1.5), ÷òî
(σ,p)(σ,p) = (p,p) + i(σ,p × p) = p2,âû÷èñëèì êâàäðàò ãàìèëüòîíèàíà HD è óáåäèìñÿ, ÷òî îí äèàãîíàëåí:

HD
2 =



 c4 + c2p2 0

0 c4 + c2p2



 ,è âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû c4 + c2p2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ HD âîç-ìîæíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
E+

p = c
√
c2 + p2, E−

p = −c
√
c2 + p2. (1.8)Ïîñêîëüêó àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà èìïóëüñà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà-÷åíèå îò 0 äî ∞, ñïåêòð HD ñîñòîèò èç äâóõ íåïðåðûâíûõ ÷àñòåé (ðèñ. 1(à)).Ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáî-ãî ñìûñëà íå èìåþò (ìû ïðèçûâàåì ñ êðàéíåé îñòîðîæíîñòüþ îòíîñèòüñÿ êïîïûòêàì ñâÿçàòü èõ ñ ñîñòîÿíèÿìè ïîçèòðîíà). Îäíàêî èõ ñóùåñòâîâàíèåèìååò âàæíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñëåäñòâèå. Âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâàîïåðàòîðà HD îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íà-ïðèìåð, â êà÷åñòâå áàçèñíîãî íàáîðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèéïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷. Íàïðîòèâ, ÷àñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

HD, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíóþ ýíåðãèþ è ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷åñêè ðåà-ëèçóåìûì ñîñòîÿíèÿì, ñàìà ïî ñåáå íå îáðàçóåò ïîëíîãî íàáîðà.Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ñîáñòâåííûå �óíêöèè HD. Ïîäñòàíîâêà (1.8) â ñòàöè-îíàðíîå óðàâíåíèå Äèðàêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.6) äàåò



14 �ËÀÂÀ 1. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈ�ÀÊÀ
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c

−c2

2

0

E

(a) (b)

. . .

�èñ. 1. Ñõåìà ñïåêòðà äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà(a) è ýëåêòðîíà â ïîëå ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà (b)




c2 uL + c(σ,p) uS = E+
p uL

c(σ,p) uL − c2 uS = E+
p uS

(1.9)îòêóäà ñëåäóåò
uS =

c(σ,p)

E+
p + c2

uL =
(σ,p)√
c2 + p2 + c

uL .Â ñëó÷àå p≪ c, ò.å. êîãäà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðî-ñòè ñâåòà,
uS ≈ (σ,p)

2c
uL, ‖uS‖ ≪ ‖uL‖,è èñïîëüçîâàíèå òåðìèíîâ �áîëüøàÿ êîìïîíåíòà� è �ìàëàÿ êîìïîíåíòà�âïîëíå îïðàâäàíî. Íàïðîòèâ, â òàê íàçûâàåìîì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó-÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ïðèáëèæàåòñÿ ê c (ïðè ýòîì ìàññà ýëåêòðîíàðàñòåò è p≫ c),
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uS ≈ (σ,p)

p
uL, ‖uS‖ ∼ ‖uL‖.Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó áîëüøîé è ìàëîé êîìïîíåíòàìè â íàøóñèñòåìó (1.9) ïðåâðàùàåò óðàâíåíèÿ â òîæäåñòâà, òî åñòü uL ìîæåò áûòüâûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Îáû÷íî äëÿ êëàññè�èêàöèè ñîñòîÿíèé ñ îäèíàêîâûìçíà÷åíèåì èìïóëüñà èñïîëüçóþò îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè, êîììóòèðóþùèé ñîïåðàòîðàìè èìïóëüñà è HD ñâîáîäíîé ÷àñòèöû:

h =
(σ,p)

2pÅñëè îòîæäåñòâèòü σ ñ óäâîåííûì îïåðàòîðîì ñïèíà, òî ñïèðàëüíîñòü ìîæíîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîåêöèþ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå èìïóëüñà. Ïóñòü èì-ïóëüñ íàïðàâëåí âäîëü îñè z (p = pz). Â ýòîì ñëó÷àå h =
1

2
σz, åãî ñîáñòâåííûåâåêòîðû ðàâíû 

1

0



 è 

0

1



 (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 1/2 è −1/2). Íå çàáîòÿñüî íîðìèðîâî÷íîì ìíîæèòåëå, ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñîñïèðàëüíîñòüþ 1/2 ìîæíî çàïèñàòü êàê
ψL =


 1

0


 ei(p,r), ψS =


 1

0


 cp

E+
p + c2

ei(p,r).

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ýëåêòðîíà âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîìïîëå. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíî-ãî ïîòåíöèàëà ϕ è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A. Íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêèïîëÿ � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé E è H �ñâÿçàíû ñ ïîòåíöèàëàìè ñîîòíîøåíèÿìè
E = −(∇ϕ)− 1

c

∂

∂t
A, H = (∇× A).Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ ïîëíûé (îáîáùåííûé) èìïóëüñ çàðÿæåííîé÷àñòèöû, êîòîðûé ïðè êâàíòîâàíèè çàìåíÿåòñÿ îïåðàòîðîì p = −i∇, îòëè÷à-åòñÿ îò êèíåìàòè÷åñêîãî èìïóëüñà íà âåëè÷èíó qA/c, ãäå q � ýëåêòðè÷åñêèéçàðÿä ÷àñòèöû (äëÿ ýëåêòðîíà q = −1). Êðîìå òîãî, �óíêöèÿ �àìèëüòîíà



16 �ËÀÂÀ 1. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈ�ÀÊÀäîëæíà âêëþ÷àòü äîïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàëüíûé ÷ëåí qϕ. Âûðàæàÿ â (1.3)èëè (1.6) êèíåìàòè÷åñêèé èìïóëüñ ÷åðåç ïîëíûé
p =⇒ p + A/cè äîáàâëÿÿ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, ïîëó÷àåì ðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàíäëÿ ýëåêòðîíà âî âíåøíåì ïîëå:

HD = c(α, (p + A/c)) + c2β − ϕ. (1.10)Íàñ ÷àñòî áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðîí íàõî-äèòñÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå ÿäåð (è, âîçìîæíî, ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ìîäåëè-ðóþùåì âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè ýëåêòðîíàìè) ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîäîáíîå ïîëå ìîæåò áûòü çàäàíî ñêàëÿðíûì ïîòåíöèà-ëîì, è ðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòü âèä
HD = c(α,p) + cβ + V · 14 =


 c2 + V c(σ,p)
c(σ,p) −c2 + V


 (1.11)ãäå V = −ϕ.×òî ïðîèçîéäåò ñî ñïåêòðîì HD ïðè ïîÿâëåíèè âíåøíåãî ïîòåíöèàëà? Ïîêðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå, êîãäà V îãðàíè÷åí, ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûéêîíòèíóóìû äîëæíû ñîõðàíèòüñÿ. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íîñèëüíûõ �ïðèòÿãèâàþùèõ� ïîòåíöèàëîâ ïîÿâÿòñÿ òàêæå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿýëåêòðîíà ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé è ñîîòâåòñòâåííî äèñêðåòíûé ñïåêòð(ðèñ. 1(b)); ïðè lim

r→∞ V = 0 ãðàíèöåé íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñïåêòðîâáóäåò âåëè÷èíà c2 � ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîá-íî îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ èìåííî îò ýòîé ãðàíèöû; â òàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòàãàìèëüòîíèàí (1.11) çàïèøåòñÿ êàê
HD =



 V c(σ,p)

c(σ,p) −2c2 + V



 (1.12)è ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé áóäóò ìåíüøå íóëÿ. Òåì íå ìåíåå â ñîîòâåò-ñòâèè ñ îáùåïðèíÿòîé ïðàêòèêîé ìû ñîõðàíèì òåðìèí �ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëî-æèòåëüíîé ýíåðãèåé� äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà, èìåþùèõ �èçè÷åñêèéñìûñë (E > −c2 â íîâîé øêàëå), ÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò íå�èçè÷åñêèõ ðåøå-íèé, êîòîðûå òåïåðü îêàçûâàþòñÿ ñìåùåíû â îáëàñòü ýíåðãèé E ≈ − 2c2 èíèæå.



�ëàâà 2Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Ïðÿìàÿðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèéÂ ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä c−1 → 0 (íåðåëÿ-òèâèñòñêèé ïðåäåë) äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òîðåçóëüòàò òàêîãî ïåðåõîäà ñîãëàñóåòñÿ ñ îáû÷íîé íåðåëÿòèâèñòñêîéêâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Äàëåå, ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì äëÿ ïðåäåëüíîãîñëó÷àÿ êàê ïðèáëèæåíèåì íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñ�îðìóëèðóåì ñïîñîáðàçëîæåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì c−1, íàçûâàåìûéïðÿìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèåé âîçìóùåíèé.Ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè �óòêîâñêîãî�Êóòöåëüíèããà. Ñðàçó îò-ìåòèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà ïåðâûé âçãëÿä äèðàêîâñêèé ãàìèëüòîíèàí
HD íå èìååò ðàçóìíîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà è ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷àîòíþäü íå òðèâèàëüíà; ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ñ äîñòà-òî÷íî ðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì åãî ÷ëåíîâ áûë íàéäåí ëèøü â êîíöå 80-õ ããïðîøëîãî âåêà [12℄. Â åãî îñíîâå ëåæèò ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñïè-íîðîâ

Ψ =



 ψL

ψS



 =⇒ Ψ′ =



 ψ′
L

ψ′
S



 =



 ψL

cψS



 . (2.1)Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ T: Ψ′ = TΨ èìååò âèä
T =


 1 0

0 c


 .Íîðìà ñïèíîðà Ψ′, âû÷èñëåííàÿ ïî îáû÷íîìó ñîîòíîøåíèþ (1.8), íå ðàâ-íà åäèíèöå; äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íîðìèðîâêè íóæíî ââåñòè íåòðèâèàëüíóþ17



18 �ËÀÂÀ 2. ÍÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅËìåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó
S =


 1 0

0 c−2


 = T−2Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ Ψ′ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Äèðàêà çàïèøåòñÿ êàê

HDT−1Ψ′ = ET−1Ψ′Îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè íåýðìèòîâ; ýðìèòîâîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðè óìíî-æåíèè ñëåâà íà T−1:
T−1HDT−1Ψ′ = ET−2Ψ′èëè

H′Ψ′ = ESΨ′ (2.2)ãäå
H′ = T−1HDT−1 =


 V (σ,p)

(σ,p) −2 + c−2V


Ïðåîáðàçîâàíèå (2.1) íåñêîëüêî óñëîæíèëî âèä óðàâíåíèÿ Äèðàêà èç-çàïîÿâëåíèÿ íåòðèâèàëüíîé ìåòðèêè, çàòî H′ è S èìåþò î÷åâèäíûé ïðåäåë ïðè

c−1 → 0. Áîëåå òîãî, ýòè îïåðàòîðû íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå, óäîáíîéäëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ñ ïàðàìåòðîì ìàëîñòè λ = c−2:
H′ = H′

0 + λH′
1, H′

0 =


 V (σ,p)

(σ,p) −2


 , H′

1 =


 0 0

0 V


 (2.3)

S = S0 + λS1, S0 =



 1 0
0 0



 , S1 =



 0 0
0 1



 (2.4)
Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Óðàâíåíèå Ëåâè-Ëåáëîíà. Ïîëó÷àå-ìîå ïðè λ = 0 óðàâíåíèå

H′
0Ψ

′
0 = E0S0Ψ

′
0 (2.5)è åñòü èñêîìûé íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Â ðàçâåðíóòîé�îðìå îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê



 V (σ,p)
(σ,p) −2







 ψ′
0L

ψ′
0S



 =



 E0 0
0 0







 ψ′
0L

ψ′
0S



 (2.6)
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



V ψ′
0L + (σ,p)ψ′

0S = E0ψ
′
0L

(σ,p)ψ′
0L = 2ψ′

0S

(2.7)
Ýòî ñîîòíîøåíèå, èçâåñòíîå êàê óðàâíåíèå Ëåâè-Ëåáëîíà, áûëî ïîëó÷åíîåùå â 50-õ ãã. áåç âñÿêîé ñâÿçè ñ òåîðèåé Äèðàêà èç óñëîâèÿ ãàëèëååâîé (íåðå-ëÿòèâèñòñêîé!) èíâàðèàíòíîñòè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2. Â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (σ,p)(σ,p) = p2 è,ïîñêîëüêó ψ′

0S = 1
2
(σ,p)ψ′

0L, áîëüøàÿ êîìïîíåíòà óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íîìóóðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà:
[
1

2
(σ,p)(σ,p) + V

]

ψ′
0L =



p
2

2
+ V



ψ′
0L = E0ψ

′
0L (2.8)Ïðè ýòîì íå ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî ψ′

0L äâóõêîìïîíåíòíà, ïîýòîìó (2.8) � ýòî, âñóùíîñòè, äâà îäèíàêîâûõ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ïåðâîé è âòîðîé êîì-ïîíåíòû ψ′
0L. Åãî ðåøåíèåì áóäåò ðåøåíèå îáû÷íîãî óðàíåíèÿ Øðåäèíãåðà,äîìíîæåííîå íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð � ñòîëáåö èç äâóõ ÷èñåë. Ýòîò âåêòîð� íå ÷òî èíîå, êàê ñïèíîâûé ìíîæèòåëü.×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèå Ëåâè-Ëåáëîíà äåéñòâèòåëüíî îïè-ñûâàåò ÷àñòèöó ñî ñïèíîì, ïîêàæåì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò íàëè÷èå ó ÷àñòèöûìàãíèòíîãî ìîìåíòà, íå ñâÿçàííîãî ñ ïðîñòðàíñòâåííûì äâèæåíèåì. Îòâëå-÷åìñÿ îò òîãî ñïîñîáà, êîòîðûì ìû ïîëó÷èëè ýòî óðàâíåíèå, è âíîâü áóäåìñ÷èòàòü c �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïîìåñòèì ÷àñòèöó ñ çàðÿäîì −1 âïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ H = (∇×A), ãäå A - âåêòîð-íûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû çàìåíèòüâ (2.6) èëè (2.7) p íà p + A/c. Ïîäñòàâèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.7) âïåðâîå; îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ � ý��åêòèâíûé îïå-ðàòîð �àìèëüòîíà äëÿ áîëüøîé êîìïîíåíòû � áóäåò èìåòü âèä

1

2

(

σ, (p +
A

c
)

)2

=
1

2

(

(p +
A

c
), (p +

A

c
)

)

︸ ︷︷ ︸
(i)

+
i

2c
(σ, (p× A + A × p))

︸ ︷︷ ︸
(ii)

(2.9)



20 �ËÀÂÀ 2. ÍÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅËÇäåñü (i) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íûé ãàìèëüòîíèàí çàðÿæåííîé áåññïèíîâîé÷àñòèöû â ïîëå. Âòîðîå ñëàãàåìîå (ii) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ 1
p × A =

1

i
(∇× A) − 1

i
A ×∇ =

1

i
H− A × p (2.10)(ýòî ïðîñòî çàïèñü ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ) è òîãî îáñòî-ÿòåëüñòâà, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè ñóòü óäâîåííûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðà ñïèíà

s, ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
1

2c
(σ,H) =

1

c
(s,H) (2.11)è îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå �ìàãíèòíîãî ìîìåíòà� s/c ñ ìàãíèòíûì ïîëåìíàïðÿæåííîñòè H.Ïðÿìàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Âûäåëèâ íå çàâèñÿ-ùóþ îò λ íåâîçìóùåííóþ ÷àñòü è ïðîïîðöèîíàëüíîå λ âîçìóùåíèå â îïåðà-òîðàõ H′ è S (2.3, 2.4), áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïîëíîãî (âîçìóùåííîãî) óðàâ-íåíèÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

E = E0 + λE1 + λ2E2 + ...

Ψ′ = Ψ′
0 + λΨ′

1 + λ2Ψ′
2 + ... (2.12)Ñîîòíîøåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ íå çàâèñÿùèõ îò λ âåëè÷èí

Ek, Ψ′
k, ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ (2.12) â ïðåîáðàçîâàííîåóðàâíåíèå Äèðàêà (2.2)

(H′
0 + λH′

1) (Ψ′
0 + λΨ′

1 + . . .)

= (E0 + λE1 + . . .) (S0 + λS1) (Ψ′
0 + λΨ′

1 + . . .) (2.13)è ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü íåçàâèñèìî äëÿ ÷ëåíîâ, ïðîïîð-öèîíàëüíûõ λk, k = 0, 1, 2.... Î÷åâèäíî, ïðèðàâíèâàíèå ÷ëåíîâ ëåâîé è ïðàâîé÷àñòåé (2.13) íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî λ (k = 0) ïðèâîäèò ê íåðåëÿòèâèñòñêîìóóðàâíåíèþ Ëåâè-Ëåáëîíà.1Çäåñü è íèæå ñêîáêè â îáîçíà÷åíèÿõ ãðàäèåíòà, ðîòîðà è ò.ï. íåêîòîðîé�óíêöèè êîîðäèíàò F ââîäÿòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü ýòè âåëè÷èíû îòïðîèçâåäåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà F .Òàê, (∇F ) îçíà÷àåò ãðàäèåíò �óíêöèè F , à ∇F � ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðàãðàäèåíòà è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà F .



21Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ïîïðàâêè íèçøåãî íåòðèâèàëüíîãî ïîðÿä-êà ê çíà÷åíèþ ýíåðãèè íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñîîòíîøåíèå ìåæäóñëàãàåìûìè (2.13), ïðîïîðöèîíàëüíûìè λ:
H′

1Ψ
′
0 + H′

0Ψ
′
1 = E1S0Ψ

′
0 +E0S1Ψ

′
0 + E0S0Ψ

′
1 (2.14)Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ è íåâîç-ìóùåííîãî ðåøåíèÿ Ψ′

0. Ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèÿ Ëåâè-Ëåáëîíà è ýðìèòîâî-ñòè H′
0 è S0 ñëåäóåò

〈Ψ′
0 |(H′

0 − E0S0) = 0,è ïîòîìó
〈Ψ′

0 |H′
0 − E0S0|Ψ′

1〉 = 0,ýòà îïåðàöèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:
〈Ψ′

0 |H′
1|Ψ′

0〉 = E1〈Ψ′
0 |S0|Ψ′

0〉 +E0 〈Ψ′
0 |S1|Ψ′

0〉 (2.15)Åñëè ψ′
0L íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó, ïîä÷åðêíóòàÿ âåëè÷èíà ðàâíà 1 è (2.15)ïðåâðàùàåòñÿ â ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè:

E1 = 〈Ψ′
0 |H′

1 −E0S1|Ψ′
0〉 =

〈
ψ′

0L

ψ′
0S

∣∣∣∣∣∣
0 0
0 V −E0

∣∣∣∣∣∣
ψ′

0L

ψ′
0S

〉

= 〈ψ′
0S |V −E0|ψ′

0S〉 ,èëè, ñ ó÷åòîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7),
E1 =

1

4
〈ψ′

0L |(σ,p)(V − E0)(σ,p)|ψ′
0L〉 (2.16)(íàïîìíèì, ÷òî ψ′

0L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðåëÿòèâèñòñêèé äâóõêîìïîíåíòíûéñïèíîð).Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûäåëèòü ñëàãàåìûå,çàâèñÿùèå îò σ (ò.å. îò ñïèíà). Ïîëüçóÿñü îáû÷íûìè ïðàâèëàìè äè��åðåí-öèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì
(σ,p)V = V (σ,p) − i (σ, (∇V ))è

(σ,p)V (σ,p) = V p2 − i (σ, (∇V )) (σ,p)

= V p2 − i ((∇V ),p) + (σ, (∇V ) × p) (2.17)



22 �ËÀÂÀ 2. ÍÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅË(ìû ó÷ëè ñîîòíîøåíèå (1.5)); ïîä÷åðêíóòàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ îò ñïèíà íåçàâèñèò. Åå ÷àñòî çàïèñûâàþò â íåñêîëüêî èíîé �îðìå. Äâóêðàòíî ïðèìåíÿÿïðàâèëî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, íàõîäèì
∆V = V∆ + 2 ((∇V ),∇) + (∆V ),èëè, ïîñêîëüêó ∇ = ip,

−p2V = −V p2 + 2i ((∇V ),p) + (∆V ),îòêóäà
−i ((∇V ),p) =

1

2
(∆V ) +

1

2
(p2V − V p2)è ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì åùå ìíîãî ðàç:

(σ,p)V (σ,p) =
1

2

(
(∆V ) + p2V + V p2

)
+ (σ, (∇V ) × p) . (2.18)Òåïåðü ïîïðàâêó ê ýíåðãèè åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:

E1 = ESC + ESO,

ESC =
1

8

〈
ψ′

0L

∣∣∣(∆V ) + p2V + V p2 − 2E0p
2
∣∣∣ψ′

0L

〉 (2.19)
ESO =

1

4
〈ψ′

0L |(σ, (∇V ) × p)|ψ′
0L〉 (2.20)Ïåðâîå ñëàãàåìîå (ESC) îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìûå ñêàëÿðíûå (òî åñòüíå çàâèñÿùèå îò ñïèíà) ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû; âåëè÷èíà ESO èìåíóåò-ñÿ ýíåðãèåé ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñìûñë ïîñëåäíåãî íàçâàíèÿñòàíîâèòñÿ î÷åâèäåí, åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãîïîòåíöèàëà, V = V (r). Òîãäà

∂V

∂z
=
∂V

∂r

∂r

∂z
=
z

r

∂V

∂r
è ò.ä., (∇V ) =

r

r

∂V

∂rè îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé ESO (îïåðàòîð ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ GSO) ïðèíèìàåò âèä
GSO =

1

4
(σ, (∇V ) × p) =

1

4r

∂V

∂r
(σ, r× p) =

1

2r

∂V

∂r
(s, l) (2.21)ãäå l - îðáèòàëüíûé óãëîâîé ìîìåíò.



23Âåðíåìñÿ ê �ñêàëÿðíîé� êîìïîíåíòå ýíåðãåòè÷åñêîé ïîïðàâêè. Çàìåòèì,÷òî äëÿ òî÷íîé íåðåëÿòèâèñòñêîé �óíêöèè ψ′
0L

(V − E0)ψ
′
0L = −1

2
p2ψ′

0Lè 〈
ψ′

0L

∣∣∣(p2V + V p2 − 2E0p
2
∣∣∣ψ′

0L

〉
= −

〈
ψ′

0L

∣∣∣p4
∣∣∣ψ′

0L

〉
.Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ESC êàê ñóììó äâóõâåëè÷èí:

ESC = EMV + ED,

EMV = −
〈

ψ′
0L

∣∣∣∣∣∣

p4

8

∣∣∣∣∣∣
ψ′

0L

〉

ED =

〈

ψ′
0L

∣∣∣∣∣∣

(∆V )

8

∣∣∣∣∣∣
ψ′

0L

〉

. (2.22)Ñëàãàåìîå EMV íîñèò íàçâàíèå ìàññ-ñêîðîñòíîãî; åãî íàëè÷èå ñâÿçûâàåò-ñÿ 
 ïîïðàâêîé ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû âñëåäñòâèå ðåëÿòèâèñòñêîéçàâèñèìîñòè ìàññû ÷àñòèöû îò ñêîðîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè êëàñ-ñè÷åñêîé ýíåðãèè ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ïî ñòåïåíÿì c−2

E = (c2p2 + c4)1/2 = c2

1 +

p2

c2




1/2

= c2 +
p2

2
− p4

8c2
+ . . .÷ëåí ïîðÿäêà c−2 � êëàññè÷åñêèé àíàëîã EMV .Ýëåìåíòàðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåëè÷èíû ED (äàðâèíîâñêîé ñîñòàâëÿþùåéýíåðãèè) çàòðóäíèòåëüíà. Îòìåòèì, ÷òî ñîçäàâàåìûé ñòàöèîíàðíûì çàðÿäî-âûì ðàñïðåäåëåíèåì ̺ ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(∆V ) = −(∆ϕ) = 4π̺è âêëàä â ED âíîñÿò òîëüêî îáëàñòè ëîêàëèçàöèè çàðÿäîâ. Äëÿ ïîëÿ òî÷å÷íî-ãî ÿäðà ñ çàðÿäîì Q (ïðèáëèæåíèå, íå ñëèøêîì àêòóàëüíîå â êâàíòîâîé õè-ìèè òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ!), ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò, ̺(r) = Qδ(r)è äàðâèíîâñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ýëåêòðîííîé ïëîòíî-ñòè ïðè r = 0: ED =
πQ

2
ψ′

0L(0)†ψ′
0L(0).



24 �ËÀÂÀ 2. ÍÅ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÉ Ï�ÅÄÅËÏîä÷åðêíåì, ÷òî âûðàæåíèå (2.16) îïðåäåëÿåò òîëüêî îäíî ÷èñëî � ïî-ïðàâêó ê ýíåðãèè; çàäà÷à î ïîñòðîåíèè íà åãî îñíîâàíèè îïåðàòîðà, ñðåäíèìçíà÷åíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýòî ÷èñëî, çàâåäîìî íåêîððåêòíà!Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ E1 ìîæíî íàéòè êîìïîíåíòû ψ′
1L è ψ′

1S ïîïðàâêè ψ′
1èç óðàâíåíèÿ (2.14). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ òåîðèè âîç-ìóùåíèé íóæíî àíàëèçèðîâàòü àíàëîãè ðàâåíñòâà (2.14) äëÿ áîëåå âûñîêèõñòåïåíåé λ.Òåîðèÿ âîçìóùåíèé, êîòîðóþ ìû ïîñòðîèëè, � íåâûðîæäåííàÿ, è ååïðèìåíåíèå ê àíàëèçó âûðîæäåííûõ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé, âî-îáùå ãîâîðÿ, íåêîððåêòíî. Ýòó ïðîáëåìó, îäíàêî, èíîãäà óäàåòñÿ îáîé-òè, çàðàíåå êîíñòðóèðóÿ èç âûðîæäåííûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñîñòîÿíèéêîìáèíàöèè, êîòîðûå çàâåäîìî, ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè, íå áóäóòñìåøèâàòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íûì çíà÷åíèÿì c−1 (èíûìè ñëîâàìè,íåðåëÿòèâèñòñêèå ñîñòîÿíèÿ ïðàâèëüíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèè).Áîëåå îáùèé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè âûðîæäåííîé âåðñèèïðÿìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé, èçëîæåíèå êîòîðîé ìîæ-íî íàéòè â ðàáîòå [13℄.

Ïðèìåð: îñíîâíîå ñîñòîÿíèå âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà. Â íåðå-ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå îñíîâíîå (1s) ñîñòîÿíèå îäíîýëåêòðîííîãîàòîìà (àòîìíîãî èîíà) ñ çàðÿäîì òî÷å÷íîãî ÿäðà Q îïèñûâàåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâåííîé âîëíîâîé �óíêöèåé e−Qr (íîðìèðîâêà äëÿ íàñ ïîêà íåñóùåñòâåí-íà). Ïðèáëèæåíèå íóëåâîãî ïîðÿäêà ïðÿìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè âîçìóùå-íèé äëÿ áîëüøîé êîìïîíåíòû ïîëó÷àåì, ïðèïèñûâàÿ ýòîé �óíêöèè ñïèíîâûéìíîæèòåëü (äëÿ îïðåäåëåííîñòè 

1

0



 � �ñïèí ââåðõ�):
ψ′

0L = ψ0L =


 e−Qr

0


Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàëîé êîìïîíåíòû íàõîäèì èç óðàâíåíèÿËåâè-Ëåáëîíà:

ψ′
0S = cψ0S =

1

2
(σ,p)ψ0L =

1

2i




∂
∂z

∂
∂x − i ∂

∂y
∂
∂x + i ∂

∂y − ∂
∂z




 e−Qr

0






25Ïîñêîëüêó ∂r/∂η = η/r, η = x, y z,
ψ′

0S = −Q
2i




z

r
e−Qr

x+ iy

r
e−Qr


Ìíîæèòåëè ïåðåä ýêñïîíåíòàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íåêî-òîðûõ êîíñòàíò) ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ðàíãà 1 (p-ãàðìîíèêè)2, è ñòðîêèìàëîé êîìïîíåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �1p-îðáèòàëè�:

ψ′
0S ∼ Q

2




Y10

√
2Y11


 e

−Qr, èëè ψ′
0S =




const1 · 1p0

const2 · 1p+


 (2.23)Ýòîò ïðîñòåéøèé àíàëèç íàâîäèò íà íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íîîáùåãî õàðàêòåðà:

• î÷åâèäíî, ÷åì áîëüøå çàðÿä ÿäðà, òåì áîëüøå íîðìà ìàëîé êîìïîíåíòû
ψS ≈ c−1ψ′

0S,
• ïîäáîðîì �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ ñäåëàòü äåéñòâèòåëüíûìè âñå êîìïîíåí-òû áèñïèíîðà íå óäàñòñÿ. Ïîõîæå, êîìïëåêñíàÿ àðè�ìåòèêà íåèçáåæíà(ïî êðàéíåé ìåðå ïðè íàøåì âûáîðå ìàòðèö α, β),
• ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ ìàëîé è áîëüøîé êîìïîíåíò ðàçëè÷íà. Åñ-ëè ìû ïðîäîëæàåì âåðèòü â ñèììåòðèéíóþ êëàññè�èêàöèþ, íåîáõîäèìîäîïóñòèòü íåòðèâèàëüíîå ïîâåäåíèå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.Çàäà÷à. Íàéòè ïîïðàâêó λE1 ïðÿìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèèâîçìóùåíèé ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãîàòîìà, âûäåëèâ ìàññ-ñêîðîñòíîå è äàðâèíîâñêîå ñëàãàåìûå.Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ýòèõ ïîïðàâîê ïðîïîðöèîíàëüíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíèçàðÿäà ÿäðà!2Ïðèâåäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìèðîâàííûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèêðàíãà 1 ñî ñòàíäàðòíûì âûáîðîì �àçîâûõ ìíîæèòåëåé:

Y10 = i

√√√√ 3

4π

z

r
, Y11 = −i

√√√√ 3

8π

x + iy

r
, Y1,−1 = Y ∗

11.



�ëàâà 3Ìíîãîýëåêòðîííûå ñèñòåìûÎïèñàíèå ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì è ìåæýëåêòðîííûõ âçàèìîäåé-ñòâèé â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñâÿçàíî ñ ìíîãî÷èñëåí-íûìè ïðîáëåìàìè. Â ÷àñòíîñòè, íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîãî âûðàæå-íèÿ äëÿ ñëàãàåìûõ ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùèõýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå; âîçìîæíî ëèøü ïîëó÷åíèåïîñëåäîâàòåëüûõ ïðèáëèæåíèé, ñïðàâåäëèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî âå-ëè÷èí çàäàííîãî ïîðÿäêà ïî c−1. Íåòðèâèàëüíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿðåëÿòèâèñòñêîãî ìíîãîýëåêòðîííîãî ãàìèëüòîíèàíà, èìåþùåãî äèñ-êðåòíûé ñïåêòð (òî åñòü â ïðèíöèïå ïðèãîäíîãî äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿ-çàííûõ ñîñòîÿíèé ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì). Ýòè òðóäíîñòè è ñïî-ñîáû èõ ïðåîäîëåíèÿ ïðîùå âñåãî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü äëÿ ñëó÷àÿäâóõ ýëåêòðîíîâ.�åëÿòèâèñòñêàÿ äâóõýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü èìå-åòñÿ ïîëíûé íàáîð îäíîýëåêòðîííûõ áèñïèíîðîâ âèäà
Ψi =


 ψiL

ψiS


 = ψiL


 1

0


 + ψiS


 0

1


 = ψiLuL + ψiSuS.Ïðîñòðàíñòâî äâóõýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé áóäåò ðàñòÿãèâàòüñÿ ïðîèçâåäåíè-ÿìè âèäà Ψi(1)Ψj(2) è ëþáîé åãî âåêòîð Ψ ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñóïðîèçâåäåíèé �óíêöèé uL è/èëè uS:

uL(1)uL(2)=




1
0

0
0



, uL(1)uS(2)=




0
1

0
0



, uS(1)uL(2)=




0
0

1
0



, uS(1)uS(2)=




0
0

0
1



. (3.1)26



27Çàâèñÿùèå îò ïðîñòðàíñòâåííûõ è ñïèíîâûõ êîîðäèíàò îáîèõ ýëåêòðîíîâ�êîý��èöèåíòû� òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîìïîíåí-òû äâóõýëåêòðîííîé âîëíîâîé �óíêöèè:
Ψ(1, 2) = ψLL




1

0
0

0




+ ψLS




0

1
0

0




+ ψSL




0

0
1

0




+ ψSS




0

0
0

1




=




ψLL

ψLS

ψSL

ψSS



.Î÷åíü ïðîñòî çàïèñàòü ðåëÿòèâèñòñêèé îïåðàòîð �àìèëüòîíà äëÿ ïàðûíåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö � îí áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììó îäíî-÷àñòè÷íûõ äèðàêîâñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ

H = HD(1) + HD(2), HD(1) = c(α1,p1) + V (1) + c2(β − 1)1,

HD(2) = c(α2,p2) + V (2) + c2(β − 1)2. (3.2)Â áàçèñå (3.1) ìàòðèöû α è (β − 1) áóäóò èìåòü âèä
α1 =




0 0 σ1 0
0 0 0 σ1

σ1 0 0 0
0 σ1 0 0




α2 =




0 σ2 0 0
σ2 0 0 0

0 0 0 σ2

0 0 σ2 0




(β − 1)1 =




0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 −2 0
0 0 0 −2



, (β − 1)2 =




0 0 0 0
0 −2 0 0

0 0 0 0
0 0 0 −2


ïîýòîìó äâóõýëåêòðîííûé ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

H=




V (1)+V (2) c(σ2,p2) c(σ1,p1) 0
V (1)+V (2)−2c2 0 c(σ1,p1)

V (1)+V (2)−2c2 c(σ2,p2)

· · · V (1)+V (2)−4c2


(îïåðàòîð ýðìèòîâ, è äîñòàòî÷íî âûïèñàòü âåðõíèé òðåóãîëüíèê).Íåñëîæíî òàêæå ïîñòðîèòü íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé H, åñëè èçâåñò-íû íàáîðû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé {Ψi} è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {ǫi} îäíîýëåê-òðîííîãî ãàìèëüòîíèàíà:

{Ψi(1)Ψj(2); ǫi + ǫj}



28 �ËÀÂÀ 3. ÌÍÎ�ÎÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ(íà ñàìîì äåëå íàñ äîëæíû èíòåðåñîâàòü äâóõýëåêòðîííûå �óíêöèè, àíòè-ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ýëåêòðîíîâ, íî ïðî îòñóòñòâèè âçà-èìîäåéñòâèÿ ýòî òðåáîâàíèå íå èìååò çíà÷åíèÿ � äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü i 6= j).Êàêîâû áóäóò êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà äâóõíåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ âî âíåøíåì ïîëå (íàïðèìåð, â ïîëå ïî-ëîæèòåëüíûõ çàðÿäîâ ÿäåð), êîãäà ó åãî îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà-ðÿäó ñ íåïðåðûâíûì (
) èìååòñÿ äèñêðåòíûé (d) ñïåêòð (ðèñ. 1(b))? Î÷åâèä-íî, ïðîèçâåäåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ñâÿçàííûõ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé
Ψd+

j (1)Ψd+
k (2) ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçàííûì äâóõýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì, è ìûáóäåì èìåòü äèñêðåòíûé ñïåêòð {ǫd+

j + ǫd+
k }, ãäå ǫd+

j , ǫd+
k ïðèíàäëåæàò îäíî-ýëåêòðîííîìó äèñêðåòíîìó ñïåêòðó (d). Äàëåå, ëþáîå çíà÷åíèå ýíåðãèè Eìîæíî ïðåäñòàâèòü � ïðè÷åì áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ � â âèäå ñóììûýíåðãèè ñîñòîÿíèé èç ïîëîæèòåëüíîãî (d+) è îòðèöàòåëüíîãî (d-) êîíòèíó-óìîâ: E = ǫc+q + ǫc−p ; òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûé ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà(3.2) áóäåò çàíèìàòü âñþ ýíåðãåòè÷åñêóþ øêàëó (ðèñ. 2) è ìû èìååì äåëîñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì íà �îíå íåïðåðûâíîãî (êàê ãîâîðÿò, �âëîæåííûìâ êîíòèíóóì�). Âîëíîâûå �óíêöèè ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãîñïåêòðîâ ðàçëè÷àþòñÿ ïî êðàåâûì óñëîâèÿì.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ n-ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

2n-êîìïîíåíòíàÿ âåëè÷èíà:
Ψ =




ψLL...L

ψLL...S

· · ·
ψSS...S


Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà, íàðÿäó ñ 3n ïðîñòðàí-ñòâåííûìè, çàâèñèò îò n ñïèíîâûõ êîîðäèíàò, ëèáî � ÷òî ýêâèâàëåíòíî �ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé.Ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Òî÷íîãî çàìêíóòîãî âûðàæåíèÿäëÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíîïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìè-êà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà,ñïðàâåäëèâûå ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí çàäàííîãî ïîðÿäêà ïî c−1. Ïðîñòåéøååïðèáëèæåíèå ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó îïåðàòîðó ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî (êóëîíîâ-
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2−c

0

E

(a) (b)

εc−

d+
jε

d+
kε

q
c+ε

p

εd+
k

εq
c+

+

+

d+

c−
pε
jε

=

εc+

εc−
r

s
. . .

εc−+ εs
c+

r

. . .

�èñ. 2. Ñõåìà ñïåêòðîâ îäíîýëåêòðîííîãî äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà(a) è ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõýëåêòðîíîâ â ïîëå ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà (b)ñêîãî) îòòàëêèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ:
gC

12 =
1

|r1 − r2|
=

1

r12
. (3.3)Îïèñàíèå ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îáåñïå÷èâàþùåå ïîëó÷åíèå îöå-íîê ýíåðãèè ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà c−2 âêëþ÷èòåëüíî, òðåáóåò ó÷å-òà, ïîìèìî (3.3), ìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé è ý��åêòîâ çàïàçäûâàíèÿ (êî-íå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ). Ñî-îòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð

gB
12 = −1

2


(α1,α2)

r12
+

(α1, (r1 − r2))(α2, (r1 − r2))

r3
12


 (3.4)îáû÷íî íàçûâàþò áðåéòîâñêèì. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð íåñîäåðæèò ìíîæèòåëÿ c−2 â ÿâíîì âèäå, à ìàëîñòü åãî âêëàäîâ â çíà÷åíèÿ



30 �ËÀÂÀ 3. ÌÍÎ�ÎÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛýíåðãèè è äðóãèõ íàáëþäàåìûõ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî âñå åãî íåíóëåâûå áëî-êè ëåæàò âíå äèàãîíàëè (ñì. âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö α).Âû÷èñëåíèÿ ñ áðåéòîâñêèì îïåðàòîðîì äîñòàòî÷íî ñëîæíû, è åãî ÷àñòîïðèáëèæåííî çàìåíÿþò áîëåå ïðîñòûì îïåðàòîðîì ìàãíèòíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ �îíòà
gG

12 = −(α1,α2)

r12
. (3.5)Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ ïðîáëåìàòè÷íî; âïðî÷åì, â ïðèëîæåíèÿõ ê òèïè÷íûì çàäà÷àì àíà-ëèçà ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ ìîëåêóë ýòîãî è íå òðåáóåòñÿ.Áîëåçíü Áðàóíà��åéâåíõîëëà. Ê ñîæàëåíèþ, âñå ïåðå÷èñëåííûåïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà äâóõýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èìåþò îäèíîáùèé íåäîñòàòîê. Ïîñêîëüêó èõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìèäèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ñïåêòðîâ îïåðàòîðà (3.2) íå ðàâíû íóëþ, à ïðèîòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ âñÿêîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå äèñêðåòíîìóñïåêòðó, âûðîæäåíî ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà,âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ïåðåìåøèâàíèþ ýòèõ ñîñòîÿíèé. Â ðå-çóëüòàòå äèñêðåòíûé ñïåêòð âîîáùå èñ÷åçàåò, �ðàñòâîðÿÿñü� â êîíòèíóóìå� íàøè äâóõýëåêòðîííûå ãàìèëüòîíèàíû íå èìåþò ñâÿçàííûõ ñîáñòâåííûõñîñòîÿíèé. Ýòî äîñàäíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ïðèâîäÿùåå ê ïîëíîé íåïðèãîäíî-ñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàíòîâîé õèìèè, íîñèò íàçâàíèåáîëåçíè Áðàóíà��åéâåíõîëëà.Ïðîåêòèðîâàíèå íà ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿìè.�àñòâîðåíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â êîíòèíóóìå íå ïðîèçîéäåò, åñëè ìàòðè÷-íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñòîÿíè-ÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è ñîñòîÿíèÿìè êîíòèíóóìà ñ áëèçêèìè ýíåðãèÿìè,

〈
Ψ+

i (1)Ψ+
j (2) |g12|Ψ+

k (1)Ψ−
l (2)

〉
,

〈
Ψ+

i (1)Ψ+
j (2) |g12|Ψ−

l (1)Ψ+
k (2)

〉
, (3.6)çàâåäîìî áóäóò íóëåâûìè. Òàêîé îïåðàòîð ìîæíî ïîëó÷èòü èç (3.3) ëèáîñóììû (3.3 - 3.4), ïðîñòî-íàïðîñòî âûáðîñèâ ñîñòàâëÿþùèå, ñìåøèâàþùèåîäíîýëåêòðîííûå âîëíîâûå �óíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìèýíåðãèÿìè.Îïðåäåëèì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Λ+ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàñòÿãè-âàåìîå ðåøåíèÿìè îäíîýëåêòðîííîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ ïîëîæèòåëüíûìè



31ýíåðãèÿìè {Ψ+
i }:

Λ+ =
∑

i

(∫ )
|Ψ+

i 〉〈Ψ+
i |(äëÿ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñóììèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðî-âàíèåì). Äëÿ ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö ìîæíî ïîñòðîèòü îïåðàòîð

Λ+ = Λ+(1)Λ+(2)êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàñòÿãèâàåìîåâñåâîçìîæíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè îäíîýëåêòðîííûõ �óíêöèé ñ ïîëîæèòåëü-íûìè ýíåðãèÿìè. Ïîñêîëüêó Λ+Ψ+
i (1)Ψ−

j (2) = Λ+Ψ−
j (1)Ψ+

i (2) = 0, ìàòðè÷-íûå ýëåìåíòû (3.6) îïåðàòîðà
gnp

12 = Λ+g12Λ
+áóäóò íóëåâûìè âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêóþ êîíêðåòíóþ �îðìó g12 ìûâûáåðåì, è ñóùåñòâîâàíèþ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà äâóõýëåê-òðîííîé ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèåì gnp

12 íè÷òî íå óãðîæàåò.Îïèñàííûé ïðèåì êàæåòñÿ èñêóññòâåííûì; òåì íå ìåíåå îí äîïóñêàåò äî-ñòàòî÷íî ñòðîãóþ èíòåðïðåòàöèþ â ðàìêàõ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [16℄.Ââåäåíèå ïðîåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðåíåáðåæåíèþ ïðîöåññàìè ðîæäåíèÿ /óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð (îòñþäà óñòîÿâøååñÿ íàçâàíèå �no-pair� äëÿ ýòîé ìîäåëè ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) è òàêèì îáðàçîìîêàçûâàåòñÿ âïîëíå ëîãè÷íûì â ðàìêàõ òåîðèè äëÿ ïîñòîÿííîãî ÷èñëà ÷à-ñòèö.Â íåýìïèðè÷åñêèõ ðåëÿòèâèñòñêèõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ äëÿîïèñàíèÿ n-ýëåêòðîííûõ ñèñòåì ìîëåêóë ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ãàìèëüòî-íèàí Äèðàêà�Êóëîíà HDC èëè Äèðàêà�Êóëîíà�Áðåéòà HDCB ñ îïåðàòîðîììåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñïðîåêòèðîâàííûì íà ñîñòîÿíèÿ �ñ ïîëî-æèòåëüíîé ýíåðãèåé�:
H

np
DC =

∑

j

HD(j) +
∑

j>k

gC,np
jk , H

np
DCB = HDC +

∑

j>k

(gB,np
jk ) (3.7)

Ïðÿìàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Åñëè ìåòðèêà â ïðî-ñòðàíñòâàõ îäíîýëåêòðîííûõ �óíêöèé èçìåíåíà ñîãëàñíî (2.1), äâóõýëåê-



32 �ËÀÂÀ 3. ÌÍÎ�ÎÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛòðîííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ äîëæíà áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ψ =⇒ Ψ′ =




ψLL

cψLS

cψSL

c2ψSS



.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ òîëüêî êóëî-íîâñêèì ñëàãàåìûì, è ïîâòîðÿÿ äåéñòâèÿ, ïðåäïðèíÿòûå ïðè àíàëèçå óðàâ-íåíèÿ Äèðàêà â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìû ïðèäåì ê ïðîáëåìå ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé ãàìèëüòîíèàíà

H′=




V (σ2,p2) (σ1,p1) 0
λV − 2 0 λ(σ1,p1)

λV − 2 λ(σ2,p2)
· · · λ2V − 4λ


ñ ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé

S =




1

λ
λ
λ2


ãäå, êàê è ïðåæäå, λ = c−2. Êàê H′, òàê è S èìåþò õîðîøî îïðåäåëåííûéíåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë; â îòëè÷èå îäíîýëåêòðîííîãî ñëó÷àÿ, â íèõ ïîÿâëÿ-þòñÿ ñëàãàåìûå, êâàäðàòè÷íûå ïî λ:

H′ = H′
0 + λH′

1 + λ2 H′
2

H′
0 =




V (σ2,p2) (σ1,p1) 0

−2 0 0
−2 0

· · · 0



, H′

1 =




0 0 0 0

V 0 (σ1,p1)
V (σ2,p2)

· · · −4



,

H′
2 =




0 0 0 0
0 0 0

0 0
· · · V



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S = S0 + λS1 + λ2 S2 =




1
0

0

0




+ λ




0
1

1

0




+ λ2




0
0

0

1


Â ñâÿçè ñ ýòèì óðàâíåíèå äëÿ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé âîëíîâîé �óíêöèè è ýíåð-ãèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ

(H′
0 + λH′

1 + λH′
2) (Ψ′

0 + λΨ′
1 + . . .)

= (E0 + λE1 + . . .)
(
S0 + λS1 + λ2 S2

)
(Ψ′

0 + λΨ′
1 + . . .)íåñêîëüêî áîëåå çàòåéëèâî, ÷åì åãî îäíî÷àñòè÷íûé àíàëîã (2.13); âïðî÷åì,íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ îñëîæíåíèé ýòî íå âûçûâàåò. Òðåáîâàíèå âûïîë-íåíèÿ ðàâåíñòâà ïðè λ = 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ëåâè-Ëåáëîíà, �îðìàëüíîñîâïàäàþùåìó ñ (2.5); â ðàçâåðíóòîé �îðìå îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê






V ψ′
0LL + (σ2,p2)ψ

′
0LS + (σ1,p1)ψ

′
0SL = E0ψ

′
0LL

(σ2,p2)ψ
′
0LL − 2ψ′

0LS = 0
(σ1,p1)ψ

′
0LL − 2ψ′

0SL = 0
(3.8)Èñêëþ÷åíèå ψ′

0LS è ψ′
0SL èç óðàâíåíèé (3.8), êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðèâî-äèò ê îáû÷íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà äëÿ ψ′

0LL. Îòìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòà
ψ′

0SS â (3.8) âîîáùå íå �èãóðèðóåò.Ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè òàêæå �îðìàëüíîàíàëîãè÷íî ïîëó÷åííîìó â ïðåäûäóùåé ãëàâå (2.15) è ìîæåò áûòü çàïèñàíî÷åðåç êîìïîíåíòû
E1 = 〈Ψ′

0 |H1 −E0S1|Ψ′
0〉

=

〈

Ψ′
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0
0 V −E0 0 (σ1,p1)

0 0 V −E0 (σ2,p2)
0 (σ1,p1) (σ2,p2) −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ψ′
0

〉

= 〈ψ′
0LS |V −E0|ψ′

0LS〉 + 〈ψ′
0SL |V −E0|ψ′

0SL〉
+ 〈ψ′

0LS |(σ1,p1)|ψ′
0SS〉 + 〈ψ′

0SS |(σ1,p1)|ψ′
0LS〉

+ 〈ψ′
0SL |(σ2,p2)|ψ′

0SS〉 + 〈ψ′
0SS |(σ2,p2)|ψ′

0SL〉 − 4 〈ψ′
0SS|ψ′

0SS〉



34 �ËÀÂÀ 3. ÌÍÎ�ÎÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛÏîñëå äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ, íî â ïðèíöèïå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé(åäèíñòâåííûé ìîìåíò, êîòîðûé ñòîèò îòìåòèòü: �óíêöèÿ ψ′
0SS

ψ′
0SS =

1

2
(σ2,p2)ψ

′
0SL =

1

2
(σ1,p1)ψ

′
0LS =

1

4
(σ1,p1)(σ2,p2)ψ

′
0LLîïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî λ) âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷å-ñêîé ïîïðàâêè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

E1 =
1

4
〈ψ′

0LL| (σ2,p2) (
p2

1

2
+ V −E0)(σ2,p2)

+ (σ1,p1) (
p2

2

2
+ V −E0)(σ1,p1) |ψ′

0LL〉 (3.9)Äàëåå, êàê è â îäíî÷àñòè÷íîì ñëó÷àå, ìîæíî ðàçäåëèòü çàâèñÿùèå è íå çà-âèñÿùèå îò ñïèíà ñîñòàâëÿþùèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñïèí-çàâèñèìûå âå-ëè÷èíû, âîçíèêàþùèå èç-çà íàëè÷èÿ ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.Îïåðàòîð (σ1,p1)V (σ1,p1) ñîäåðæèò êîìïîíåíòó
(σ1,p1)

1

r12
(σ1,p1) =

1

r12
p2

1 − i((∇1
1

r12
),p1) + (σ1, (∇1

1

r12
) × p1)(ñðàâíèòå ñ (2.17)). Ïîñêîëüêó (∇1

1

r12
) = −r1 − r2

r3
12

, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìî-æåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê
− 1

r3
12

(σ1, (r1 − r2) × p1) = − 2

r3
12

(s1, l12)ãäå l12 � óãëîâîé ìîìåíò ïåðâîãî ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî âòîðîãî. Íà-ëè÷èå òàêèõ ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äâóõýëåêòðîííûõ âêëàäîâ âýíåðãèþ ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ
〈

ψ0LL

∣∣∣∣∣
1

r3
12

((s1, l12) + (s2, l21))

∣∣∣∣∣ψ0LL

〉

.Çàäà÷à. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íå çàâèñÿùåé îò ñïèíà ÷àñòèïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè äâóõýëåêòðîííîãî àòîìíîãîèîíà ñ òî÷å÷íûì ÿäðîì.



35Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî èçìåíåíèå ìåòðèêè ïî �óòêîâñêîìó -Êóòöåëüíèããó ïðèâîäèò îïåðàòîð ìàãíèòíîãî ìåæýëåêòðîííîãîâçàèìîäåéñòâèÿ gG
12 ê âèäó
λ




0 0 0 b

0 0 b 0
0 b 0 0
b 0 0 0



, b = −(σ1,σ2)

r12è íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âêëàäà â ïîïðàâêó E1.



�ëàâà 4�åëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåòðèÿÑâîéñòâà ñèììåòðèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ è âîëíîâûõ�óíêöèé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé èíûå, ÷åì ó èõ íåðåëÿòèâèñòñêèõàíàëîãîâ, è èõ íå óäàåòñÿ îïèñàòü èñêëþ÷èòåëüíî â òåðìèíàõ ëèíåé-íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïå-ðåñòàíîâîê ÷àñòèö. Êàê ïðàâèëî, ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåòðèÿ çíà÷è-òåëüíî íèæå; ÷àñòî ïðèõîäèñÿ ãîâîðèòü î ðàñùåïëåíèè âûðîæäåí-íûõ óðîâíåé ýíåðãèè èëè ñíÿòèè ñèììåòðèéíûõ çàïðåòîâ (ïðàâèëîòáîðà) íà ïðîòåêàíèå ïðîöåññîâ, îáóñëîâëåííîì ðåëÿòèâèñòñêèìèý��åêòàìè.Îáðàùåíèå âðåìåíè. Àíòèóíèòàðíûå îïåðàòîðû. Ïðè èçìåíåíèèíàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ âðåìåíè ïîëîæåíèå ÷àñòèö íå ìåíÿåòñÿ, à íàïðàâëåíèåëþáîãî äâèæåíèÿ äîëæíî èçìåíèòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîìåíÿåòñÿ çíàê êàê èìïóëüñîâ, òàê è óãëîâûõ ìîìåíòîâ (ïðîñòðàíñòâåííîãî èñïèíîâîãî):
r =⇒ r

p =⇒ −p

l =⇒ −l

s =⇒ −s (4.1)Îòîæäåñòâëÿÿ ñïèí ñ σ/2, íåìåäëåííî óáåæäàåìñÿ â èíâàðèàíòíîñòè äè-ðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ÷àñòèöû â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ(1.12) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (4.1).Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè Ktr â ÿâíîì âèäå,îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Åñëè ìû ïîëüçóåìñÿ øðåäèíãåðîâ-36



37ñêèì ïðåäñòàâëåíèåì âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé � âîëíîâûìè �óíêöèÿìè êîîðäè-íàò, òî îïåðàòîð êîîðäèíàòû äåéñòâèòåëåí, à îïåðàòîðû èìïóëüñà (−i∇) èóãëîâîãî ìîìåíòà (−ir × ∇) ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Ìíèìîé ÿâëÿåòñÿòàêæå ìàòðèöà Ïàóëè σy = 2sy, òîãäà êàê σx è σz äåéñòâèòåëüíû. Ñîîòâåò-ñòâåííî îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ K : KΨ = Ψ∗ ïðåîáðàçóåò p â
−p, l â −l è sy â −sy, îäíàêî íå èçìåíÿåò çíàê sx è sz.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàòîðà îáðàùåíèÿ âðåìåíè îñòàåòñÿ ëèøü äîïîëíèòüîïåðàöèþ K �îïðîêèäûâàíèåì� êîìïîíåíò ñïèíà sx, sz. Òàêóþ ðîëü ìîãëîáû ñûãðàòü ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ìàòðèöû σy:

σyσxσ
−1
y = σyσxσy = iσyσz = −σx(àíàëîãè÷íî äëÿ σz). Íåóäîáíî, ÷òî â âûáðàííîì íàìè ïðåäñòàâëåíèè ìàò-ðèöà σy ìíèìàÿ è ïîýòîìó íå êîììóòèðóåò ñ K. Äîìíîæèì åå íà i; äåéñòâè-òåëüíàÿ ìàòðèöà
iσy =


 0 1

−1 0


ñòîëü æå õîðîøî ñïðàâëÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì çíàêà sx è sz.Èòàê, â êà÷åñòâå îïåðàòîðà îáðàùåíèÿ âðåìåíè áóäåì èñïîëüçîâàòü

Ktr = iσyK.

Ktr îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ, è ìû ïîä-ðàçóìåâàåì, ÷òî iσy îäèíàêîâî äåéñòâóåò íà ìàëóþ è áîëüøóþ êîìïîíåíòó �òî÷íåå áûëî áû ïèñàòü
Ktr =



 iσy 0
0 iσy



K.Îïåðàòîðû K è Ktr íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè; äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåê-íûõ ÷èñåë cµ, cν âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, îòëè÷íûå îò óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè:
K(cµΨµ + cνΨν) = c∗µKΨµ + c∗νKΨν; Ktr(cµΨµ + cνΨν) = c∗µKtrΨµ + c∗νKtrΨν(îïåðàòîðû ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè îáû÷íî íàçûâàþò àíòèëèíåéíûìè).Êðîìå òîãî,K ÿâëÿåòñÿ àíòèóíèòàðíûì îïåðàòîðîì, òî åñòü àíòèëèíåéíûìîïåðàòîðîì, íå èçìåíÿþùèì àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèéâåêòîðîâ:

〈KΨµ|KΨν〉 = 〈Ψµ|Ψν〉∗ −→ | 〈KΨµ|KΨν〉 | = | 〈Ψµ|Ψν〉 |Ýòî âåðíî è äëÿ Ktr (äîïîëíèòåëüíîå äåéñòâèå óíèòàðíûì îïåðàòîðîì iσy íåèçìåíèò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ).



38 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�ÈßÒåîðåìà Êðàìåðñà. Ó îïåðàòîðà îáðàùåíèÿ âðåìåíè Ktr íåò ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî
K2

tr = iσyK(iσy)K = (iσy)
2K2 = −1 (4.2)(ìû ó÷ëè äåéñòâèòåëüíîñòü iσy), è äîïóñòèì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ Φýòîãî îïåðàòîðà

KtrΦ = kΦ,ãäå k � ÷èñëî, ñóùåñòâóåò. Òîãäà
K2

trΦ = KtrkΦ = k∗KtrΦ = k∗kΦòî åñòü Φ äîëæíà áûòü ñîáñòâåííîé �óíêöèåé K2
tr ñ íåîòðèöàòåëüíûì ñîá-ñòâåííûì çíà÷åíèåì k∗k = |k|2. Â òî æå âðåìÿ ñîãëàñíî (4.2) K2

trΨ = −Ψ;ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.Ïóñòü Ψ � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà HD, òîãäà
KtrΨ � òàêæå ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ HD ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì,íàâåðíÿêà îòëè÷íàÿ îò Ψ (èíà÷å îíà áûëà áû ñîáñòâåííîé �óíêöèåé Ktr).Çíà÷èò, êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå HD ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû âûðîæ-äåíî (òåîðåìà Êðàìåðñà); ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψ è KtrΨ íàçûâàþò êðàìåð-ñîâñêîé ïàðîé.Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé çàäà÷è î ñòàöè-îíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîíà â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íîòàì òåîðåìà Êðàìåðñà ñâîäèòñÿ ê êîíñòàòàöèè î÷åâèäíîãî �àêòà âûðîæäå-íèÿ ñîñòîÿíèé, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî îðèåíòàöèåé ñïèíà.Â ñëó÷àå n-ýëåêòðîííîé ñèñòåìû âKtr äîëæíû âõîäèòü n îïåðàòîðîâ îïðî-êèäûâàíèÿ x è z êîìïîíåíò îäíîýëåêòðîííûõ ñïèíîâ iσyj, j = 1, ..., n. Ïî-ñêîëüêó îïåðàòîðû ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (3.3�3.5) íå ñîäåðæàòñëàãàåìûõ íå÷åòíûõ ñóììàðíûõ ñòåïåíåé ïî αj (à, çíà÷èò, è ïî σj), ìíîãî-ýëåêòðîííûé ãàìèëüòîíèàí â öåëîì èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Ktr. Êàæäûéîïåðàòîð iσyj âíîñèò ìíîæèòåëü (−1) â âåëè÷èíó êâàäðàòà ìíîãîýëåêòðîí-íîãî îïåðàòîðà îáðàùåíèÿ âðåìåíè, òî åñòü

K2
tr =





1 äëÿ ÷åòíûõ n

−1 äëÿ íå÷åòíûõ n.Ïîýòîìó òåîðåìà Êðàìåðñà áóäåò ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëàýëåêòðîíîâ.



39Äëÿ ñèñòåì áåññïèíîâûõ ÷àñòèö â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè îïå-ðàòîðîì îáðàùåíèÿ âðåìåíè â øðåäèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñëó-æèò ïðîñòî îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ K, êîòîðàÿ, î÷åâèä-íî, èìååò ñîáñòâåííûå �óíêöèè (â òîì ÷èñëå ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå�óíêöèè) è àíàëèç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè íåîáÿçàí ïðèâîäèòü ê íåòðèâèàëüíûì óòâåðæäåíèÿì î ðåøåíèÿõ ñòàöè-îíàðíîé çàäà÷è.
Ïðîñòðàíñòâåííàÿ èíâåðñèÿ. Ïðè ýòîé îïåðàöèè (îáîçíà÷èì åå P0)ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå çíàêà ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, à óã-ëîâûå ìîìåíòû íå ìåíÿþòñÿ:

r =⇒ −r

p =⇒ −p

l =⇒ l

s =⇒ sÅñëè ïîòåíöèàë ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè (V (r) = V (−r)), íåðå-ëÿòèâèñòñêèé îäíîýëåêòðîííûé ãàìèëüòîíèàí êîììóòèðóåò ñ P0 è åãî ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè ëèáî ïîëíîñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî P0 (÷åòíû, P0ψ =
ψ), ëèáî àíòèñèììåòðè÷íû (íå÷åòíû, P0ψ = −ψ). Äèðàêîâñêèé ãàìèëüòî-íèàí íåèíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè êàê òàêîâîé(äèàãîíàëüíûå áëîêè (1.11) ÷åòíû, à âíåäèàãîíàëüíûå � íå÷åòíû). Àíàëèçóðàâíåíèé äëÿ áîëüøîé è ìàëîé êîìïîíåíò






V ψL + (σ,p) ψS = EψL÷åòí. íå÷åòí.
(σ,p) ψL + (V − 2c2)ψS = EψSíå÷åòí. ÷åòí.íåìåäëåííî ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ψL ÷åòíà, òî ψS äîëæíà áûòü íå÷åòíîéè íàîáîðîò. Îäíàêî HD èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîëíîé èíâåðñèè P �ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè è èçìåíåíèÿ çíàêà ìàëîé êîìïîíåíòû:

P = P0β



40 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�Èßà åãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñèììåòðè÷íû (÷åòíû) ëèáî àíòèñèììåòðè÷íû(íå÷åòíû) îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè. ×åòíîñòü áèñïèíîðà îòíîñèòåëüíîïîëíîé èíâåðñèè ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ áîëüøîé êîìïîíåíòû îòíîñèòåëüíîïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè.Â ïðèíöèïå íåòðèâèàëüíûì ïîâåäåíèåì ïðè ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåð-ñèè ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñïèíîâûå �óíêöèè, îäíàêî ïðè áëèæàé-øåì ðàññìîòðåíèè âîïðîñ îá èõ ÷åòíîñòè îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîïðàçäíûì. ×åòíîñòü îäíîýëåêòðîííûõ �óíêöèé �ñïèí ââåðõ� è �ñïèíâíèç� îäèíàêîâà (îíè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì ÷åòíûõîïåðàòîðîâ � ñ�åðè÷åñêèõ êîìïîíåíò ñïèíà s+ è s−). Êàêîâà áû îíàíè áûëà, âêëàä ñïèíîâûõ �óíêöèé â ÷åòíîñòü ëþáûõ ñîñòîÿíèé îïðåäå-ëÿåòñÿ òîëüêî îáùèì ÷èñëîì ñïèíîâûõ ñîìíîæèòåëåé (òî åñòü ÷èñëîìýëåêòðîíîâ) è íå ìîæåò îêàçàòü âëèÿíèÿ íè íà êàêèå ïðàâèëà îòáîðàâ ïðîöåññàõ áåç èçìåíåíèÿ ýòîãî ÷èñëà; äðóãèå ïðîöåññû ìû è íå ðàñ-ñìàòðèâàåì.
Ïðîñòðàíñòâåííûå âðàùåíèÿ. Îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî óãëîâîãîìîìåíòà l, òî åñòü ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-íûõ �óíêöèé ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòàõ âîêðóã òðåõ âçàèìíî ïåðïåí-äèêóëÿðíûõ îñåé, íå êîììóòèðóåò ñ äèðàêîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì äàæå âòîì ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí. Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíûåêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [η, pη′] = iδηη′, η, η′ = x, y, z, íàõîäèì

[lz, αxpx] = [xpy, αxpx] − [ypx, αxpx]︸ ︷︷ ︸
=0

= iαxpy

[lz, αypy] = −iαypx

[lz, αzpz] = 0,òî åñòü
[lz, (α,p)] = i(αxpy − αypx). (4.3)Ñïèíîâûé óãëîâîé ìîìåíò òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ:

[sz, αxpx] =
1

2







σz 0
0 σz



 ,



 0 σx

σx 0







 px =
1

2



 0 [σz, σx]
[σz, σx] 0



 px
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= i



 0 σy

σy 0



 px = iαypx

[sz, αypy] = −iαxpy

[sz, αzpz] = 0,èëè
[sz, (α,p)] = −i(αxpy − αypx) = − [lz, (α,p)] . (4.4)Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò l è s. Ñîïî-ñòàâëåíèå (4.3) è (4.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ (α,p) êîììóòèðóþò âñå êîìïîíåíòûîïåðàòîðà ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà

j = (jx, jy, jz) = l + s,èíà÷å ãîâîðÿ, èìåííî ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ jx, jy, jz àññîöèèðóåòñÿ ñáåñêîíå÷íî ìàëûìè ïîâîðîòàìè è îáðàçóåò àëãåáðó ñèììåòðèè óðàâíåíèÿÄèðàêà ñî ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû lè s êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî
[jx, jy] = ijz, [jz, jx] = ijy, [jy, jz] = ijxè ðå÷ü èäåò îá îáû÷íîé àëãåáðå óãëîâûõ ìîìåíòîâ.Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðîâ j2 è jz
j2Ψjm = j(j + 1)Ψjm, jzΨ

jm = mΨjmñ m = −j,−j+1, . . . , j ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ jx è jy, ñìåøèâà-þòñÿ, ïðè÷åì íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü íåòðèâèàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâîðàñòÿãèâàåìîãî èìè (2j + 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå áûëî áûèíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ âñåõ êîìïîíåíò îïåðàòîðà j. Èíû-ìè ñëîâàìè, �óíêöèè {Ψjm} ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì j îáðàçóþòáàçèñ (2j+1)-ìåðíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ñèììåò-ðèè.Òåïåðü, êîãäà íàì èçâåñòíà àëãåáðà ñèììåòðèè � îïåðàòîðû áåñêîíå÷íîìàëûõ ïîâîðîòîâ � ìîæíî ïîñòðîèòü ýëåìåíòû ãðóïïû ñèììåòðèè, òî åñòüîïåðàòîðû êîíå÷íûõ ïîâîðîòîâ. Äëÿ ïîâîðîòà íà óãîë θ âîêðóã îñè ñ íàïðàâ-ëÿþùèì åäèíè÷íûì âåêòîðîì n òàêîé îïåðàòîð çàïèøåòñÿ êàê
gn,θ = eiθ(n,j)



42 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�ÈßÂ ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîð n íàïðàâëåí âäîëü îñè z, òî gn, θ = eiθjz .Áàçèñ (2j+1)-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ñèììåòðèè � �óíêöèè Ψjmñm = −j,−j+1, . . . , j � ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçèñîì íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè. Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèé Ψjm ïðè ïðîñòðàí-ñòâåííûõ âðàùåíèÿõ ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
T (g)Ψjm =

∑

m′

Ψjm′

Dj
m′m(g)Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Dj

m′m(g) êàê �óíêöèè ïàðàìåòðîâ ïîâîðîòà (n, θ èëèóãëîâ Ýéëåðà) íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Âèãíåðà. Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ýòèõ�óíêöèé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè g � ïîâîðîò âîêðóã îñè z:
Dj

m′m(gz, θ) = δm′me
−imθ.

Òåîðèÿ ãðóïï Ëè ãîâîðèò íàì, ÷òî îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò àëãåáðû ìà-ëûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê ãðóïïå êîíå÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, âîîáùå ãîâî-ðÿ, îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Â ÷àñòíîñòè, àëãåáðå óãëîâûõ ìîìåíòîâñîîòâåòñòâóåò êàê ãðóïïà âðàùåíèé â òðåõìåðíîì äåéñòâèòåëüíîì ïðî-ñòðàíñòâå, èëè ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö 3 × 3 ñåäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì, îáû÷íî îáîçíà÷àåìàÿ êàê SO(3, R), òàê èãðóïïà êîìïëåêñíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö 2×2 ñ äåòåðìèíàíòîì, ðàâíûìåäèíèöå, � SU(2). Â íàøåì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ âòîðàÿ âîçìîæíîñòü,ïîñêîëüêó ó ãðóïïû òðåõìåðíûõ âðàùåíèé, â îòëè÷èå îò SU(2), íåò èñ-òèííûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷åòíûõ ðàçìåðíîñòåé, êîòîðûåäîëæíû áû ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëóöåëûì çíà÷åíèÿì j.
Ñ�åðè÷åñêèå ñïèíîðû. �àçëîæèì áîëüøóþ êîìïîíåíòó âîëíîâîé�óíêöèè ýëåêòðîíà â ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå ñ ÷åòíîñòüþ κ,îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà j è åãî ïðîåêöèåé íà îñü

z, ðàâíîé m, ïî áàçèñó ñïèíîâûõ �óíêöèé:
ψκjm

L = fκjm
↑



 1
0



 + fκjm
↓



 0
1



 ,



43è ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâåííûå �óíêöèè f↑ è f↓ â âèäå ðàçëîæå-íèé ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì. Ïîñêîëüêó óãëîâûå ìîìåíòû ñêëàäûâàþòñÿâåêòîðíî, à èõ ïðîåêöèè � êàê ñêàëÿðû, âåëè÷èíà fκjm
↑ ïðîïîðöèîíàëüíà

• ëèáî Yl=j−1/2, ml=m−1/2,
• ëèáî Yl=j+1/2, ml=m−1/2(íî íå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ïîñêîëüêó ýòè äâå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêèèìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü!) Âåëè÷èíó l ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê èíäåêñ ÷åòíî-ñòè âìåñòî κ; ÷åòíîñòü áîëüøîé êîìïîíåíòû ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ l.Ôóíêöèþ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà j è åãî ïðî-åêöèèm ìîæíî ïîñòðîèòü èç �óíêöèé ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì l (ñ�åðè÷å-ñêèõ ãàðìîíèê) è s: | s =1/2, ms =1/2

〉
≡


 1
0



 è | s =1/2, ms = −1/2
〉
≡


 0
1



ïðè ïîìîùè �îðìóëû âåêòîðíîãî ñëîæåíèÿ óãëîâûõ ìîìåíòîâ:
Yljm =

∑

ms, ml :
ms+ml =m

〈
l s
ml ms

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Ylml
| s ms〉

=

〈
l 1/2

m−1/2
1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl (m−1/2)


 1

0




+

〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl (m+1/2)


 0

1




=




〈
l 1/2

m−1/2
1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl (m−1/2)

〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl (m+1/2)




(4.5)
ãäå 〈

l s
ml ms

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉 � êîý��èöèåíòû Êëåáøà��îðäàíà (ñóììà ñâîäèòñÿ êäâóì ñëàãàåìûì). Âåëè÷èíà Yljm, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõ-êîìïîíåíòíóþ �óíêöèþ óãëîâûõ ïåðåìåííûõ ëèáî êàê îáû÷íóþ �óíêöèþóãëîâûõ è ñïèíîâîé ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ñïèíîðîì.Âûðàæåíèå (4.5) åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî �àçû. Îòñþäà ìû äåëàåì âû-âîä, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè r �óíêöèè f ljm
↑ è f ljm

↓ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé, ïðîïîðöèîíàëüíûõ êîý��èöèåíòàì



44 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�ÈßÊëåáøà��îðäàíà 〈 l 1/2
m−1/2

1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉 è 〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉 ñîîòâåòñòâåííî è
ψljm

L = φlj
L(r)YljmÀíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ìàëîé êîìïîíåíòû. Íåîáõîäèìîëèøü ïîìíèòü, ÷òî ÷åòíîñòü ìàëîé êîìïîíåíòû îòëè÷àåòñÿ îò ÷åòíîñòè áîëü-øîé; åñëè óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü ψL îïèñûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ñïèíîðîì ñ

l = j + 1/2, òî äëÿ ψS îðáèòàëüíûé èíäåêñ ðàâåí j − 1/2 è íàîáîðîò. Ââîäÿîáîçíà÷åíèå l = 2j − l, âîëíîâóþ �óíêöèþ ýëåêòðîíà â ñ�åðè÷åñêè ñèììåò-ðè÷íîì ïîòåíöèàëå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Ψljm =



 φlj
L(r)Yljm

φlj
S (r)Yljm



 =




φlj
L(r)

〈
l 1/2

m−1/2
1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl,m−1/2

φlj
L(r)

〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl,m+1/2

φlj
S (r)

〈
l 1/2

m−1/2
1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl,m−1/2

φlj
S (r)

〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

Yl,m+1/2




(4.6)
Ïðèâåäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íåîáõîäèìûõ êîý��èöèåíòîâÊëåáøà��îðäàíà; ïîñêîëüêó çíà÷åíèå îäíîãî èç ñêëàäûâàåìûõ óãëî-âûõ ìîìåíòîâ ðàâíî 1/2, îíè äîñòàòî÷íî ïðîñòû.

j= l+1/2 :

〈
l 1/2

m−1/2
1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

=

√√√√j +m

2j
,

〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

=

√√√√j −m

2j

j= l−1/2 :

〈
l 1/2

m−1/2
1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

=−
√√√√j+1−m

2j+2
,

〈
l 1/2

m+1/2 −1/2

∣∣∣∣∣∣
j
m

〉

=

√√√√j+1+m

2j+2

Ïðèìåð: íå÷åòíîå ñîñòîÿíèå âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìíîãî èîíà ñ j = 3/2.Íå÷åòíîñòü îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ l = 1, l = 2; äëÿ êîìïîíåíòû m = 3/2ïîëó÷àåì âûðàæåíèå



45
Ψl=1,j=3/2,m=3/2 =


 φLY1, 3/2, 3/2

φSY2, 3/2, 3/2


 =




φLY11

0

−
√

1/5φSY21√
4/5φSY22




Äâîéíûå ãðóïïû. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå êâàíòî-âîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ãðóïïû ñèììåòðèè G = {gk} â ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèéïðîñòðàíñòâà âîëíîâûõ �óíêöèé {T (gk)} (ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ñèììåòðèè)äîëæíî ñîõðàíÿòü ãðóïïîâîé çàêîí êîìïîçèöèè òàêæå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-æèòåëÿ:
T (gk)T (gl) = ω(gk, gl)T (gkgl),ãäå {ω(gk, gl)} � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîåê-òèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì, à ÷èñëà {ω(gk, gl)} � ìóëüòèïëèêàòîðàìè ýòî-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ {T (gk)}, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííûìèâðàùåíèÿìè è îòðàæåíèÿìè, ìîæíî ñ÷èòàòü óíèòàðíûìè (íàïîìíèì, ÷òî ïðèðàññìîòðåíèè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè âîçíèêàëè àíòè-óíèòàðíûå îïåðàòîðû), à ìóëüòèïëèêàòîðû � ðàâíûìè åäèíèöå ïî àáñîëþò-íîé âåëè÷èíå. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ïðîåêòèâíîãî ïðåäñòàâ-ëåíèÿ åäèíè÷íû, ìû ïðèõîäèì ê îáû÷íîìó ëèíåéíîìó (âåêòîðíîìó) ïðåä-ñòàâëåíèþ.Èòàê, êîððåêòíàÿ òðàêòîâêà ñèììåòðèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìûïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå è àíàëèç èìåííî ïðîåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â òîæå âðåìÿ ðàáîòàòü ñ âåêòîðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êóäà ïðèÿòíåå, ÷åì ñ ïðî-åêòèâíûìè � äëÿ íèõ èçâåñòíî ìíîãî ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé è ðàçðàáîòàíìîùíûé àïïàðàò, îòêàçûâàòüñÿ îò êîòîðîãî æàëü. Ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü,îïðåäåëèâ íîâóþ �ãðóïïó ñèììåòðèè� G � äâîéíóþ ãðóïïó � òàêèì îáðàçîì,÷òîáû ïðîåêòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ G ñîâïàëè ñ ëèíåéíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè

G. Îáðàòèâøèñü ê òàáëèöàì ïðåîáðàçîâàíèé �óíêöèé ñ ïîëóöåëûì óãëîâûììîìåíòîì ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèÿõ, ìû óâèäèì, ÷òî äâóêðàòíûéïîâîðîò íà óãîë π âîêðóã îñè z (C2(z)
2), òî åñòü îïåðàöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ âãðóïïå âðàùåíèé SO(3, R) ñ òîæäåñòâåííîé, ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà



46 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�Èßâîëíîâîé �óíêöèè:
T (C2(z))T (C2(z)) = −1 = (−1) · T (C2(z)C2(z)),èíûìè ñëîâàìè, ω(C2(z), C2(z)) = −1. ×òîáû íå ââîäèòü íååäèíè÷íûé ìóëü-òèïëèêàòîð, â äâîéíîé ãðóïïå SO(3, R) îïåðàöèÿ C2(z)

2 (ïîâîðîò íà 2π)äîëæíà îòëè÷àòüñÿ îò åäèíè÷íîé; ëèøü C2(z)
4 = I. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëå-òâîðÿåò ãðóïïà, èçîìîð�íàÿ ãðóïïå êîìïëåêñíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö 2× 2 ñåäèíè÷íûìè îïðåäåëèòåëÿìè � SU(2).Òî÷å÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóë ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû

SO(3, R)⊗Ci ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïðîáëåìû, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ äâîéíûõ ãðóïïàõ � ïîäãðóïïàõ SO(3, R) ⊗ Ci = SU(2) ⊗ Ci � ïîâîðîòíà óãîë 2π (îáû÷íî îáîçíà÷àåìûé I) òàêæå äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îò-ëè÷íûé îò I. Êàê è â SU(2), òàêîé ïîâîðîò äîëæåí êîììóòèðîâàòü ñî âñåìèîïåðàöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè.Äâîéíàÿ ãðóïïà C2v. Òî÷å÷íàÿ ãðóïïà C2v âêëþ÷àåò 4 ýëåìåíòà (I,
C2(z), σv = σ(yz) è σv′ = σ(xz)) è ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé; êâàäðàòû âñåõ ååýëåìåíòîâ åäèíè÷íû, à êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîâ-ïàäàåò ñ îñòàâøèìñÿ íååäèíè÷íûì ýëåìåíòîì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíò
C2

2 = I êàê îòëè÷íûé îò åäèíè÷íîãî. Õîòÿ ìû ïîëàãàåì, ÷òî îí êîììóòè-ðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû, òàáëèöà óìíîæåíèÿ äâîéíîé ãðóïïû C2váóäåò ñîâåðøåííî èíîé, ÷åì äëÿ C2v:
• ïîñêîëüêó îïåðàöèè îòðàæåíèÿ ñóòü ïðîèçâåäåíèÿ ïîâîðîòà íà óãîë πâîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè (C2(x) ëèáî C2(y)),è èíâåðñèè P , êâàäðàò ëþáîé èç íèõ íå ðàâåí I:

σv
2 = (C2(x)P)2 = I, σ 2

v′ = I,

• ïîâîðîò âîêðóã îñè ñèììåòðèè íà óãîë −π (èëè 3π) íå ñîâïàäàåò ñ C2(z):
C2(z)

3 = C2(z)IÏîñêîëüêó ïðè îòðàæåíèè â ïëîñêîñòè xz èëè yz ïîâîðîò íà óãîë πïåðåõîäèò â ïîâîðîò íà óãîë −π, C2(z) íå êîììóòèðóåò ñ σv è σv′:
σvC2(z)σ

−1
v = IC2(z), σv′C2(z)σ

−1
v′ = IC2(z)Èíûìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû C2(z) è C2(z)I ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè. Àíà-ëîãè÷íî ïîâîðîò C2(z) ïðåîáðàçóåò σv â σvI è σv′ â σv′I.



47Èòàê, ãðóïïà C2v, â îòëè÷èå îò C2v, íåàáåëåâà è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìíîãî-ìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàáîð íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèéäâîéíîé ãðóïïû G âêëþ÷àåò
• ïðåäñòàâëåíèÿ, �àêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè èñõîäíîéãðóïïû G (ýëåìåíòó I ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçî-âàíèå T (I), è T (gI) = T (g) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g, ïðèíàäëåæàùèõ G) èîáû÷íî íàçûâàåìûå áîçîííûìè. Òàêîâû âñå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿãðóïïû C2v (ñì. òàáëèöó õàðàêòåðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé),
• ñïåöè�è÷åñêèå �åðìèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äåéñòâèå T (I)ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ çíàêà âåêòîðîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Èìåííî ïîòàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì äîëæíû ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ðåøåíèÿ îäíîýëåê-òðîííîé ñòàöèîíàðíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ïðîáëåìû. Äëÿ ãðóïïû C2v èìå-åòñÿ òîëüêî îäíî �åðìèîííîå ïðåäñòàâëåíèå E.Õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû C2v.Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

T I I
C2

C2I
σv

σvI
σv′

σv′I

A1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 −1 −1
B1 1 1 −1 −1 1
B2 1 1 −1 1 −1
E 2 −2 0 0 0

Ñèììåòðèÿ ìíîãîýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Ïîñêîëüêóäëÿ îäíîýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî �åðìèîííûåïðåäñòàâëåíèÿ äâîéíûõ ãðóïï, äåéñòâèå îïåðàöèè I íà ëþáóþ òàêóþ �óíê-öèþ ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà −1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ n-ýëåêòðîííîé âîëíî-âîé �óíêöèè T (I)Ψ = (−1)nΨ. Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåê-òðîíîâ, òî ïîä äåéñòâèåì I îíà íå ìåíÿåò çíàê è ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îäíîìó èçáîçîííûõ ïðåäñòàâëåíèé G; ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå ýëåêòðîíîâ T (I)Ψ = −Ψ è�óíêöèÿ Ψ îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç �åðìèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé G.



48 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�ÈßÍåïðåðûâíûå äâîéíûå ãðóïïû. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-ïû C∞v ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü àáñîëþòíûìè âåëè÷èíàìè ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé |m| îïåðàòîðà jz, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ äèðàêîâñêèì ãàìèëüòîíèà-íîì, åñëè ïîòåíöèàë èìååò ñèììåòðèþ C∞v. Âåëè÷èíà |m| íåïîñðåäñòâåííîèñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíäåêñàöèè ïðåäñòàâëåíèé (íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿãðóïïû C∞v ïî òðàäèöèè îáîçíà÷àþòñÿ íå ÷èñëàìè 0, 1, 2, . . ., à áóêâàìè Σ,
Π, ∆ è ò.ä. Îòëè÷èå îò íàáîðà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé îáû÷íîé òî÷å÷-íîé ãðóïïû C∞v ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ |m| ìîãóò áûòü ïîëóöåëûìè �î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ �åðìèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òîãäà êàêöåëûì |m| ñîîòâåòñòâóþò áîçîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå |m| = 0 �óíê-öèè, ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îòðàæåíèÿâ ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü ñèììåòðèè, íå ñìåøèâàþòñÿ îïåðàöèÿìèãðóïïû; äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ 0+ è
0−.Åñëè ñèñòåìà, êðîìå òîãî, ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè (òî åñòüèìååò ïðîñòðàíñòâåííóþ ñèììåòðèþD∞h), äîïîëíèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîéíåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé äâîéíîé ãðóïïû D∞h áóäåò÷åòíîñòü, îáîçíà÷àåìàÿ íèæíèì èíäåêñîì g èëè u. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæ-íûå òèïû ñèììåòðèè ñîñòîÿíèé íåéòðàëüíîé äâóõàòîìíîé ãîìîÿäåðíîé ìî-ëåêóëû � 0+

g , 0+
u , 0−g , 0−u (òàêèå ñîñòîÿíèÿ íåâûðîæäåíû), 1g, 1u, 2g, 2u è òàêäàëåå (ýòî � äâóêðàòíî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ). Ó ñîîòâåòñòâóþùåãî îä-íîçàðÿäíîãî èîíà áóäóò òîëüêî äâóêðàòíî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ � 1/2g,

1/2u, 3/2g, 3/2u, . . .Ïðàâèëà îòáîðà. Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ïåðåõîä ìåæäó ñîñòîÿíè-ÿìè Ψµ è Ψν , îòíîñÿùèìèñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì
Tµ è Tν äâîéíîé ãðóïïû ñèììåòðèè, ðàçðåøåí, åñëè ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿïðåäñòàâëåíèé

T ∗
µ × Tr × Tνãäå Tr � ïðåäñòàâëåíèå, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóåòñÿ îïåðàòîð êîîðäèíàòû,ñîäåðæèò ïîëíîñèììåòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ Tr, íåñëîæíîíàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé äëÿ ñëåäà ìàòðèöû ïîâîðîòà íà



49óãîë θ �óíêöèé ñ çàäàííûì óãëîâûì ìîìåíòîì j

χj(θ) =





sin(j + 1/2)θ
sin(θ/2)

, åñëè sin(θ/2) 6= 0

(2j + 1) cos(j + 1/2)θ
cos(θ/2)

, åñëè sin(θ/2) = 0
(4.7)äëÿ ñëó÷àÿ j = 1 (ïðîñòðàíñòâåííûé âåêòîð) è ó÷èòûâàÿ íå÷åòíîñòüîïåðàòîðà êîîðäèíàòû. Î÷åâèäíî, Tr ñîäåðæèò òîëüêî áîçîííûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ.Â íàøåì ïðèìåðå ñèñòåìû ñ ñèììåòðèåé C2v êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿïî ïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ õàðàêòåðîì

I I C2, C2I σv, σvI σv′, σv′I

Tr 3 3 -1 1 1êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ A1, B1 è B2. Íåñëîæ-íî óñòàíîâèòü, ÷òî â ìîëåêóëå ñ òî÷å÷íîé ãðóïïîé ñèììåòðèè C2v è ÷åòíûì÷èñëîì ýëåêòðîíîâ íå ðàçðåøåíû òîëüêî ïåðåõîäû òèïîâ A1 − A2 è B1 − B2(�îðìàëüíî ýòî æå ïðàâèëî îòáîðà äåéñòâóåò è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå,íî òàì èäåò ðå÷ü î òèïàõ ñèììåòðèè áåç ó÷åòà òðàíñ�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâñïèíîâûõ ÷àñòåé âîëíîâûõ �óíêöèé è åñòü äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî îòáîðàïî ñïèíó). Åñëè æå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ íå÷åòíî, âñå âîëíîâûå �óíêöèè îòíîñÿò-ñÿ ê íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ E è ïåðåõîäû ìåæäó ëþáûìè óðîâíÿìèýíåðãèè îêàçûâàþòñÿ ðàçðåøåííûìè.Ïðè ðàáîòå ñ íåïðåðûâíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèè óäîáíî îáîéòè ïðîöå-äóðó ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû â îáû÷íîìâèäå, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëàìè ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ (â ñëó÷àå ñ�åðè÷å-ñêîé ñèììåòðèè) èëè èõ ïðîåêöèé (åñëè ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíîé).Íå çàáûâàåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ðàçðåøå-íû òîëüêî ïåðåõîäû èç ÷åòíûõ ñîñòîÿíèé â íå÷åòíûå è íàîáîðîò � îïåðàòîðêîîðäèíàòû íå÷åòåí.Â ñèñòåìàõ ñ àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé êîìïîíåíòà äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñíóëåâîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà (òî åñòü íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè ñèì-ìåòðèè), î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé â ïëîñêîñòè. Ïðåä-ñòàâëåíèå Tr ðàñïàäàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
0+ è 1 (C∞v), 0+

u è 1u (D∞h).



50 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�ÈßÎòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðåõîäû 0+ − 0− â ëèíåéíûõ ìîëåêóëàõ,íåñìîòðÿ íà èõ �äîïóñòèìîñòü� ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàâèë ñëîæåíèÿ ïðîåêöèéóãëîâûõ ìîìåíòîâ, â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè âñå æå çàïðåùåíû.Êîððåëÿöèÿ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðåäåëîì. Ïóñòü ó íàñ èìååò-ñÿ ñîâîêóïíîñòü âîëíîâûõ �óíêöèé âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé íåðåëÿòèâèñò-ñêîé îäíî- èëè ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû, ðåàëèçóþùèõ ïðåäñòàâëåíèå T0òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè G è õàðàêòåðèçóþùèõñÿ çíà÷åíèåì ñïèíà s (òîåñòü èõ ñïèíîâûå ÷àñòè îòíîñÿòñÿ ê (2s+ 1)-ìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû
SU(2)). Èç ýòèõ �óíêöèé ìîæíî ïîñòðîèòü êîìáèíàöèè ïðàâèëüíîé ðåëÿ-òèâèñòñêîé ñèììåòðèè, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿìãðóïïû G. Ïîñêîëüêó T0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå áîçîííûì ïðåäñòàâëåíèåì G, çàäà÷àîïðåäåëåíèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ ñèììåòðèè ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ �óíê-öèé ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé T0 × Ts, ãäå Ts �ïðåäñòàâëåíèå G, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóåòñÿ ñïèíîâàÿ �óíêöèÿ, íà íåïðèâî-äèìûå êîìïîíåíòû. Ïîñòðîåíèå õàðàêòåðà Ts ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùèâñå òåõ æå �îðìóë (4.7), òîëüêî òåïåðü j = s è ñïèíîâûå �óíêöèè ïðèíÿòîñ÷èòàòü ÷åòíûìè îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òðèïëåòíîå ñîñòîÿíèå ìîëåêóëû ñ òî÷å÷-íîé ãðóïïîé C2v. Ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, ïî êîòîðîìó ïðåîáðàçóåòñÿ ñïè-íîâàÿ �óíêöèÿ ñ s = 1, èìååò õàðàêòåð

I I C2, C2I σv, σvI σv′, σv′I

Ts 3 3 -1 -1 -1(ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà äëÿ îòðàæåíèé â ïëîñêîñòè îòëè÷àþòñÿçíàêîì îò òåõ, ÷òî ìû èìåëè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî âåêòîðà � ýòî ñëåäñòâèå÷åòíîñòè ñïèíîâûõ âîëíîâûõ �óíêöèé îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè!) è ðàñïàäà-åòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ A2, B1 è B2. Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿíåðåëÿòèâèñòñêàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî íåïðèâîäèìîìó ïðåä-ñòàâëåíèþ A1, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåëÿòèâèñòñêèå ñîñòîÿíèÿ áóäóò îòíîñèòüñÿê òèïàì ñèììåòðèè A2, B1 è B2; àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì ïðàâèëà êîððå-ëÿöèè 3A2 −→ A1, B1, B2, 3B1 −→ A1, A2, B2, 3B2 −→ A1, A1, B1.Êàê è ïðåæäå, ñëó÷àé íåïðåðûâíûõ ãðóïï ìîëåêóëÿðíîé ñèììåòðèè öå-ëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ñïèíà íàîñü ñèììåòðèè îïðåäåëÿþò ñõåìó ïðèâåäåíèÿ Ts äëÿ ëèíåéíîé ìîëåêóëû:
Ts = 0+ (èëè 0−) ⊕ 1 ⊕ 2 ⊕ . . .⊕ |s| (÷èñëî ýëåêòðîíîâ ÷åòíî),
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Ts = 1/2 ⊕ 3/2 ⊕ . . .⊕ |s| (÷èñëî ýëåêòðîíîâ íå÷åòíî).Åñëè èìååòñÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè, ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíî ïðî-ñòàâèòü íèæíèå èíäåêñû g (ïðè èíâåðñèè çíàê ñïèíîâîé �óíêöèè íå ìå-íÿåòñÿ). Îïðåäåëåíèå ñèììåòðèè ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåíîé è ñïèíîâîé�óíêöèé ñâîäèòñÿ ê ïðîöåäóðå ñëîæåíèÿ ïðîåêöèé ìîìåíòîâ. Îñòàåòñÿ òîëü-êî âîïðîñ î ïîâåäåíèè êîìïîíåíòû ñïèíîâîé âîëíîâîé �óíêöèè ñ ms = 0 ïðèîòðàæåíèè â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îñü ìîëåêóëû. Îíî äîëæíî áûòü òàêèìæå, êàê ïðè ïîâîðîòå ìîëåêóëû íà óãîë π âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîéýòîé ïëîñêîñòè (îïÿòü-òàêè ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ñïèíîâûõ �óíêöèé îòíî-ñèòåëüíî èíâåðñèè). Èç ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèé ñ çàäàííûì çíà÷å-íèåì óãëîâîãî ìîìåíòà ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

• åñëè s ÷åòíî, òî |s,ms = 0〉 ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ 0+,
• åñëè íå÷åòíî � ïî ïðåäñòàâëåíèþ 0−.Ïðèìåð: íåðåëÿòèâèñòñêîå ñîñòîÿíèå 3Σ−

u ãîìîÿäåðíîé äâóõàòîìíîé ìîëåêó-ëû. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé �óíêöèè ïðåîáðàçóåòñÿ ïî íåïðèâîäè-ìîìó áîçîííîìó ïðåäñòàâëåíèþ 0−u ãðóïïû D∞h, ñïèíîâàÿ � ïî ïðèâîäèìîìóïðåäñòàâëåíèþ, ðàñïàäàþùåìóñÿ íà 0−g (s íå÷åòíî) è 1g. Íàõîäèì ïðàâèëàêîððåëÿöèè:
3Σ−

u −→ 0−u × (0−g ⊕ 1g) = 0+
u ⊕ 1u.Ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè. Îïèñàíèå ñâîéñòâ ñèììåòðèè ðåëÿòèâèñò-ñêîé ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåíèé äâîéíîé ãðóïïû,âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì; íå ñëåäóåò çàáûâàòü î ñèììåò-ðèè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáðàùåíèÿ âðåìåíè.Åñëè ïîòåíöèàë ïîëÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí, íå èìååò íåòðè-âèàëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè, äâîéíàÿ ãðóïïà C1 ñîñòîèòèç äâóõ êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ � I è I; âñå åå íåïðèâîäèìûåïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû. Îäíàêî ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îáðàùå-íèÿ âðåìåíè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êðàìåðñîâñêèõ ïàð � âûðîæäåíèÿ,ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèåé íå ñâÿçàííîãî.



52 �ËÀÂÀ 4. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒ�ÈßÏîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè G ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà èëè åãîìíîãîýëåêòðîííûõ àíàëîãîâ âêëþ÷àåò êàê ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äâîéíîéãðóïïû {gk} (êîòîðûå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü óíèòàðíûìè), òàê è àíòèëèíåéíûé(àíòèóíèòàðíûé) îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè Ktr. Â ãðóïïó áóäóò òàêæåâõîäèòü âñåâîçìîæíûå àíòèëèíåéíûå (àíòèóíèòàðíûå) îïåðàòîðû âèäà ak =

Ktrgk. Äâîéíàÿ ãðóïïà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé G.Åñëè ââåñòè áàçèñ {Ψµ} â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-ìû, òî ëþáîìó àíòèóíèòàðíîìó îïåðàòîðó èç G ( òàê æå, êàê è óíèòàðíîìó),ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó
T(ak) : Ψµ

ak

−→ ∑

ν
ΨνT(ak)νµ, T(gk) : Ψµ

gk

−→ ∑

ν
ΨνT(gk)νµ.Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîâîêóïíîñòü ìàò-ðèö {T(gk), T(ak)} íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïîñêîëüêóìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, íå âñåãäà áóäåòïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîìíîæèòåëÿì. Òàê, åñëè ëåâûé ñî-ìíîæèòåëü àíòèóíèòàðåí, à ïðàâûé óíèòàðåí,

akglΨ
µ = gkKtrglΨ

µ = gk

∑

ν
KtrΨ

νT(gl)νµ = gk

∑

ν
T(gl)

∗
νµKtrΨ

ν

=
∑

λν

T(gl)
∗
νµT(ak)λνΨ

λ,òî åñòü T(ak gl) = T(ak)T(gl)
∗. Ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ëåâûé ñîìíîæèòåëüóíèòàðåí, êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè îòîáðàæàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèåñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö. �îâîðÿò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìàòðèö {T(gk), T(ak)}îáðàçóåò êîïðåäñòàâëåíèå ïîëíîé ãðóïïû ñèììåòðèè G.Êîïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî, åñëè íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñíîãîíàáîðà �óíêöèé

{Ψµ} −→ {Ψ′µ =
∑

ν
ΨνUνµ}âñå åãî ìàòðèöû ìîæíî ïðèâåñòè ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó, è íåïðèâîäè-ìî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ìàòðèöû óíèòàðíûõ îïå-ðàòîðîâ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî èçâåñòíîìó ïðàâèëó T(gk) −→ U−1T(gk)U, òîãäàêàê äëÿ àíòèóíèòàðíûõ îïåðàöèé T(ak) −→ U−1T(ak)U

∗. Â ïðèíöèïå èìåííîàïïàðàò êîïðåäñòàâëåíèé ïîëíîé ãðóïïû äîëæåí èãðàòü â òåîðèè ñèììåòðèèðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì òó æå ðîëü, ÷òî è àïïàðàò ïðåäñòàâëåíèé òî÷å÷íîéãðóïïû â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå.



53Âïðî÷åì, åñëè èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïðîñòðàí-ñòâåííîé ñèììåòðèåé, àíàëèç ïîâåäåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ïî îòíîøåíèþ êïðåîáðàçîâàíèÿì äâîéíîé ãðóïïû ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðàê-òè÷åñêèõ öåëåé. Äåëî â òîì, ÷òî âîëíîâûå �óíêöèè âûðîæäåííûõ ñîñòîÿ-íèé, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè áàçèñà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ G èïåðåìåøèâàþùèåñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè îïåðàöèè äâîéíîéãðóïïû, ìîãóò áûòü òàêæå êîìïîíåíòàìè êðàìåðñîâñêèõ ïàð è ïåðåõîäèòüäðóã â äðóãà ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè. Òàê, êðàìåðñîâñêèå ïàðû îáðàçóþòâûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîé ìîëåêóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíîìóíåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ çàäàííûì ïîëóöåëûì çíà÷åíèåì |m|. Äðó-ãîé ïðèìåð êðàìåðñîâñêîé ïàðû ïîäîáíîãî òèïà � ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ òî-÷å÷íîé ãðóïïîé ñèììåòðèè C2v, âîëíîâûå �óíêöèè êîòîðûõ ïðåîáðàçóþòñÿïî äâóìåðíîì �åðìèîííîìó ïðåäñòàâëåíèþ E äâîéíîé ãðóïïû C2v.



�ëàâà 5Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿóðàâíåíèé Äèðàêà�Êóëîíà (Áðåéòà)
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãà-ìèëüòîíèàíîì Äèðàêà�Êóëîíà èëè Äèðàêà�Êóëîíà�Áðåéòà ìîæåòïîñëóæèòü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðûìîëåêóë èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íàïîìèíàþò ïðèâû÷íûå íåýìïèðè÷åñêèå ìå-òîäû íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê ìîëåêóë; ìûáóäåì îáíàðóæèâàòü ïàðàëëåëè è îáñóæäàòü îòëè÷èÿ. �àññìàòðè-âàåìûå â ýòîé ãëàâå ïîäõîäû è ïðèáëèæåíèÿ îáúåäèíÿåò ïîëíîå ñî-õðàíåíèå ñïåöè�è÷åñêîé áèñïèíîðíîé ñòðóêòóðû ðåëÿòèâèñòñêèõîäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé, ÷òî ïðîäðàçóìåâàåò ðàáîòó ñáîëüøèìè è ìàëûìè êîìïîíåíòàìè ïðèìåðíî íà îäèíàêîâîì óðîâíåòî÷íîñòè; â ñâÿçè ñ ýòèì çà íèìè çàêðåïèëîñü íàèìåíîâàíèå �÷åòû-ðåõêîìïîíåíòíûõ�.

Àëãåáðàè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâêâàíòîâîé õèìèè ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå � àïïðîêñèìàöèÿðåøåíèé ý��åêòèâíûõ îäíîýëåêòðîííûõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, óðàâíåíèéÕàðòðè�Ôîêà) ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòðîåííûõ áà-çèñíûõ �óíêöèé, ïî òðàäèöèè èìåíóåìûõ àòîìíûìè îðáèòàëÿìè (ïðèåì ÌÎËÊÀÎ). Ïîëó÷åííûå àïïðîêñèìàíòû çàòåì ìîãóò ñëóæèòü èñõîäíûì ìàòå-ðèàëîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ, ó÷èòûâàþùèõêóëîíîâñêóþ êîððåëÿöèþ ýëåêòðîíîâ.54



55Ïðÿìûì àíàëîãîì ýòîãî ïðèåìà â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ìîãëî áû áûòüïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ îäíîýëåêòðîííîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà â âèäå ëèíåéíîéêîìáèíàöèè íåêîòîðûõ áàçèñíûõ áèñïèíîðîâ {Ξk}
Ψ =

∑

k

CkΞk. (5.1)Åñëè ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèè Äèðàêà äëÿ �ýëåêòðîíà â ìîëåêóëå� â ðàìêàõêàêîãî-ëèáî âàðèàíòà ìîäåëè íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö, â êà÷åñòâå {Ξk} áûëî áûåñòåñòâåííî âçÿòü àòîìíûå áèñïèíîðû � ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîñòîÿíèÿõ �ýëåê-òðîíà â àòîìå�. Íåïðèÿòíîå îáñòîÿòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àòîìíûåñïèíîðû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿìè íå îáðàçóþò ïîëíîé ñèñòåìû; â áàçèñïðèäåòñÿ âêëþ÷àòü ðåøåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè, à âûáðàòü îãðàíè-÷åííîå ÷èñëî �ïîëåçíûõ� ðåøåíèé èç îòðèöàòåëüíîãî êîíòèíóóìà íåïðîñòî.Óäîáíåå ñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ ìàëîé è áîëüøîé êîìïîíåíò èñêîìîãî ñïèíîðàîòäåëüíî:
ψL =

∑

K

CLKξLK, ψS =
∑

k

CSkξSk (5.2)ãäå ξLK è ξSk � áàçèñíûå íàáîðû ñïèíîðîâ Ïàóëè. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, çà-�èêñèðîâàâ íàáîðû ïðîñòðàíñòâåííûõ �óíêöèé è ïðèïèñûâàÿ êàæäîé èçýòèõ �óíêöèé ñïèíîâûå ìíîæèòåëè äâóìÿ ñïîñîáàìè (�ñïèí ââåðõ� èëè �ñïèíâíèç�). Êñòàòè, ïðèìåð èç âòîðîé ãëàâû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿìàëîé è áîëüøîé êîìïîíåíò öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ðàçíûå áàçèñû �ñêàæåì, âðÿä ëè 1p-�óíêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìàëîé êîìïî-íåíòû, îñîáåííî âàæíû äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ψL. Òàêîé ïîäõîä ýêâèâàëåíòåí�îðìèðîâàíèþ áàçèñà áèñïèíîðîâ {Ξk} èç äâóõ ÷àñòåé, {ξLK

0


} è {


 0

ξSk


}.Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé (5.1) èëè (5.2) ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿñòàöèîíàðíîñòè îöåíêè ýíåðãèè 〈Ψ|HD|Ψ〉 ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèèíîðìèðîâêè ïðèáëèæåííîé âîëíîâîé �óíêöèè (〈Ψ|Ψ〉 = 1). Õîðîøî èçâåñòíî,÷òî ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

HDC = SCE (5.3)ãäå HD è S � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ 〈Ξk|HD|Ξk′〉 è 〈Ξk|Ξk′〉ñîîòâåòñòâåííî, à C � âåêòîð-ñòîëáåö êîý��èöèåíòîâ Ck.Ïðè èñïîëüçîâàíèè áàçèñîâ òèïà (5.2) âåêòîð C ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé,îáðàçîâàííûõ êîý��èöèåíòàìè {CLK} è {CSk}: C =


CL

CS


. Ñ ÿâíûì âûðàæå-íèåì (1.11) äëÿ äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé �îðìå



56 �ËÀÂÀ 5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈ�ÀÊÀ�ÊÓËÎÍÀóðàâíåíèÿ (5.3):





VLLCL + c(σ, p)LSCS = ESLLCL

c(σ, p)SLCL + VSSCS = (E + 2c2)SSSCSÇäåñü ââåäåíû åñòåñòâåííûå îáîçíà÷åíèÿ �ðàãìåíòîâ ìàòðèöû îïåðàòîðà A:
ALL = ‖〈ξLK|A|ξLK ′〉‖, ALS = ‖〈ξLK |A|ξSk〉‖ è ò.ä., à òàêæå ìàòðèö ïåðåêðû-âàíèÿ áàçèñíûõ ïîäñèñòåì äëÿ áîëüøîé è ìàëîé êîìïîíåíò (SLL è SSS).Âàðèàöèîííûé êîëëàïñ. Âàæíåéøåå îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîãî âàðè-àíòà àëãåáðàè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îò åãî îáû÷íîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî àíà-ëîãà ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì êîíòèíóóìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ îòðèöà-òåëüíûìè ýíåðãèÿìè. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû � òî åñòü íèçøåìóñîñòîÿíèþ ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé � ÿâëÿåòñÿ íå ìèíèìóìîì �óíêöèîíà-ëà ýíåðãèè, à âñåãî ëèøü ñåäëîâîé òî÷êîé. Ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíûå è îò-ðèöàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ðàçäåëåíû îãðîìíûì (ïîðÿäêà 2c2) èíòåðâàëîì,èäåíòè�èöèðîâàòü íóæíîå íàì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû íà ïðàêòèêåíåñëîæíî, îäíàêî îíî íå áóäåò îöåíêîé òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâåðõó.Áîëåå òîãî, îïûò ïåðâûõ ðàñ÷åòîâ ïîäîáíîãî ðîäà ïîêàçàë, ÷òî ïîëó÷àåìûåçíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòî �ïðîâàëèâàþòñÿ� òàê íèçêî, ÷òî äëÿ ïðèëîæåíèé âçàäà÷àõ ñòðîåíèÿ ìîëåêóë îíè ïðîñòî áåñïîëåçíû. Ýòîò �åíîìåí ïîëó÷èëíàçâàíèå âàðèàöèîííîãî êîëëàïñà.Âàðèàöèîííûé êîëëàïñ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íå ðåëÿòèâèñòñêèõ ý��åêòîâêàê òàêîâûõ, à îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû óðàâíåíèÿ Äèðàêà è èìååò ìåñòî òàê-æå äëÿ åãî ïðÿìîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî àíàëîãà � óðàâíåíèÿ Ëåâè-Ëåáëîíà.Èñïîëüçóåì ýòî áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå äëÿ ïîäðîáíîãî àíàëèçà ìåõàíèçìàêîëëàïñà. ×òîáû óïðîñòèòü âûêëàäêè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñíûå �óíêöèèîðòîíîðìèðîâàíû (íà ïðàêòèêå, êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ìåòîäå ËÊÀÎ,÷àùå èñïîëüçóþòñÿ íåîðòîãîíàëüíûå áàçèñû). Ìàòðè÷íûé àíàëîã óðàâíåíèÿËåâè-Ëåáëîíà çàïèøåòñÿ êàê






VLLCL + (σ, p)LSCS = ECL

(σ, p)SLCL − 2CS = 0
(5.4)



57Èñêëþ÷èì èç (5.4) CS è ïîëó÷èì óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàç-ëîæåíèÿ áîëüøîé êîìïîíåíòû (= íåðåëÿòèâèñòñêîé âîëíîâîé �óíêöèè):
(

VLL +
1

2
(σ, p)LS(σ, p)SL

)

CL = ECL. (5.5)Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðè÷íîé �îðìû ñîîòâåòñòâó-þùåãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
(

VLL +
1

2
(p2)LL

)

CL = ECL,ðåøåíèå êîòîðîãî äàëî áû íàì ïðèâû÷íóþ âàðèàöèîííóþ îöåíêó ýíåðãèèñâåðõó. �àññìîòðèì ìàòðèöó îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, âõîäÿùóþ âïîñëåäíåå óðàâíåíèå. Ñ ó÷åòîì (1.5) åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
1

2
(p2)LL =

1

2
((σ,p)(σ,p))LLÏóñòü O � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàñòÿãèâàåìîå áà-çèñíûì íàáîðîì {ξSk}; òîãäà îïåðàòîð (1−O) ïðîåêòèðóåò íà îðòîãîíàëüíîåäîïîëíåíèå ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ââåäåì â ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâ-íåíèÿ ðàçëîæåíèå åäèíèöû 1 = O + (1 −O):

1

2
(p2)LL =

1

2
((σ,p)O(σ,p))LL +

1

2
((σ,p)(1−O)(σ,p))LL (5.6)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ñ ýëåìåí-òàìè âèäà

1

2

N∑

k=1

(σ,p)Kk(σ,p)kK ′ãäå N � ðàçìåðíîñòü áàçèñà {ξSk}, è, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ �êèíåòè÷åñêèì�ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (5.5). Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó ÷àñòüìàòðèöû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðîé â ýòîì óðàâíåíèè íåäîñòàåò. Åñëèìû äîïîëíèì íàø áàçèñ {ξSk} íàáîðîì {ξSn}, n = N + 1, N + 2, . . . ∞, òî
(1 −O) =

∞∑

n=N+1

|ξSn〉〈ξSn|è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåäîñòàþùåãî â (5.5) ñëàãàåìîãî ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå
1

2

∞∑

n=N+1

(σ,p)Kn(σ,p)nK ′



58 �ËÀÂÀ 5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈ�ÀÊÀ�ÊÓËÎÍÀÌîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è â ìàòðè÷-íîì óðàâíåíèè Ëåâè-Ëåáëîíà èìååò ìåñòî äå�èöèò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.Èìåííî ïîýòîìó îöåíêà ýíåðãèè, ïîëó÷àåìàÿ ïðè åãî ðåøåíèè, áóäåò íèæå,÷åì â ñëó÷àå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.Êèíåòè÷åñêèé áàëàíñ. Äå�èöèò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, åñòåñòâåííî,áóäåò óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ áàçèñà {ξSk} è äîëæåí èñ÷åçíóòü ïðèäîñòèæåíèè ïîëíîòû áàçèñà. Îäíàêî åãî ìîæíî óñòðàíèòü òàêæå, èñïîëüçî-âóÿ ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííûå áàçèñû íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Çà�èêñè-ðóåì êîíå÷íóþ áàçèñíóþ ñîâîêóïíîñòü äëÿ áîëüøîé êîìïîíåíòû ({ξLK}) èïîòðåáóåì, ÷òîáû áàçèñ äëÿ ìàëîé êîìïîíåíòû {ξSk} âêëþ÷àë âñå �óíêöèèâèäà (σ,p)ξLK. Ýòî òðåáîâàíèå íàçûâàþò óñëîâèåì êèíåòè÷åñêîãî áàëàíñàáàçèñíûõ íàáîðîâ äëÿ ìàëîé è áîëüøîé êîìïîíåíò. Ïðè åãî âûïîëíåíèè äëÿëþáîé �óíêöèè áàçèñà áîëüøîé êîìïîíåíòû
O(σ,p)ξLK = (σ,p)ξLK, (1 −O)(σ,p)ξLK = 0âñëåäñòâèå ÷åãî âòîðîå ñëàãàåìîå â (5.6) � äå�èöèò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè �èñ÷åçíåò è ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëåâè-Ëåáëîíà áóäåò ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíò-íî ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà.Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êèíåòè÷åñêîãî áàëàíñà óñòðàíÿåò äå�èöèò êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè è èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü âàðèàöèîííîãî êîëëàïñà â ïðåäåëü-íîì ñëó÷àå c→ ∞. Ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ c âîçìîæíîñòü ïîëó-÷åíèÿ îöåíîê ýíåðãèè, ëåæàùèõ íèæå òî÷íîé ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,òåîðåòè÷åñêè íå èñêëþ÷àåòñÿ. Òåì íå ìåíåå àíàëèç ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî

c−1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáëþäåíèå óñëîâèÿ êèíåòè÷åñêîãî áàëàíñà óáèðàåò âå-äóùóþ ñîñòàâëÿþùóþ äå�èöèòà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ýòîãî îêàçûâàåòñÿäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîáëåìà âàðèàöèîííîãî êîëëàïñà ïîòåðÿëà ïðàêòè÷åñêîåçíà÷åíèå äëÿ ðàñ÷åòîâ ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ ìîëåêóë.�åëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå Õàðòðè�Ôîêà. Ïðîñòåéøèì è âåñü-ìà ïîïóëÿðíûì ïîäõîäîì ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íåðåëÿòè-âèñòñêîé ìíîãîýëåêòðîííîé ïðîáëåìû, îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè âàðèàöè-îííîãî ïðèíöèïà, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Õàðòðè�Ôîêà. Ïðèåì ïðîåêòèðîâàíèÿ íàñîñòîÿíèÿ �ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé� ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü åãî ðåëÿ-òèâèñòñêèé àíàëîã. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû àïïðîêñè-ìèðóåòñÿ ñëåéòåðîâñêèì äåòåðìèíàíòîì
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ΨHF =

1√
n!

det
∣∣∣Ψ1(1)Ψ2(2)...Ψn(n)

∣∣∣è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïòèìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ íàáîðà îäíîýëåêòðîííûõ ìî-ëåêóëÿðíûõ ñïèíîðîâ (ÌÑ) Ψu, u = 1, . . . , n � àíàëîãîâ îáû÷íûõ ìîëåêóëÿð-íûõ ñïèíîðáèòàëåé. Ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáîð ÌÑ îðòîíîðìèðîâàí, �óíêöè-îíàë ýíåðãèè äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ ìåæýëåêòðîííûì âçàè-ìîäåéñòâèåì gnp
12 (3.7) ìîæíî çàïèñàòü �îðìàëüíî òàê æå, êàê è â íåðåëÿòè-âèñòñêîì ñëó÷àå:

EHF =
occ∑

u
〈Ψu| HD |Ψu 〉 +

1

2

occ∑

u,v
( 〈ΨuΨv| gnp

12 |ΨuΨv 〉 − 〈ΨuΨv| gnp
12 |ΨvΨu〉 )ãäå

〈Ψu| HD |Ψu 〉 =
∫

1
Ψu(1)†HD(1)Ψu(1)d1,

〈ΨuΨv| gnp
12 |ΨuΨv 〉 =

∫

1

∫

2
Ψu(1)†Ψv(2)†gnp

12 Ψu(1)Ψv(2) d2 d1 è
〈ΨuΨv| gnp

12 |ΨvΨu 〉 =
∫

1

∫

2
Ψu(1)†Ψv(2)†gnp

12 Ψv(1)Ψu(2) d2 d1(Ψu †AΨv ≡ ∑4
i=1 ψ

u ∗
i Aψv

i ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî îäíîýëåêòðîí-íûå, êóëîíîâñêèå è îáìåííûå èíòåãðàëû.Ýòîò �óíêöèîíàë íå îãðàíè÷åí ñíèçó, îäíàêî ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïðîáëåìûðåøàþòñÿ ââåäåíèåì äëÿ ÌÑ çàïðåòà çàáèðàòüñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâî îäíî-ýëåêòðîííûõ �óíêöèé �ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè�. Áóäåì âàðüèðîâàòüÌÑ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
Λ+(1)Ψu(1) = Ψu(1), èëè 〈Ψu| (Λ+(1) − 1) |Ψu 〉 = 0Çàìåòèì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò îïóñòèòü îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ â

gnp
12 . Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ëåãêî ïðåäñêàçóåìîìó ðåçóëüòàòó: óñëîâíûéýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ, åñëè ÌÑ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèïñåâäîïðîáëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � óðàâíåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà

f+Ψv = εvΨ
v, f+ = Λ+fΛ+ = Λ+ (HD + J −K) Λ+, (5.7)ãäå J è K ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷íûå àíàëîãè êóëîíîâñêîãî è îáìåííîãîîïåðàòîðîâ íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè Õàðòðè�Ôîêà:

J =
∑

v

∫

2
Ψv(2)†g12Ψ

v(2)d2, K : KΨu(1) =
∑

v
Ψv(1)

∫

2
Ψv(2)†g12Ψ

u(2)d2



60 �ËÀÂÀ 5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈ�ÀÊÀ�ÊÓËÎÍÀÌîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìû íå ñîâåðøèì áîëüøîé îøèáêè, çàìåíÿÿ îïå-ðàòîð Λ+ â óðàâíåíèè (5.7) ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàñòÿãèâàåìîåèñêîìûìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè �îêèàíà �ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿ-ìè�:
Λ+ =⇒ Λ̃+ =

∑

u

′
(∫ ′) |Ψu〉〈Ψu|Êîíå÷íî, ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü ïðîåêòîð Λ̃+, íå ðåøèâ óðàâíåíèé Õàðòðè�Ôîêà, îäíàêî â ñëó÷àå, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ ìû èçáðàëè ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàí-íîãî ïîëÿ, ìîæíî äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• çàäàäèìñÿ ñòàðòîâûì íàáîðîì ÌÑ � íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòüþ ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ýëåêòðîíà â ïîëå ãîëûõ ÿäåð,ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿì �ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿìè�,
• ïîñòðîèì ñòàðòîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ôîêà, çàáûâ íà âðåìÿî ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðàõ, è íàéäåì åãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè. Ñðåäèíèõ áóäóò ðåøåíèÿ �ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿìè� è �ñ îòðèöàòåëüíûìèýíåðãèÿìè�, êîòîðûå íåñëîæíî ðàçëè÷èòü � çàçîð ìåæäó ñîîòâåòñòâóþ-ùèìè ÷àñòÿìè íàáîðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îãðîìåí,
• îòáåðåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà Ôîêà íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè òîëüêîÌÑ èç ÷èñëà ðåøåíèé �ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿìè� � ýòî ýêâèâà-ëåíòíî ââåäåíèþ ïðèáëèæåííîãî ïðîåêòîðà Λ̃+,
• ïðîäîëæèì èòåðàöèè äî äîñòèæåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ.Ïðè ïîäîáíîì îáðàçå äåéñòâèé îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñîñòîÿíèÿ �ñïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿìè� âîîáùå íå �èãóðèðóþò â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ� äîñòàòî÷íî èñêëþ÷àòü ïðèáëèæåííûå ÌÑ �ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè�íà êàæäîé èòåðàöèè. Èìåííî â òàêîé �îðìå ðåëÿòèâèñòñêèé ìåòîä Õàðòðè�Ôîêà âîçíèê ìíîãî ëåò íàçàä è óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ äî ñèõ ïîð.Ïîíÿòèå î êðàìåðñ-îãðàíè÷åííîì âàðèàíò ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà.Â íåðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòàõ î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñïèí-îãðàíè÷åííûéâàðèàíò ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà: �óíêöèîíàë ýíåðãèè ìèíèìèçèðóåòñÿ ïðè äî-ïîëíèòåëüíîì óñëîâèè �àêòîðèçàöèè ñïèíîðáèòàëåé íà ïðîñòðàíñòâåííûå èñïèíîâûå ìíîæèòåëè è âêëþ÷åíèÿ â ñëåéòåðîâñêèé äåòåðìèíàíò ïàð ñïèíîð-áèòàëåé ñ îäèíàêîâûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ÷àñòÿìè è ðàçíûìè ñïèíîâûìèìíîæèòåëÿìè (äâóêðàòíî çàíÿòûõ îðáèòàëåé). Ïîìèìî óìåíüøåíèÿ ÷èñëà



61âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ è óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòà, ñïèí-îãðàíè÷åííûé ìåòîäÕàðòðè�Ôîêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ñðåäñòâî ïîñòðîåíèÿ âîëíîâûõ �óíê-öèé ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî ñïèíà.Â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñïèí íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì êâàí-òîâûì ÷èñëîì è ðàññ÷èòûâàòü íà ïîëó÷åíèå ðàçóìíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ïî-ïûòêàõ �àêòîðèçàöèè ÌÑ äîâîëüíî ñëîæíî; òåì íå ìåíåå ïîñòðîåíèå àíà-ëîãà ñïèí-îãðàíè÷åííîãî ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà âñå æå âîçìîæíî. Îòìåòèì,÷òî ñïèíîðáèòàëè ñ îäèíàêîâûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ÷àñòÿìè è ñïèíîâûìèìíîæèòåëÿìè �ñïèí ââåðõ� è �ñïèí âíèç� ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè îïåðà-öèè îáðàùåíèÿ âðåìåíè, è ñîõðàíèì ýòî ñâîéñòâî â ðåëÿòèâèñòñêîì ïîäõîäå.Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ è àïïðîêñèìèðóåì âîëíîâóþ�óíêöèþ ñëåéòåðîâñêèì äåòåðìèíàíòîì
ΨKRHF =

1√
n!

det
∣∣∣Ψu(1)Ψu(2)Ψv(3)Ψv(4)...

∣∣∣ ,ãäå Ψu îçíà÷àåò ÌÑ, ïîëó÷àþùèéñÿ èç Ψu ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè:
Ψu =




ψu
L↑
ψu

L↓
ψu

S↑
ψu

S↓



, Ψu = KtrΨ

u =




−ψu ∗
L↓
ψu ∗

L↑
−ψu ∗

S↓
ψu ∗

S↑


Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàìåðñ-îãðàíè÷åííûé âàðèàíò ðåëÿòè-âèñòñêîãî ïðèáëèæåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà äëÿ çàìêíóòîé ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè.Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ

Ψu†Ψv = (Ψv†Ψu)∗ = Ψv†Ψu

Ψu†Ψv = (Ψv†Ψu)∗ = −Ψv†Ψu.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå u = v ïîëó÷àåì Ψu†Ψu = Ψu†Ψu è Ψu†Ψu = 0. Ïóñòü g12� êóëîíîâñêèé îïåðàòîð ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òîãäà èç âûøå-ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ðÿäà èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ ââûðàæåíèå äëÿ �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, íàïðèìåð,
〈ΨuΨv| g12 |ΨuΨv 〉 =

〈
ΨuΨv

∣∣∣ g12

∣∣∣ΨuΨv
〉

= . . . =
〈
ΨuΨv

∣∣∣ g12

∣∣∣ΨuΨv
〉
,

〈ΨuΨv| g12 |ΨvΨu〉 =
〈
ΨuΨu

∣∣∣ g12

∣∣∣ΨvΨv
〉

= . . . =
〈
ΨvΨu

∣∣∣ g12

∣∣∣ΨuΨv
〉
.Åñëè, êðîìå òîãî, ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà HD

〈Ψu| HD |Ψu〉 = 〈Ψu| HD |Ψu〉, ìû ïðèäåì ê �îðìå �óíêöèîíàëà ýíåðãèè,



62 �ËÀÂÀ 5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈ�ÀÊÀ�ÊÓËÎÍÀïîäîáíîé âîçíèêàþùåé â îáû÷íîì ñïèí-îãðàíè÷åííîì ïðèáëèæåíèè Õàðòðè�Ôîêà äëÿ çàìêíóòîé ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè.Îïèñàíèå êîððåëÿöèîííûõ ý��åêòîâ. Ïîñëå òîãî, êàê â ðåçóëü-òàòå ðåøåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâíåíèé Õàðòðè�Ôîêà (èëè êàêèõ-òî äðó-ãèõ ïñåâäîîäíîýëåêòðîííûõ óðàâíåíèé) íàìè ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìàîðòîãîíàëüíûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñïèíîðîâ, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü áîëååòî÷íîå îïèñàíèå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû, ïðåä-ñòàâëÿÿ âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì ñëåéòåðîâ-ñêèì äåòåðìèíàíòàì, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýòèõ ÌÑ. ×òîáû èçáåæàòüíåïðèÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ áîëåçíüþ Áðàóíà��åéâåíõîëëà, äîñòàòî÷íî çà-ïðåòèòü âêëþ÷åíèå â áàçèñíûå äåòåðìèíàíòû �íå�èçè÷åñêèõ� ÌÑ ñ îòðè-öàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå Ψu′v′
uv... äëÿ äåòåðìèíàíòà, ïîëó-÷àåìîãî èç ΨHF çàìåíîé çàíÿòûõ ÌÑ Ψu, Ψv, . . . âèðòóàëüíûìè ÌÑ Ψu′, Ψv′,

. . ., òàêîå ðàçëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Ψ = d0Ψ

HF +
∑

u u′

du′

u Ψu′

u +
∑

u v u′v′
du′v′

uv Ψu′v′

uv + . . . (5.8)(ñóììèðîâàíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ èíäåêñàìè ÌÑ �ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýíåðãèÿ-ìè�). Êîý��èöèåíòû d0, d
u′

u , d
u′v′

uv , . . . ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
• âàðèàöèîííûì ìåòîäîì (ìû îáåñïå÷èëè îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèîíàëàýíåðãèè ñíèçó!), êîòîðûé ïðèâîäèò ê ìàòðè÷íîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ � ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé ìåòîä êîí�èãóðàöèîííîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ,
• ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé; â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòî-íèàíà óäîáíî âçÿòü ñóììó îïåðàòîðîâ Ôîêà äëÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ � òàêîéâàðèàíò òåîðèè âîçìóùåíèé îáû÷íî íàçûâàþò ìíîãî÷àñòè÷íûì,
• è äðóãèìè ñïîñîáàìè, õîðîøî èçâåñòíûìè â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîéìåõàíèêå ìîëåêóë.Äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ â ðàçëîæåíèè (5.8) ïåðâûìè äâóìÿñóììàìè, ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ìîæåò îêàçàòüñÿ îãðîìíîé. Êàê è â íåðåëÿ-òèâèñòñêîì ñëó÷àå, åå ìîæíî óìåíüøèòü, åñëè â êà÷åñòâå ìíîãîýëåêòðîííûõáàçèñíûõ �óíêöèé èñïîëüçîâàòü íå ñàìè ñëåéòåðîâñêèå äåòåðìèíàíòû, à èõ



63ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì äâîé-íîé ãðóïïû � êîí�èãóðàöèîííûå �óíêöèè ñîñòîÿíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ñî-êðàùåíèå íå áóäåò òàêèì çíà÷èòåëüíûì, êàê â íåðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòàõ,ãäå óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè ìíîãîýëåêòðîííîãî áàçèñà äîñòèãàåòñÿ â ïåðâóþî÷åðåäü çà ñ÷åò ïðèâåäåíèÿ ïî ñïèíó (òî åñòü ýêñïëóàòàöèè ñèììåòðèè îòíî-ñèòåëüíî ãðóïïû ñïèíîâûõ âðàùåíèé SU(2)).Ñêàëÿðíîå ðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå. Èòàê, ïîìèìî �àêòà ìíî-ãîêîìïîíåíòíîñòè ñïèíîðîâ, ïðàêòè÷åñêèå îñëîæíåíèÿ ïðè ñîçäàíèè è èñ-ïîëüçîâàíèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì îáóñëîâëåíû
• íèçêîé ñèììåòðèåé çàäà÷è, ñâÿçûâàåìîé âñåãî ëèøü ñ äâîéíîé ãðóïïîé,à íå ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì òî÷å÷íîé ãðóïïû è ãðóïïû SU(2), è
• ñóùåñòâåííîé êîìïëåêñíîñòüþ èñêîìûõ ðåøåíèé äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòî-ÿíèé (â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ðàñ÷åòû ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé âûïîë-íèìû â ðàìêàõ äåéñòâèòåëüíîé àðè�ìåòèêè)ßñíî, ÷òî íèçêàÿ ñèììåòðèÿ ïðîèñòåêàåò èç íåòðèâèàëüíîñòè ñâîéñòâ ïðå-îáðàçîâàíèÿ ñïèíîâîãî îïåðàòîðà σ/2, âõîäÿùåãî â ðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëü-òîíèàí. Åñëè âûäåëèòü ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà, íå çàâèñÿùóþ îò ñïèíà � ïðè-áëèæåííûé ñêàëÿðíûé ãàìèëüòîíèàí HSC , ìîæíî íà÷àòü ñ äîñòàòî÷íî òî÷-íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ýòèì îïåðàòîðîì (ýòî óæå íå òàê ñëîæíî � íàì ïî-ìîæåò âûñîêàÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåòðèÿ), à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëååãðóáîé òåõíèêîé òèïà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ó÷åòà âêëàäîâ îñòàâøèõñÿ ñëà-ãàåìûõ, îò ñïèíà çàâèñÿùèõ. Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü HSC â íåðå-ëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, îäíàêî ýòî íå ëó÷øåå âîçìîæíîå ðåøåíèå. Ïðè ðàñ-ñìîòðåíèè ïðÿìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ìû âèäåëè, ÷òî óæåâ íèçøåì íåòðèâèàëüíîì ïîðÿäêå íàðÿäó ñ çàâèñÿùèìè îò ñïèíà ïîïðàâêà-ìè (ýíåðãèåé ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), ïîÿâëÿþòñÿ ïîïðàâêè, îïè-ñûâàþùèå ñêàëÿðíûå ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû (ñì. óðàâíåíèÿ (2.19�2.20)).Óäîáíî, ÷òîáû ýòè ý��åêòû îïèñûâàëèñü îïåðàòîðîì HSC � íàøà ñòàðòî-âàÿ ïîçèöèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî âêëþ÷åíèÿ â ðàñ÷åò ñïèí-çàâèñèìûõ ý��åê-òîâ áóäåò ëó÷øå; áîëåå òîãî, èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèèñèñòåì �ñ çàìêíóòûìè ýëåêòðîííûìè îáîëî÷êàìè� ðàñ÷åòà ñ òàêèì HSC äëÿìíîãèõ öåëåé áóäåò äîñòàòî÷íî.Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ HSC äëÿ ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû, îïè-ñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì Äèðàêà�Êóëîíà èëè Áðåéòà, áûë ðàçðàáîòàí â



64 �ËÀÂÀ 5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈ�ÀÊÀ�ÊÓËÎÍÀäåâÿíîñòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà [17℄ è âî ìíîãîì íàïîìèíàåò òåõíèêó�óòêîâñêîãî�Êóòöåëüíèããà.�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îäíîýëåêòðîííîé ñèñòåìû.Èñõîäíîå óðàâíåíèå Äèðàêà ïåðåïèøåì äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ñïèíîðà, âêîòîðîì ìàëàÿ êîìïîíåíòà çàìåíåíà òàê íàçûâàåìîé �ïñåâäîáîëüøîé�
Ψ =


 ψL

ψS


 =⇒ Ψ̂ = T̂Ψ =


 ψL

ψL̂




ψL̂ : ψS =
1

2c
(σ,p)ψL̂ (5.9)Ââåäåííûé Äàéýëëîì íåáëàãîçâó÷íûé òåðìèí �ïñåâäîáîëüøàÿ êîìïîíåíòà�âïîëíå îñìûñëåí: óðàâíåíèå (5.9) �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñî âòîðûì óðàâíåíè-åì Ëåâè-Ëåáëîíà (2.7), ñâÿçûâàþùèì ìàëóþ è áîëüøóþ êîìïîíåíòû ñïèíîðàâ íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå.Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé âî âòîðîé ãëàâå, ïåðåïèøåìóðàâíåíèå Äèðàêà â âèäå

HDT̂−1Ψ̂ = ET̂−1Ψ̂;ïðàâäà, ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ T̂−1 òåïåðü íå ïðîñòî ÷èñëåííàÿ, à îïåðà-òîðíàÿ è èìååò âèä
T̂−1 =




1 0

0
1

2c
(σ,p)


 .Ïðèâû÷íî äîìíîæèì ñëåâà íà T̂−1 è ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (íåçàáûâàåì, ÷òî (σ,p)(σ,p) = p2) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå




V
p2

2
p2

2

(σ,p)V (σ,p)

4c2
− p2

2







ψL

ψL̂


 = E




1 0

0
p2

4c2







ψL

ψL̂


 (5.10)� îáîáùåííîå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà ñíåòðèâèàëüíîé (äà åùå è îïåðàòîðíîé) ìåòðèêîé. Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî âå-ëè÷èíó (σ,p)V (σ,p) íàì óæå óäàâàëîñü ðàçäåëèòü íà ñêàëÿðíóþ è ñïèí-çàâèñèìóþ ñîñòàâëÿþùèå (2.17):

1

4
(σ,p)V (σ,p) = GSC +GSO,
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GSC =

1

8

(
(∆V ) + p2V + V p2

)

GSO =
1

4
(σ, (∇V ) × p)Ó÷èòûâàåì ýòîò ðåçóëüòàò è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(ĤSC + ĤSO)Ψ̂ = EŜΨ̂, (5.11)ãäå
ĤSC =




V
p2

2
p2

2
−p2

2
+

1

c2
GSC



, ĤSO =




0 0

0
1

c2
GSO


 ,

Ŝ = T̂−2 =




1 0

0
p2

4c2


 .Ïðåíåáðåãàÿ â (5.11) çàâèñÿùèì îò ñïèíà îïåðàòîðîì ĤSO, íî ñîõðàíÿÿîñòàëüíûå âåëè÷èíû ïîðÿäêà 1/c2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå ñêà-ëÿðíîå ðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå:

ĤSCΨ̂ = EŜΨ̂, (5.12)Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ñîîòíîøåíèå(5.12) ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà äëÿ áîëüøîéêîìïîíåíòû, à ψL̂ ñîâïàäàåò ñ ψL.Èñêëþ÷åíèå çàâèìîñòè îò ñïèíà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âûñîêóþ �íåðå-ëÿòèâèñòñêóþ� ñèììåòðèþ ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Äàëåå, êàê
ĤSC , òàê è Ŝ ÷èñòî äåéñòâèòåëüíû, ÷òî óêàçûâàåò íàì íà âîçìîæíîñòü âûïîë-íåíèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé â ðàìêàõ äåéñòâèòåëüíîé àðè�ìåòèêè.Â òî æå âðåìÿ ñîõðàíåíèå â ĤSC è Ŝ ñïèí-íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðîïîðöèî-íàëüíûõ 1/c2, ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ ñêàëÿðíîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ïðèáëèæåíèÿîïèñàòü, ñêàæåì, òàêîé âàæíûé ý��åêò, êàê ðåëÿòèâèñòñêîå ñæàòèå çàðÿäî-âûõ ðàñïðåäåëåíèé.Çàäà÷à. Ïî÷òè áóêâàëüíî ñëåäóÿ ñõåìå ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîéðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé, îïèñàííîé âî âòîðîé ãëàâå,íàéäèòå äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ýíåðãèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
λ = 1/c2 (E = E0 + λE1 + . . .) â ðàìêàõ ñêàëÿðíîãî ðåëÿòèâèñòñêîãîïðèáëèæåíèÿ. Ïðîâåðüòå, ÷òî E1 ñîâïàäàåò ñî �ñêàëÿðíîé� ÷àñòüþîáû÷íîé ðåëÿòèâèñòñêîé ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà (2.19).



66 �ËÀÂÀ 5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈ�ÀÊÀ�ÊÓËÎÍÀÄëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñêàëÿðíîå ðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèåäëÿ îïåðàòîðà ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (êóëîíîâñêîãî èëèáðåéòîâñêîãî), íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü îïåðàòîð g12 ïðè ïîìîùèïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ T̂, äåéñòâóþùèõ íà �óíêöèè êîîðäèíàò ïåð-âîãî è âòîðîãî ýëåêòðîíîâ:
g12 =⇒ ĝ12 = T̂−1

1 T̂−1
2 g12T̂

−1
2 T̂−1

1(àíàëîãèÿ ñî ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿìåòðèêè �óòêîâñêîãî�Êóòöåëüíèããà ñîõðàíÿåòñÿ) è ïðîàíàëèçèðîâàòüîòäåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ĝ12. Ýòè â îáùåì íåñëîæíûå, íî ãðîìîçäêèåâûêëàäêè, êàê è èõ ðåçóëüòàò, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [17℄.



�ëàâà 6Äâóõêîìïîíåíòíûå(êâàçèðåëÿòèâèñòñêèå) ìåòîäû
Õîòÿ îïèñàííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðåëÿòèâèñòñêèå ìåòîäû ðàñ÷å-òà ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ ìîëåêóë óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàê-òèêå, äëÿ áîëåå èëè ìåíåå ñëîæíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìûé îáúåì âû-÷èñëåíèé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåïðèåìëåìûì. Ïîñêîëüêó îòêëîíåíèÿîò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà íå ñëèøêîì è íå âñþäó âåëèêè, ñâîé-ñòâåííàÿ ýòèì ìåòîäàì �ðàâíîïðàâíàÿ� òðàêòîâêà áîëüøèõ è ìàëûõêîìïîíåíò ñïèíîðîâ êàæåòñÿ íåêîòîðûì ðàñòî÷èòåëüñòâîì. Êðîìåòîãî, äîñàäíî, ÷òî õîðîøî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò íåðåëÿòèâèñò-ñêîé êâàíòîâîé õèìèè îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì áåç ðàäèêàëü-íûõ èçìåíåíèé. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ èíòåðåñ ê âîçìîæíîñòè çàìåíûóðàâíåíèé Äèðàêà�Êóëîíà èëè Äèðàêà�Êóëîíà�Áðåéòà äëÿ âåñüìàñëîæíî óñòðîåííîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé �óíêöèè ïðèáëè-æåííî ýêâèâàëåíòíûìè èì ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ñïèíîðà Ïàóëè �áîëüøîé êîìïîíåíòû ψL = ψLL...L. Ñïèíîð Ïàóëè ìîæåò òàêæå ðàñ-ñìàòðèâàòüñÿ êàê îáû÷íàÿ (îäíîêîìïîíåíòíàÿ) �óíêöèÿ ïðîñòðàí-ñòâåííûõ è ñïèíîâûõ êîîðäèíàò ýëåêòðîíîâ è èìååò ñõîäñòâî ñ íåðå-ëÿòèâèñòñêîé âîëíîâîé �óíêöèåé, â êîòîðóþ è äîëæíà ïåðåõîäèòüâ íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå.

Ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ áîëüøîé êîìïîíåíòû. Íàèáî-ëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ψL ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè67



68 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛïðèåìà, èçâåñòíîãî êàê ðàçäåëåíèå ïî Ôåøáàõó�Ëåâäèíó. Ïóñòü
PL =

1

2

∏

i

(βi + 1)� îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî áîëüøèõ êîìïîíåíò âîëíî-âûõ �óíêöèé (PLΨ = ψL), à PR = 1 − PL � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâîîñòàëüíûõ êîìïîíåíò: PRΨ = ψR, ãäå
ψR =




0

ψLL...S

. . .

ψSS...S



. (6.1)�åëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí H ñèñòåìû ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå áëîêà:

H =



 HLL HLR
HRL HRR



 ,ãäå HLL = PLHPL, HLR = PLHPR è ò.ä. Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîéðåëÿòèâèñòñêîé âîëíîâîé �óíêöèè Ψ =


 ψL
ψR


 â âèäå ñèñòåìû:






HLLψL + HLRψR = EψL

HRLψL + HRRψR = EψR,
(6.2)íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ψR èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (6.2)

ψR = (E −HRR)−1
HRLψLè ïîäñòàâèì åãî â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñî-îòíîøåíèå äëÿ áîëüøîé êîìïîíåíòû, èìåþùåå âèä ïñåâäîïðîáëåìû íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

[
HLL + HLR (E −HRR)−1

HRL
]

︸ ︷︷ ︸
ψL = EψL

Heff

(6.3)Îïåðàòîð â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ý��åêòèâíûé ãà-ìèëüòîíèàí â ïðîñòðàíñòâå áîëüøèõ êîìïîíåíò (ñïèíîðîâ Ïàóëè).



69Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Heff , äåéñòâóþùèé â �èêñèðîâàí-íîì ïîäïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ �óíêöèé (ìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå),íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì, åñëè
• åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (÷àñòü èëè âñå) ñîâïàäàþò ñ ïîäìíîæå-ñòâîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû è
• ñóùåñòâóåò âîëíîâîé îïåðàòîð Ω, ïåðåâîäÿùèé ñîáñòâåííûå �óíê-öèè Heff (îïÿòü æå ÷àñòü èëè âñå) â ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïîë-íîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ òåìè æå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ïðè÷åìçàäàâàåìîå îïåðàòîðîì Ω îòîáðàæåíèå ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâàâ ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, âêëþ÷àþ-ùåå ýòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà, ÿâëÿåòñÿâçàèìíî îäíîçíà÷íûì [11℄.Âîëíîâîé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ý��åêòèâíîìó ãàìèëüòîíèàíó(6.3)

Ω : ΩψL = Ψìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå
Ω = PL + (E −HRR)−1

HRL.Î÷åâèäíî, åñëè Heff � ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí, àññîöèèðîâàí-íûé ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì Ω, òî ëþáîå íåîñîáåííîå ïðåîáðàçîâàíèåìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà U : ψ → ψ′′ = Uψ ïåðåâîäèò Heff â îïåðà-òîð
H′′

eff = UHeffU
−1, (6.4)êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì ñ âîëíîâûìîïåðàòîðîì ΩU−1.Óíèâåðñàëüíûé ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí (òî åñòü òàêîé, ÷òî âñååãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì ñî-ñòîÿíèÿì ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà) óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó óðàâ-íåíèþ Áëîõà

ΩHeffPL = HΩPL,ãäå PL � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìîäåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.Èíîãäà óäîáíî îïðåäåëÿòü äåéñòâèå âîëíîâîãî îïåðàòîðà íå òîëüêî íàìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, íî è íà âñåì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ �óíê-öèé.



70 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛÓòâåðæäåíèå. Ïóñòü Ω � íåîñîáåííûé (îáðàùàåìûé) îïåðàòîð â ïðî-ñòðàíñòâå âîëíîâûõ �óíêöèé; äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü åãîóíèòàðíûì (Ω† = Ω−1). Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà ïðè ïî-ìîùè ýòîãî îïåðàòîðà ïðèâîäèò åãî ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó
Ω†HΩ = PLΩ†HΩPL + PRΩ†HΩPR

= (Ω†HΩ)LL + (Ω†HΩ)RR, (6.5)òî åñòü (Ω†HΩ)LR = 0 è (Ω†HΩ)RL = 0,òî Ω ÿâëÿåòñÿ âîëíîâûì îïåðàòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ý��åêòèâíî-ìó ãàìèëüòîíèàíó Heff = PLΩ†HΩPL.Ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí (6.3) ÿâíî çàâèñèò îò èñêîìîé âåëè÷èíû E.Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äàæå âûñîêîëåæàùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ HRR � îò-ðèöàòåëüíûå ÷èñëà ïîðÿäêà−c2, è ïîýòîìóHeff(E) íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì÷óâñòâèòåëåí ê âåëè÷èíå E ïðè åå çíà÷åíèÿõ, òèïè÷íûõ äëÿ ñâÿçàííûõ ñî-ñòîÿíèé �ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé�. Òîãäà åãî èòåðàöèîííîå ïîñòðîåíèå ïîñõåìå, âêëþ÷àþùåé- âûáîð íóëåâîãî ïðèáèæåíèÿ E{0},- âû÷èñëåíèå Heff(E
{0}),- ðåøåíèå ïðîáëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, äàþùåå ñëåäóþùåå ïðè-áëèæåíèå E{1},- âû÷èñëåíèå Heff(E
{1}) è ò.ä.,â ïðèíöèïå íå äîëæíî âûçâàòü çàòðóäíåíèé.Â ñëó÷àå îäíîãî ýëåêòðîíà

ψL = ψL, ψR = ψS,

HLL = V, HLR = c(σ,p), HRR = V − 2c2è
Heff(E) = V + c2(σ,p)(E − V + 2c2)−1(σ,p)

= V +
1

2
(σ,p)

(

1 − V −E

2c2

)−1

(σ,p) (6.6)



71Ïåðåíîðìèðîâêà áîëüøîé êîìïîíåíòû. Óðàâíåíèå (6.3) (èëè (6.6))�îðìàëüíî ïîçâîëÿåò íå ðàññìàòðèâàòü êîìïîíåíòó ψR (ψS) ÿâíûì îáðà-çîì ïðè âû÷èñëåíèè ýíåðãèè ñèñòåìû, îäíàêî áåç íåå ïîêà íåëüçÿ îáîéòèñüïðè àíàëèçå ýëåêòðîííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çàäàííîãîïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäàìè êàê áîëüøîé êîì-ïîíåíòû ψL, òàê è îñòàëüíûx êîìïîíåíò (ψR, (6.1)) âîëíîâîé �óíêöèè:
Ψ†Ψ = ψ†

LψL + ψ†
RψR,ïðè÷åì èõ ñîîòíîøåíèå ñèëüíî èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè ïðîñòðàí-ñòâà (îáû÷íî âêëàä ìàëîé êîìïîíåíòû íè÷òîæåí âäàëè îò àòîìíûõ ÿäåð,íî ìîæåò áûòü ñîïîñòàâèì ñ ψ†

LψL â èõ îêðåñòíîñòÿõ). Â îäíîýëåêòðîííîìñëó÷àå ψR = ψS = (2c2 − V + E)−1(σ,p)ψL è
Ψ†Ψ = ρ = ψ†

L (1 + N )ψL, ãäå N = c2(σ,p)(2c2 + E − V )−2(σ,p).Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå
ψL → ψ′′

L = UψL, U = (1 + N )1/2,èìåíóåìîå ïåðåíîðìèðîâêîé áîëüøîé êîìïîíåíòû, êîòîðîå äîëæíî ñîïðî-âîæäàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì (6.4) ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà
H′′

eff = (1 + N )1/2Heff(1 + N )−1/2. (6.7)Òåïåðü ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ñâÿçàíà ñ ìîäåëüíîé âîëíîâîé �óíêöèåé òðà-äèöèîííûì îáðàçîì: ρ = ψ′′ †
L ψ′′

L.Â ñî÷åòàíèè ñ ïðèåìîì ïåðåíîðìèðîâêè îäíîýëåêòðîííîå óðàâíåíèå Øðå-äèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (6.6) ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü è â èñ-ñëåäîâàíèÿõ ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì, ïîëàãàÿ, ÷òî V íàðÿäó ñ ïîòåíöèàëîìÿäåð âêëþ÷àåò íåêîòîðûé ÷ëåí, èìèòèðóþùèé âçàèìîäåéñòâèå ñ îñòàëüíû-ìè ýëåêòðîíàìè. Ïîäîáíûé ïîäõîä ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà Âóäà�Áîðèíãà �ïîïóëÿðíîãî â ñâîå âðåìÿ èíñòðóìåíòà ðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòîâ ìíîãîýëåê-òðîííûõ àòîìîâ. Ïîñêîëüêó îáðàùåíèå îïåðàòîðà, çàâèñÿùåãî îò íåëîêàëü-íîãî �ïîòåíöèàëà� V (à èìåííî òàêîâ îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèåñ îñòàâøèìèñÿ ýëåêòðîíàìè â ìîäåëè Õàðòðè�Ôîêà), ìàëîïðèÿòíî, îáû÷íîéïðàêòèêîé áûëî èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà âîâòîðîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè (6.6) ïðè ñîõðàíåíèè íåëîêàëüíîé �îðìû V âïåðâîì ñëàãàåìîì. Íåêîòîðîå íåóäîáñòâî ìåòîäà Âóäà�Áîðèíãà ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî çàâèñèìîñòü Heff îò ýíåðãèè ïîðîæäàåò íåîðòîãîíàëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ



72 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛîäíîýëåêòðîííûõ ñïèíîðîâ Ïàóëè (ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ñïèíîðáèòàëåé); êðîìåòîãî, ïðèìåíèìîñòü âàðèàöèîííûõ ïðîöåäóð äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõñîáñòâåííûõ �óíêöèé Heff ïî ìåíüøåé ìåðå íå äîêàçàíà, ÷òî ïðåïÿòñòâóåòðàñïðîñòðàíåíèþ ýòîãî ïîäõîäà íà ìîëåêóëÿðíûå ðàñ÷åòû.�åãóëÿðíîå ïðèáëèæåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèí-öèï ðàáîòàåò äëÿ íàïîìèíàþùåãî (6.6), íî íå çàâèñÿùåãî îò ýíåðãèè îïåðà-òîðà � òàê íàçàâàåìîãî ðåãóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ Heff :
HRA

eff = V +
1

2
(σ,p)

(

1 − V

2c2

)−1

(σ,p). (6.8)
Ïåðåõîä îò òî÷íîãî ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà (6.6) ê ðåãóëÿð-íîìó ïðèáëèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïðåíåáðåæåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíûì
c−2 ýëåìåíòîì ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû â ìîäè�èöèðîâàííîì óðàâíåíèèÄèðàêà (5.11) ïðè ñîõðàíåíèè â íåì âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî æåïîðÿäêà ìàëîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ â (5.11)

Ŝ ≈


 1 0
0 0



 ,ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé





V ψL +
p2

2
ψL̂ = EψL

p2

2
ψL −


p2

2
− (σ,p)V (σ,p)

4c2


ψL̂ = 0.Èñêëþ÷àåì �ïñåâäîáîëüøóþ� êîìïîíåíòó è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿáîëüøîé êîìïîíåíòû ñ ý��åêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì

V +
p2

2



p2

2
− (σ,p)V (σ,p)

4c2




−1

p2

2

= V +
1

2
p2

(

(σ,p)

(

1 − V

2c2

)

(σ,p)

)−1

p2

= V +
1

2
(σ,p)

(

1 − V

2c2

)−1

(σ,p).



73Ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí Ïàóëè. Ïîñòðîåíèå ìíîãîýëåêòðîí-íîãî ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè ïîìîùè òî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÔåøáàõà�Ëåâäèíà è ðàáîòà ñ íèì â îáùåì-òî íè÷åì íå ïðîùå íåïîñðåäñòâåí-íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà�Êóëîíà èëè Áðåéòà. Îáðàùåíèå îïåðàòîðà,âêëþ÷àþùåãî íå òîëüêî îäíî÷àñòè÷íûå, íî è äâóõ÷àñòè÷íûå ñëàãàåìûå, �çàäà÷à áîëåå ÷åì ñëîæíàÿ, à ó ðåçóëüòàòà óæå íå áóäåò ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íîïðîñòîé ñóììû, êîòîðîé îáëàäàë èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí. Ïîäîáíàÿ îïåðà-öèÿ ìîæåò ïðèîáðåñòè ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë òîëüêî ïðè ââåäåíèè êàêèõ-òîïðèáëèæåíèé è óïðîùåíèé, èñïîëüçóþùèõ ìàëîñòü âåëè÷èíû 1/c. Ê ñîæàëå-íèþ, ïîòåðè íà ýòîì ïóòè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ÷åðåñ÷óð ñåðüåçíûìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ âáëèçè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà. Ïðèâû÷èñëåíèè ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà c−2 ìûìîæåì ïîëîæèòü
(

1 − V − E

2c2

)−1

≈ 1 +
V − E

2c2
≈ 1 +

V − E0

2c2
, (6.9)ãäå E0, êàê è â ãë. 2, � çíà÷åíèå ýíåðãèè â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæå-íèè. Îãðàíè÷èâøèñü ýòèì æå óðîâíåì òî÷íîñòè, ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàíòûîñòàëüíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â (6.7),

1 + N ≈ 1 +
p2

4c2
, U = (1 + N )1/2 ≈ 1 +

p2

8c2
, U−1 ≈ 1 − p2

8c2
,è âûïèñûâàåì âûðàæåíèå äëÿ ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ïîñëå ïåðåíîð-ìèðîâêè áîëüøîé êîìïîíåíòû:

H′′
eff ≈


1 +

p2

8c2




V +

p2

2
+

(σ,p)V (σ,p) − E0p
2

4c2




1 − p2

8c2


 .Îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà c−4 è âûøå, ïîëó÷àåì

H′′
eff ≈ V +

p2

2
+

1

4c2



(σ,p)V (σ,p) −E0p
2 +

p2V − V p2

2



 .Òåïåðü â î÷åðåäíîé ðàç âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè àíàëèçà âåëè÷èíû
(σ,p)V (σ,p) (2.18), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü H′′

eff â âèäå
H′′

eff ≈ V +
p2

2
+

1

4c2

(
1

2
(∆V ) + p2(V − E0) + (σ, (∇V ) × p)

)

.



74 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛÊðîìå òîãî, âáëèçè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà ïðè äåéñòâèè íà áîëüøóþêîìïîíåíòó ñïèíîðà (òî åñòü â ðàçóìíîì ïðèáëèæåíèè � íà íåðåëÿòèâèñò-ñêóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ) îïåðàòîð E0 − V äîëæåí âåñòè ñåáÿ ïðèìåðíî òàêæå, êàê íåðåëÿòèâèñòñêèé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, è ìû âïðàâå ïðî-èçâåñòè ïðèáëèæåííóþ çàìåíó
p2(V −E0) −→ −p4/2.Ñ ó÷åòîì âñåõ ýòèõ ñîîáðàæåíèé ìû ïðèõîäèì ê ý��åêòèâíîìó ãàìèëüòî-íèàíó Ïàóëè

H′′
eff = V +

p2

2
+

1

c2
(GMV +GD +GSO)

GMV = −p4

8
, GD =

(∆V )

8
,

GSO =
1

4
(σ, (∇V ) × p) , (6.10)ãäå GSO � óæå çíàêîìûé îïåðàòîð ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à êîì-ïîíåíòû GMV è GD íîñÿò íàçâàíèÿ ìàññ-ñêîðîñòíîãî è äàðâèíîâñêîãî îïåðà-òîðîâ ñîîòâåòñòâåííî.1 Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà íåðåëÿòèâèñò-ñêîé âîëíîâîé �óíêöèè � òî åñòü ïîïðàâêè íèçøåãî íåòðèâèàëüíîãî ïîðÿäêàê ýíåðãèè � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â òî÷íîñòè ïîïðàâêè EMV ,ED è ESO ïåðâîãîïîðÿäêà ïðÿìîé íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé (2.20, 2.22).Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ïðèáëèæåíèÿ (6.10) ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíè-êå ïî ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè. Â ñâîå âðåìÿ îíî ðàññìàòðèâàëîñüêàê âîçìîæíàÿ îñíîâà òåîðåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ìíî-ãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì. Îñîáåííî ïðèòÿãàòåëüíà ïðîñòîòà ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà(6.10) � ãàìèëüòîíèàíà Áðåéòà�Ïàóëè � äëÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõýëåêòðîíîâ, îáóñëîâëåííàÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòî-íèàíà îò ïîòåíöèàëà.�åàëüíûå âîçìîæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ Ïàóëèâ êâàíòîâîé õèìèè îêàçàëèñü î÷åíü ñêðîìíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ý��åêòèâíûéãàìèëüòîíèàí (6.10) è åãî ìíîãîýëåêòðîííûå àíàëîãè íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ââàðèàöèîííûõ ðàñ÷åòàõ. Òàê, �óíêöèîíàë ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âî-äîðîäîïîäîáíîãî èîíà ñ çàðÿäîì òî÷å÷íîãî ÿäðà Q, îïèñûâàåìîãî ãàìèëüòî-1×àñòî ïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèåì óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ ñ âêëþ÷åíèåì ìíî-æèòåëÿ 1/c2.



75íèàíîì (6.10), ñ 1s-îðáèòàëüþ e−ζr â êà÷åñòâå ïðîáíîé �óíêöèè èìååò âèä
Evar(ζ) =

ζ2

2
−Qζ − 5ζ4

8c2
+
Qζ3

4c2è ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî íèçêèå çíà÷åíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ζ. Ïîïûòêè óòî÷íèòü ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåíèå ïóòåì ó÷åòà âêëàäîâ áîëååâûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïî 1/c ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ,ðàáîòàòü ñ êîòîðûìè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.Ïðè÷èíà âñåõ ýòèõ íåóäà÷ êðîåòñÿ â ëîãè÷åñêîé íåáåçóïðå÷íîñòè îïèñàí-íîãî ïîñòðîåíèÿ. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå (6.9) � êàê è âîîáùå èäåÿ ðàçëî-æåíèÿ (

1 − V − E

2c2

)−1 â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 1/c � êîððåêòíî òîëüêî â ñëó÷àå,åñëè |V −E| ≪ 2c2; îäíàêî äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà àòîìíîãî ÿäðà (äàæååñëè ó÷èòûâàòü åãî êîíå÷íûé ðàçìåð) âñåãäà ñóùåñòâóåò íåáîëüøàÿ îáëàñòü,ãäå |V − E| ≥ 2c2. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîé ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèèâîçìóùåíèé ìû ïîñòóïàëè êóäà áîëåå ÷åñòíî, ïðåäñòàâëÿÿ ðÿäàìè îãðàíè-÷åííûå âåëè÷èíû � âîëíîâóþ �óíêöèþ è ýíåðãèþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëèñüâïîëíå ðåãóëÿðíûå è ïðàêòè÷íûå ðàçëîæåíèÿ.Ïîñòðîåíèå áîëåå èëè ìåíåå ïðèãîäíîãî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèéïðèáëèæåííîãî ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà äëÿ áîëüøîé êîìïîíåí-òû ñ ïðèâëå÷åíèåì ïðèåìà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 1/c âñå æåâîçìîæíî, íî îòíþäü íå òàê ïðîñòî. Íàèáîëåå èçâåñòíàÿ èç ïðèìå-íÿåìûõ äëÿ ýòîãî ïðîöåäóð � ïðåîáðàçîâàíèå Äóãëàñà�Êðîëëà�Õåññà[6, 7℄. Îíà îñíîâàíà íà êîíñòðóèðîâàíèè îïðåäåëåííîãî âî âñåì ïðî-ñòðàíñòâå âîëíîâûõ �óíêöèé óíèòàðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà, ïðè-áëèæåííî óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ (6.5), èç îäíî÷àñòè÷íûõïðåîáðàçîâàíèé âèäà
Ω = Ω0Ω1.Çåñü îïåðàòîðΩ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì óíèòàðíûì ðåøåíèåì àíàëîãà óðàâ-íåíèÿ (6.5) äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Äðóãîé ñîìíîæèòåëü (Ω1) ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ êàê

Ω†
1 =

(
1 +X2

1

)1/2
+X1,ãäå X1 � êîñîýðìèòîâ îïåðàòîð (X†

1 = −X1).



76 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛÇàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî Ω1 óíèòàðåí, åñëè X1 êîñîýðìèòîâ.Äàëåå âûïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå Ω†HDΩ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì íåèç-âåñòíîãî ïîêà îïåðàòîðà X1 è ÷ëåíû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îòáðàñûâàþò-ñÿ. Ïðèáëèæåíèå äëÿ X1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íîëüíåäèàãîíàëüíîãî áëîêà (Ω†HDΩ)LS (ñì. (6.5)). Ñîîòâåòñòâóþùèé ý�-�åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí (òî åñòü äèàãîíàëüíûé áëîê (Ω†HDΩ)LL)èìååò îãðàíè÷åííûé ñíèçó ñïåêòð, à ïðè ó÷åòå ìèíèìàëüíîãî ÷èñ-ëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ Ω†HDΩ ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó ñóììû îäíî- èäâóõ÷àñòè÷íûõ ñëàãàåìûõ, òî åñòü âïîëíå ãîäèòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ íàåãî îñíîâå êâàíòîâîõèìè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îäíàêî ýòè ñàìûå ñëàãàåìûåóñòðîåíû ìíîãî ñëîæíåå, ÷åì èõ àíàëîãè â ðàññìîòðåííîì âûøå ãà-ìèëüòîíèàíå Ïàóëè, è âû÷èñëåíèÿ ñ íèìè âåñüìà òðóäîåìêè.Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíàÿ ðîëü ïðèåìà ïåðåõîäà ê ñïèíîðàì Ïàóëè äëÿ âû-÷èñëèòåëüíîé êâàíòîâîé õèìèè ñâÿçàíà âñå æå íå ñòîëüêî ñ ïðàêòè÷åñêèì èñ-ïîëüçîâàíèåì ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîäõîäîâ, ñêîëüêî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,÷òî îí ëåæèò â îñíîâå ìîäåëè ðåëÿòèâèñòñêèõ îñòîâíûõ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ.�åëÿòèâèñòñêèå îñòîâíûå ïñåâäîïîòåíöèàëû. Ñèëüíûå ïîëÿ è âû-ñîêèå ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ â ìîëåêóëàõ, ñ êîòîðûìè ñâÿçûâàþòñÿ îòêëîíåíèÿîò íåðåëÿòèâèñòñêîé ìîäåëè, õàðàêòåðíû ëèøü äëÿ íåáîëüøîé îáëàñòè ïðî-ñòðàíñòâà â îêðåñòíîñòÿõ àòîìíûõ ÿäåð. Ìåæäó òåì èçâåñòíî, ÷òî â íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññàõ � äå�îðìàöèÿõ è îïòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèÿõ ìîëå-êóë, õèìè÷åñêèõ è �îòîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ � ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîéïëîòíîñòè â ýòèõ îáëàñòÿõ èçìåíÿåòñÿ âåñüìà ìàëî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â êî-íå÷íîì ñ÷åòå îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü ïðîñòî è òî÷íî ó÷èòûâàòü îñíîâíûåðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû â ðàìêàõ ìåòîäà ðåëÿòèâèñòñêèõ îñòîâíûõ ïñåâ-äîïîòåíöèàëîâ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îäèí èçñàìûõ ïðàêòè÷íûõ è íàäåæíûõ èíñòðóìåíòîâ êâàíòîâîé õèìèè ñîåäèíåíèéòÿæåëûõ ýëåìåíòîâ.Íåðåëÿòèâèñòñêèé âàðèàíò ìîäåëè îñòîâíûõ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ äàâíîè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â êâàíòîâîé õèìèè äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáúåìîâ âû÷èñ-ëåíèé. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî çàäà÷è î ñîñòîÿíèÿõñèñòåìû âñåõ n ýëåêòðîíîâ ìîëåêóëû ðåøàåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à î ñîñòî-



77ÿíèÿõ ïîäñèñòåìû nv âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ñ ý��åêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì
HPP =

nv∑

i=1


p2

2
−W(i)


+

nv∑

i>j

1

rij
(6.11)Îäíîýëåêòðîííûé îïåðàòîð W (ïñåâäîïîòåíöèàë) äîëæåí îïèñûâàòü âçà-èìîäåéñòâèå âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ñ àòîìíûìè îñòîâàìè (ÿäðàìè è îñòîâ-íûìè ýëåêòðîíàìè). Îáû÷íî îí àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé àòîìíûõñîñòàâëÿþùèõ Wγ:

W =
∑

γ
WγÎïåðàòîðû Wγ, êàê ïðàâèëî, ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ý��åêòèâíûéãàìèëüòîíèàí òèïà (6.11) îáåñïå÷èâàë óäîâëåòâîðèòåëüíîå âîñïðîèçâåäåíèåíèæíåé ÷àñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ñâîáîäíûõ àòîìîâ, à òàêæå ðàñïðå-äåëåíèé àòîìíîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âíå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, àññîöèè-ðóåìîé ñ ëîêàëèçàöèåé îñòîâíûõ ýëåêòðîíîâ.×òîáû ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îá îñîáåííîñòÿõ ýòèõ îïåðàòî-ðîâ è âîçìîæíîñòÿõ èõ ìîäåëèðîâàíèÿ, ðàññìîòðèì àòîì ñ îäíèì âàëåíòíûìýëåêòðîíîì (àòîì ùåëî÷íîãî ìåòàëëà). Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà(êàê è ëþáîé äðóãîé êâàçè-îäíîýëåêòðîííîé ìîäåëè) ìû åñòåñòâåííî ïðèõî-äèì ê ïîíÿòèþ âàëåíòíîé (ñïèí)îðáèòàëè φv, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé�óíêöèåé �îêèàíà f

fφv = ǫvφv (6.12)
f =

p2

2
− Q

r
+ J − K (6.13)ãäå J èK� îïðåäåëåííûå îáû÷íûì îáðàçîì ïîëíûå êóëîíîâñêèé è îáìåííûéîïåðàòîðû; âêëàä ñàìîé âàëåíòíîé îðáèòàëè â ýòè îïåðàòîðû â ñîîòíîøåíèè(6.12) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî àòîìíûé îïåðàòîð ïñåâäîïîòåíöèàëà Wγäîëæåí ïðîñòî èìèòèðîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòü �îêèàíà (ïîä÷åðêíóòî â(6.13)). Îäíàêî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò îá îñíîâíîì ñîñòîÿíèè àòîìà,âàëåíòíàÿ îðáèòàëü ñîîòâåòñòâóåò äàëåêî íå íèçøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ�îêèàíà è èìååò óçëîâûå ïîâåðõíîñòè; òàê, 4s-AO àòîìà K (øòðèõîâàÿ ëèíèÿíà ðèñ. 3) èìååò 3 ñ�åðè÷åñêèå óçëîâûå ïîâåðõíîñòè. Ìåæäó òåì èçâåñòíî,
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'

&
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%
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2
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0.
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0.
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0.
08

r φ(r)

r 
~φ(r)

�èñ. 3. Âàëåíòíàÿ 4s-îðáèòàëü φv è ñîîòâåòñòâóþùàÿïñåâäîîðáèòàëü φ̃v àòîìà K.÷òî âîëíîâàÿ �óíöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû �÷àñòèöà â ïîòåíöèàëå�äîëæíà áûòü áåçóçëîâîé!×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó è ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìèðîâàòü
Wγ ïðîñòûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò, ïîòðåáóåì, ÷òîáû(a) îäíîýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ñ ïñåâäîïîòåíöèàëîì(ïñåâäîîðáèòàëü) φ̃v äëÿ íèçøåãî âàëåíòíîãî óðîâíÿ íå èìåëà ðàäèàëü-íûõ óçëîâûõ ïîâåðõíîñòåé (ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ s-ñîñòîÿíèé áûëà áåçóç-ëîâîé),(b) ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîâïàäàëî ñ îðáèòàëüíîé ýíåðãè-åé ǫv,(
) ïî êðàéíåé ìåðå çà ïðåäåëàìè îáëàñòè îñöèëëÿöèé èñòèííîé âàëåíòíîéîðáèòàëè (òî åñòü îñòîâíîé îáëàñòè) ïñåâäîîðáèòàëü êàê ìîæíî ëó÷øåâîñïðîèçâîäèëà âàëåíòíóþ îðáèòàëü.



79Î÷åâèäíî, ýòè óñëîâèÿ íå îïðåäåëÿþò ïñåâäîîðáèòàëü îäíîçíà÷íî è îáû÷íîäîïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèåì ìàêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè ïñåâäîîðáèòàëè â îñòîâ-íîé îáëàñòè; èíîãäà äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîãî ïåðåêðûâàíèÿ φ̃v ñèñòèííûìè âèðòóàëüíûìè îðáèòàëÿìè.Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîïîòåíöèàëà íà îñíîâå ðå-çóëüòàòîâ àòîìíûõ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ êàêîãî-íèáóäü îðáèòàëüíîãî ïðèáëè-æåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïñåâäîîðáèòàëè, óäîâëåòâîðÿþùåé óêà-çàííûì óñëîâèÿì. Êàê òîëüêî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè îêàçàëàñü ïñåâäîîðáè-òàëü, ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü Wγ â âèäå îáû÷íîé �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ îòÿäðà:
Wγ = W γ(r) =

(
ǫv − p2/2

)
φ̃v(r)

φ̃v(r)
(6.14)(íàïîìíèì, ÷òî ïñåâäîîðáèòàëü íå èìååò óçëîâ, è íà íåå ìîæíî äåëèòü).��àçãëàæèâàíèå� �óíêöèè â îñòîâíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîñêîëüêó ñóììàðíàÿ ý��åêòèâíàÿ ýíåðãèÿ âàëåíò-íîãî ýëåêòðîíà ïðè ïåðåõîäå îò âàëåíòíîé îðáèòàëè ê ïñåâäîîðáèòàëè íåìåíÿåòñÿ (óñëîâèå (b)), äîëæíà âîçðàñòè åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Òàêèìîáðàçîì, W γ(r) çàâåäîìî îòëè÷àåòñÿ îò àïïðîêñèìàíòû îïåðàòîðà ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèè èç (6.12) íåêèì äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì, êîòîðîå íîñèòîòòàëêèâàòåëüíûé õàðàêòåð.Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ïñåâäîïîòåíöèàë âðàñ÷åòàõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé àòîìà? Åñëè âñïîìíèòü êîíöåïöèè �àòîìîâ â ìî-ëåêóëàõ�, óñïåõ òàêîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïîðîäèë áû íàäåæäó íà ïðèìåíèìîñòüíàøåãî ïñåâäîïîòåíöèàëà è â ìîëåêóëÿðíûõ ðàñ÷åòàõ. ×èñëåííûé ýêñïåðè-ìåíò äëÿ óæå óïîìèíàâøåãîñÿ àòîìà K ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ns-ñîñòîÿíèé, n > 4, â òàêèõ ðàñ÷åòàõ âîñïðîèçâîäÿòñÿ íåïëîõî, òîãäà êàê ðå-çóëüòàòû äëÿ ñîñòîÿíèé ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåí-òà íèêóäà íå ãîäÿòñÿ. Ýòî íåóäèâèòåëüíî, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàäè-àëüíóþ óçëîâóþ ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùèõ îðáèòàëåé (ÿñíî, ÷òî ðàäèàëü-íûå ÷àñòè ïñåâäîîðáèòàëåé ñ íèçøèìè äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãîóãëîâîãî ìîìåíòà ýíåðãèÿìè äîëæíû áûòü áåçóçëîâûìè). Îðáèòàëü 3d âî-îáùå íå èìååò ðàäèàëüíûõ óçëîâûõ ïîâåðõíîñòåé è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåòñàìà ïî ñåáå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïñåâäîîðáèòàëü; ñëåäîâàòåëüíî, ââîäèòü äî-ïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàë äëÿ êîìïåíñàöèè ïîòåðè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íåíóæíî. Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñîñòîÿíèé 4f , 5g è ò.ä. Ñëó÷àé 4p-îðáèòàëè,



80 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛèìåþùåé òîëüêî äâå ðàäèàëüíûå óçëîâûå ïîâåðõíîñòè, êàæåòñÿ ïðîìåæó-òî÷íûì � äîïîëíèòåëüíûé îòòàëêèâàþùèé ïîòåíöèàë ââîäèòü ïðèäåòñÿ, íî,âèäèìî, îí áóäåò èìåòü ìåíüøóþ àìïëèòóäó, ÷åì â ñëó÷àå s-ÀÎ.Îáùåïðèíÿòûé âûõîä ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñâîåãî ëîêàëüíîãî ïñåâäî-ïîòåíöèàëà W γ
l (r) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà l(óðàâíåíèå (6.14) â ýòîì ñëó÷àå çàìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèåì, âêîòîðîì �èãóðèðóåò ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ïñåâäîîðáèòàëè). Ââîäÿ ïðîåêòîðû

P
γ
l íà ïîäïðîñòðàíñòâà �óíêöèé ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè óãëîâîãî ìîìåíòà

l îòíîñèòåëüíî òî÷êè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ àòîìíîå ÿäðî γ,
P

γ
l =

l∑

m=−l

|Y γ
lm〉 〈Y γ

lm | , (6.15)ïîëíûé îïåðàòîð W ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Wγ =

∑

l

W γ
l (r)Pγ

l . (6.16)Èìåííî òàêàÿ (ïîëóëîêàëüíàÿ) �îðìà ïñåâäîïîòåíöèàëîâ ÷àùå âñåãî èñïîëü-çóåòñÿ â ïðàêòèêå êâàíòîâîõèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ïîìèìî ñîêðàùåíèÿ ÷èñëàÿâíî ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö, ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîëóëîêàëüíûõ ïñåâäîïî-òåíöèàëîâ ïîçâîëÿåò ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê èñïîëüçóåìûì áàçèñíûì ñèñòåìàì� ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ïñåâäîîðáèòàëü ïðîùå àïïðîêñèìèðîâàòüëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãàóññîâûõ �óíêöèé, ÷åì �îñöèëëèðóþùèå� èñòèííûåâàëåíòíûå îðáèòàëè.Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü àíàëîã îïåðàòîðà (6.16), èñõîäÿ èç ðåëÿòèâèñòñêî-ãî îïèñàíèÿ àòîìà. Îãðàíè÷èìñÿ ïîêà ïðèáëèæåíèåì Õàðòðè�Ôîêà è ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì.Îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóþòñÿ êâàíòîâûìè ÷èñ-ëàìè j,m è l (ñì. óðàâíåíèå (4.6)). Ïåðåéäåì ê äâóõêîìïîíåíòíîìó ïðåäñòàâ-ëåíèþ. �Âàëåíòíûå� äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû ψ′′
ljm = (1+N )1/2ϕlj

L(r)Yljm,êàê è èõ íåðåëÿòèâèñòñêèå àíàëîãè, áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåòü ðàäèàëüíûåóçëîâûå ïîâåðõíîñòè. Íàì íå ñîñòàâèò òðóäà îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèåïñåâäîñïèíîðû ψ̃ljm ñ ïîìîùüþ âñå òîãî æå ïðèåìà �ðàçãëàæèâàíèÿ� ðàäè-àëüíûõ �óíêöèé â îñòîâíîé îáëàñòè è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëü-íûå ïñåâäîïîòåíöèàëû. Ïîñêîëüêó îäíîýëåêòðîííûå ýíåðãèè è � â íåñêîëüêîìåíüøåé ñòåïåíè � ðàäèàëüíûå ÷àñòè âàëåíòíûõ ñïèíîðîâ ñ îäèíàêîâûìè l,íî ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè j ðàçëè÷íû, ëîêàëüíûå ïñåâäîïîòåíöèàëû äëÿ �óíê-öèé ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìè çíà÷åíèé l è j (Wlj(r)) äîëæíû áûòü ðàçíûìè.



81Ïîëíûé àòîìíûé îïåðàòîð ïñåâäîïîòåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Wγ =

∑

lj

W γ
lj(r)P

γ
lj , (6.17)ãäå P

γ
lj � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñ�åðè÷åñêèõ ñïèíîðîâ Yljm ñî âñå-âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè m, öåíòðèðîâàííûõ íà ÿäðå àòîìà γ. Ïîñêîëüêóäëÿ êàæäîãî l â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ñëîæåíèÿ îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâî-ãî ìîìåíòîâ âîçìîæíû ëèøü äâà çíà÷åíèÿ j (j = l + 1/2 è j = l − 1/2),ñóììèðîâàíèå ïî j ðàñêðûâàåòñÿ âåñüìà ïðîñòî:

Wγ =
∑

l

(
W γ

l,l+1/2(r)P
γ
l,l+1/2 +W γ

l,l−1/2(r)P
γ
l,l−1/2

)
.Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ïåðåõîäå îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ ê ðåëÿòèâèñòñêî-ìó ëîêàëüíûé ïîòåíöèàë äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ l çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ êîìïî-íåíòàìè: W γ

l (r) =⇒ W γ
l,l−1/2(r),W

γ
l,l+1/2(r).Ñêàëÿðíûå ðåëÿòèâèñòñêèå ïñåâäîïîòåíöèàëû è ý��åêòèâ-íûå îïåðàòîðû ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ïðàêòè-÷åñêèõ ïðèëîæåíèé óäîáíî íåñêîëüêî èçìåíèòü ïðåäñòàâëåíèå ðåëÿòèâèñò-ñêèõ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ l âìåñòî ïàðû ïîòåíöèàëîâ

W γ
l,l−1/2,W

γ
l,l+1/2 ââåäåì

• ïîòåíöèàë, óñðåäíåííûé ïî âçàèìíûì îðèåíòàöèÿì ñïèíà è îðáèòàëüíî-ãî ìîìåíòà (ò.å. ïî j)
W

γ
l =

(l + 1)W γ
l,l+1/2 + lW γ

l,l−1/2

2l + 1(îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ïðè óñðåäíåíèè, ïðîïîðöèî-íàëüíûå, êàê è ïîëîæåíî, 2j + 1), è
• ðàçíîñòíûé ïîòåíöèàë

∆W γ
l = W γ

l,l+1/2 −W γ
l,l−1/2.Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

W γ
lj = W

γ
l +






2

2l + 1
· l
2
∆W γ

l (j = l + 1/2)

2

2l + 1
· (−l − 1)

2
∆W γ

l (j = l − 1/2).



82 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛÎ÷åâèäíîå îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå
j2 = (l + s)2 = l2 + s2 + 2(l, s),ñïðàâåäëèâîå âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé òî÷êå îïðåäå-ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûé óãëîâîé ìîìåíò, ïîçâîëÿåò íàì çàïèñàòü çíà÷åíèåñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (l, s) äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé l è j êàê

〈(l, s)〉lj =

〈
j2
〉

lj
−
〈
l2
〉

lj
−
〈
s2
〉

lj

2
=





l

2
(j = l + 1/2)

(−l − 1)

2
(j = l − 1/2).

(6.18)Ñ ó÷åòîì (6.18) âûðàæåíèå äëÿ W γ
lj ïðèîáðåòàåò âèä

W γ
lj = W

γ
l +

2

2l + 1
∆W γ

l 〈(lγ, s)〉lj .Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîëóëîêàëüíîãî ðåëÿòè-âèñòñêîãî ïñåâäîïîòåíöèàëà (6.17), ïîëó÷àåì
Wγ =

∑

l

W
γ
l P

γ
l

︸ ︷︷ ︸

+
∑

l

2

2l + 1
∆W γ

l (Pγ
l l

γP
γ
l , s)

︸ ︷︷ ︸
W

γ
SC W

γ
SO

(6.19)Ïåðâàÿ ñóììà â (6.19), îáû÷íî íàçûâàåìàÿ ñêàëÿðíûì ëèáî óñðåäíåííûìðåëÿòèâèñòñêèì ïñåâäîïîòåíöèàëîì, ïî �îðìå íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîëóëîêàëü-íîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïñåâäîïîòåíöèàëà (6.16). Âòîðàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé ý��åêòèâíûé îïåðàòîð ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìíî-ãîýëåêòðîííûé ãàìèëüòîíèàí òèïà (6.11) òàêæå åñòåñòâåííî ðàçáèòü íà äâåñîñòàâëÿþùèå:
HPP = HSC + HSO (6.20)

HSC =
∑

i



−∆i

2
+
∑

γ
W

γ
SC(i)



+
∑

i>j

r−1
ij (6.21)

HSO =
∑

i

∑

γ
W

γ
SO(i). (6.22)Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâåííîé è ñïèíîâîé ñèììåòðèè HSC íè÷åì íå îòëè-÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ñèììåòðèè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ìíîãîýëåêòðîííîãî ãàìèëü-òîíèàíà. Åãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïðèíàäëåæàò îïðåäåëåííûì ëèíåéíûì



83ïðåäñòàâëåíèÿì òî÷å÷íîé ãðóïïû ñèììåòðèè ÿäåðíîé êîí�èãóðàöèè è õà-ðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî ñïèíà è åãî ïðîåêöèè íàçàäàííóþ îñü. Îïåðàòîð HSO, âîîáùå ãîâîðÿ, ñìåøèâàåò �óíêöèè ðàçëè÷íîéïðîñòðàíñòâåííîé è ñïèíîâîé ñèììåòðèè; â ðåçóëüòàòå ñîáñòâåííûå �óíêöèè
HPP õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëåå íèçêîé ðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèåé, îïðåäåëÿå-ìîé äâîéíîé ãðóïïîé.Îïåðàòîð (6.22) ÿâëÿåòñÿ îäíî÷àñòè÷íûì, îäíàêî åãî íå ñëåäóåò ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê âñåãî ëèøü àíàëîã îäíî÷àñòè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé îïå-ðàòîðà ñïèíîðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â êâàçèðåëÿòèâèñòñêèõ ïîä-õîäàõ ñ ÿâíûì îïèñàíèåì îñòîâíûõ ýëåêòðîíîâ. Â ðàìêàõ ïîäîáíûõïîäõîäîâ ïðåíåáðåæåíèå äâóõ÷àñòè÷íûìè ñëàãàåìûìè ãàìèëüòîíèà-íà, çàâèñÿùèìè îò ñïèíà, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì èïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì îøèáêàì (äëÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òåðìàìèñ îáùèì íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðåäåëîì ýòî ìîãóò áûòü äåñÿòêè ïðîöåí-òîâ). Ìîäåëü ïñåâäîïîòåíöèàëîâ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òàêèõ îøèáîê.Åñëè èñõîäíûå äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ � âàëåíò-íûå àòîìíûå áèñïèíîðû è ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòàëüíûå ýíåðãèè �áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ãàìèëüòîíèà-íîì Äèðàêà�Êóëîíà (Áðåéòà), â íèõ ñîäåðæèòñÿ íåêàÿ óñðåäíåííàÿ èí-�îðìàöèÿ î âñåõ òèïàõ âçàèìîäåéñòâèÿ âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ñ ýëåê-òðîíàìè îñòîâà, â òîì ÷èñëå è î òåõ, êîòîðûå ïðè ïåðåõîäå ê ñïèíîðàìÏàóëè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê äâóõýëåêòðîííûå ñïèíîðáèòàëüíûå èëèñïèí-ñïèíîâûå. Ýòà èí�îðìàöèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà ïñåâäîïîòåíöèàë, òîåñòü ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè âêëàäû óêàçàííûõ âçàèìîäåéñòâèé íåÿâíîó÷èòûâàþòñÿ. Êîíå÷íî, èí�îðìàöèÿ î ñïèí-çàâèñèìûõ ñîñòàâëÿþùèõâçàèìîäåéñòâèé ìåæäó âàëåíòíûìè ýëåêòðîíàìè òåðÿåòñÿ, íî èõ èí-òåíñèâíîñòü íåâåëèêà è, ÷òî îñîáåííî âàæíî, ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííîâîçðàñòàåò ñ ðîñòîì çàðÿäîâ àòîìíûõ ÿäåð.

�åøåíèå êâàçèðåëÿòèâèñòñêîé ìíîãîýëåêòðîííîé çàäà÷è. Ìå-òîä êîí�èãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå�óíêöèè �äâóõêîìïîíåíòíûõ� ãàìèëüòîíèàíîâ, ñïåêòð êîòîðûõ îãðàíè÷åíñíèçó (â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ãàìèëüòîíèàí HPP (6.20)),



84 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛâ ïðèíöèïå ìîæíî ñòðîèòü òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è â ñëó÷àå îáû÷íîãî íåðå-ëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, ñîæàëåÿ ïðè ýòîì, ÷òî ñïèí íå ÿâëÿåòñÿ õî-ðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì è ÷òî îáîéòèñü áåç êîìïëåêñíîé àðè�ìåòèêè âðÿäëè óäàñòñÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî
• ðåøèòü óðàâíåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà (â íåîãðàíè÷åííîì èëè êðàìåðñ-îãðàíè÷åííîì âàðèàíòå),
• ñêîíñòðóèðîâàòü èç ïîëó÷åííûõ îäíîýëåêòðîííûõ �óíêöèé (ìîëåêóëÿð-íûõ ñïèíîðîâ Ïàóëè) ñëåéòåðîâñêèå äåòåðìèíàíòû è
• àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãîýëåêòðîííóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé ýòèõ äåòåðìèíàíòîâ, îïðåäåëèâ êîý��èöèåíòû ïðè ïîìî-ùè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (ïóòåì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ)� ýòî àíàëîã îáû÷íîãî ìåòîäà êîí�èãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäíàêîíà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì îòêàçàòüñÿ îò ðàáîòû ñ ðåøåíèÿìèïðîáëåìû Õàðòðè�Ôîêà äëÿ ïîëíîãî êâàçèðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà.Äåëî â òîì, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî äâóõêîìïîíåíòíû (òî åñòü ó íèõíå ðàçäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ è ñïèíîâàÿ ÷àñòè) è ïîýòîìó íåóäîáíû äëÿâû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå ñîñòàâëåííûõ èç íèõ äåòåðìè-íàíòîâ. Âìåñòî ýòîãî áåðóò ïðîñòðàíñòâåííûå ìîëåêóëÿðíûå îðáèòàëè, ïî-ëó÷åííûå èç óðàâíåíèé Õàðòðè�Ôîêà äëÿ åãî ñïèí-íåçàâèñèìîé ÷àñòè (HSCâ ñëó÷àå ìîäåëè ðåëÿòèâèñòñêèõ ïñåâäîïîòåíöèàëîâ), ïðèïèñûâàþò èì ìíî-æèòåëè �ñïèí ââåðõ� 1

0


 èëè �ñïèí âíèç� 0

1


 è êîíñòðóèðóþò ñëåéòåðîâñêèåäåòåðìèíàíòû èìåííî èç òàêèõ ïðîñòî óñòðîåííûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñïèíîðîâ.Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ñïèíîâûì ïåðåìåííûì ïðè âû-÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ HPP , â òîì ÷èñëå è åãî äâóõ÷àñòè÷íîé êîì-ïîíåíòû, äîñòàòî÷íî ïðîñòî.Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå êâàçèîäíîýëåêòðîííûõ óðàâíåíèé òèïà ÑÑÏ ñó÷åòîì ñïèíîðáèòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñàìî ïî ñåáå íå ñëèøêîìñëîæíî è öåëåñîîáðàçíî â òîì ñëó÷àå, åñëè åãî ðåçóëüòàò ìîæåò ðàñ-ñìàòðèâàòüñÿ íå êàê èñõîäíàÿ òî÷êà äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé, à êàêîêîí÷àòåëüíûé îòâåò. Îöåíêè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ìîëåêóë â ïðèáëè-æåíèè Õàðòðè�Ôîêà òàêèì îòâåòîì ñ÷èòàòü îáû÷íî íåëüçÿ � ñëèø-



85êîì âåëèêè îøèáêè èç-çà ïðåíåáðåæåíèÿ êîððåëÿöèîííûìè ý��åê-òàìè. Íàïðîòèâ, ðåøåíèå óðàâíåíèé òåîðèè �óíêöèîíàëîâ ýëåêòðîí-íîé ïëîòíîñòè, áëèçêèõ óðàâíåíèÿì Õàðòðè�Ôîêà ïî �îðìå è â òîæå âðåìÿ âêëþ÷àþùèõ êîððåëÿöèîííûå ïîïðàâêè, � ðàñïðîñòðàíåí-íûé è ý��åêòèâíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ äàííûõ îá îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿõìîëåêóë ñîåäèíåíèé òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ.Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî WSO ìîæåò ñâÿçûâàòü îäíî÷àñòè÷íûå �óíêöèèñ ðàçíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèåé è îðèåíòàöèåé ñïèíà, è äëÿ ìàòðè÷-íûõ ýëåìåíòîâ HSO (à, ñëåäîâàòåëüíî, è HPP â öåëîì) íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿíåðåëÿòèâèñòñêèìè ïðàâèëàìè îòáîðà ïî ñïèíó è ñèììåòðèè. Ïîýòîìó, ðàáî-òàÿ â áàçèñå äåòåðìèíàíòîâ, ìû íå ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü åãî ÷àñòüþ ñîïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà íà �èêñèðîâàííóþ îñü (òîåñòü ñ çàäàííûì ÷èñëîì �ñïèíîâ ââåðõ� è �ñïèíîâ âíèç�) ëèáî îïðåäåëåííîéïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèåé, êàê ýòî äåëàåòñÿ â íåðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷å-òàõ. �åçóëüòàò � ìíîãîêðàòíîå óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè äåòåðìèíàíòíîãî áà-çèñà è ñîîòâåòñòâåííî îáúåìà âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìâàðèàíòîì ìåòîäà, ïðè÷åì, êàê ìû óæå êîíñòàòèðîâàëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå,âîçìîæíîñòè ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ïóòåì ïåðåõîäà ê êîí�èãóðà-öèîííûì �óíêöèÿì ñîñòîÿíèÿ íå òàê óæ çíà÷èòåëüíû.Â ñâÿçè ñ óêàçàííûìè îáñòîÿòåëüñòâàìè ïîëó÷èëè áîëüøîå ðàñïðîñòðà-íåíèå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, ïîçâîëÿþùèå � ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íî íå áåçïîòåðè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ � èñïîëüçîâàòü áîëåå âûñîêóþ íåðåëÿòèâèñò-ñêóþ ñèììåòðèþ õîòÿ áû íà íàèáîëåå òðóäîåìêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõðàñ÷åòîâ. Íèæå ìû ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ñõåì.Ïðèáëèæåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ìû ðåøèëè çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ãàìèëüòî-íèàíà
HSCΨSC

µ = ESC
µ ΨSC

µ (6.23)(âåêòîðû ΨSC
µ íàçûâàþò ñêàëÿðíûìè èëè Λ-S ñîñòîÿíèÿìè; ïîñëåäíèé òåð-ìèí îáÿçàí ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèÿì Λ è S äëÿïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà îñü ìîëåêóëû è ïîëíîãî ñïèíà, êîòîðû-ìè õàðàêòåðèçóþòñÿ ýòè ñîñòîÿíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ìîëåêóë). Áóäåì ñòðîèòüïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà HPP ïðè ïî-



86 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛìîùè âûðîæäåííîé èëè êâàçèâûðîæäåííîé òåîðèè âîçìóùåíèé, ñ÷èòàÿ HSCãàìèëüòîíèàíîì íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â íèçøåì ïîðÿäêå èñêîìûå âîë-íîâûå �óíêöèè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè íåâîçìóùåí-íûõ �óíêöèé ΨSC
µ ñ îäèíàêîâûìè èëè áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè íåâîçìóùåííûõýíåðãèé, ïðè÷åì êîý��èöèåíòû è ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ýíåðãèé ìîãóòáûòü íàéäåíû ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû îïå-ðàòîðà

H
[0−1]
eff = PHPPP = P (HSC + HSO)P,ãäå

P =

êâàçè-âûðîæä.
∑

µ

∣∣∣ΨSC
µ

〉 〈
ΨSC

µ

∣∣∣� ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàñòÿãèâàåìîå (êâàçè)âûðîæäåííûìè ðåøå-íèÿìè ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ. Ìàòðèöà H
[0−1]
eff â áàçèñå ýòèõ ðåøåíèé áóäåòñîñòîÿòü èç ýëåìåíòîâ

〈
ΨSC

µ

∣∣∣ H
[0−1]
eff

∣∣∣ΨSC
ν

〉
= ESC

µ δµν +
〈
ΨSC

µ

∣∣∣ HSO

∣∣∣ΨSC
ν

〉
.Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ñêàëÿðíîé çàäà÷è � òî åñòü áåçèñïîëüçîâàíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèè � íàì ïðèäåòñÿ ëèøü

• âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âèäà 〈
ΨSC

µ

∣∣∣ HSO

∣∣∣ΨSC
ν

〉 � ïàðàìåòðûñïèíîðáèòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñêàëÿðíûõ ñîñòîÿíèé. Ó÷èòûâàÿ,÷òî (a) èõ íå òàê óæ è ìíîãî, (b) ðàçëîæåíèÿ ΨSC
µ ïî äåòåðìèíàíòíûì�óíêöèÿì íàì èçâåñòíû, (
) îïåðàòîð HSO ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììóîäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ýòî îòíîñèòåëüíî ïðîñòî, è

• äèàãîíàëèçîâàòü ïîëó÷åííóþ ýðìèòîâó êîìïëåêñíóþ ìàòðèöó, ÷òîîïÿòü-òàêè íåñëîæíî áëàãîäàðÿ åå ìàëîé ðàçìåðíîñòè.
Îáúåì ðàñ÷åòîâ îñòàåòñÿ óìåðåííûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñïèí-çàâèñèìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êâàçèðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ñîäåð-æèò äâóõ÷àñòè÷íûå ñëàãàåìûå, ïîýòîìó âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿîïèñàííîé ñõåìû íå îðãàíè÷èâàþòñÿ ìîäåëüþ ðåëÿòèâèñòñêèõ îñòîâ-íûõ ïîòåíöèàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, åå âåñüìà ÷àñòî ïðèìåíÿþò äëÿ èçó÷å-íèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñùåïëåíèé ýëåêòðîííûõ òåðìîâ ìîëåêóë, âêëþ-



87÷àþùèõ àòîìû äîñòàòî÷íî ëåãêèõ ýëåìåíòîâ, ïðåíåáðåãàÿ ñêàëÿðíû-ìè ðåëÿòèâèñòñêèìè ý��åêòàìè è îïèñûâàÿ ñïèí-çàâèñèìûå âçàè-ìîäåéñòâèÿ ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ ãàìèëüòîíèàíàÁðåéòà�Ïàóëè.Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñ÷åòàõ îáû÷íî îãðàíè÷èâàþò-ñÿ ïîñòðîåíèåì îäíîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè èç âûðîæäåííîé ñîâîêóïíîñòè(íàïðèìåð, îäíîé êîìïîíåíòû ñïèíîâîãî ìóëüòèïëåòà). Çäåñü æå íàì íóæ-íû âîëíîâûå �óíêöèè âñåõ âûðîæäåííûõ ñêàëÿðíûõ ñîñòîÿíèé, îäíàêî íåòíèêàêîé íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿòü èõ ðàñ÷åòû íåçàâèñèìî � òàê, âñå êîì-ïîíåíòû ñïèíîâîãî ìóëüòèïëåòà ìîæíî ïîëó÷èòü èç êàêîé-íèáóäü îäíîé ïðèïîìîùè îïåðàòîðîâ ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà (ïðà-âèëà äåéñòâèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà ñëåéòåðîâñêèå äåòåðìèíàíòû âåñüìà íåçà-òåéëèâû).Àíàëèç ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé íåìåäëåííî ïîêàçûâà-åò, ÷òî íàäåæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèáëèæåíèÿ òåì âûøå, ÷åì áîëüøåýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü ìåæäó âûäåëåííîé ñîâîêóïíîñòüþ êâàçèâûðîæäåííûõñêàëÿðíûõ ñîñòîÿíèé è ïðî÷èìè ñêàëÿðíûìè ñîñòîÿíèÿìè è ÷åì ìåíüøå ìàò-ðè÷íûå ýëåìåíòû 〈
ΨSC

µ

∣∣∣ HSO

∣∣∣ΨSC
κ

〉, ãäå ΨSC
κ � ñîñòîÿíèå çà ïðåäåëàìè ýòîéñîâîêóïíîñòè.Ïðèâåäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà:

〈
ΨSC

µ

∣∣∣ H
(2)
eff

∣∣∣ΨSC
ν

〉
=
∑

κ

〈
ΨSC

µ

∣∣∣ HSO

∣∣∣ΨSC
κ

〉 〈
ΨSC

κ

∣∣∣ HSO

∣∣∣ΨSC
ν

〉

ESC
ν −ESC

κ

.

Ïî ìåðå ïåðåõîäà îò áîëåå ëåãêèõ ýëåìåíòîâ ê áîëåå òÿæåëûì íå òîëüêîâîçðàñòàþò àìïëèòóäû ñïèíîðáèòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, íî è óìåíüøàþòñÿòèïè÷íûå èíòåðâàëû ìåæäó ýëåêòðîííûìè òåðìàìè (êàê ãîâîðÿò, óâåëè÷è-âàåòñÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé), ïîýòîìó íàäåæíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõâ ðàìêàx ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà, ñíèæàåòñÿ.Äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíû ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà ýëåêòðîííîãî ñòðîåíèÿ ìî-ëåêóë ñîåäèíåíèé òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ, ÿâíî ýêñïëóàòèðóþùèå îäíî-



88 �ËÀÂÀ 6. ÊÂÀÇÈ�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ÷àñòè÷íûé õàðàêòåð îïåðàòîðà HSO (6.22). Â èõ îñíîâå ëåæèò ïðè-áëèæåíèå êîí�èãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì âñåõ îäíî-êðàòíûõ âîçáóæäåíèé ñëåéòåðîâñêèõ äåòåðìèíàíòîâ, äîìèíèðóþùèõ ââîëíîâûõ �óíêöèÿõ èññëåäóåìûõ ñîñòîÿíèé. Èãíîðèðîâàíèå äâóêðàò-íûõ âîçáóæäåíèé, âåñüìà âàæíûõ äëÿ îïèñàíèÿ ý��åêòîâ êóëîíîâñêîéêîððåëÿöèè ýëåêòðîíîâ, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì ñèñòåìàòè÷åñêèìîøèáêàì, êîòîðûå çàòåì êîððåêòèðóþòñÿ íà îñíîâàíèè äàííûõ òî÷íî-ãî ðåøåíèÿ áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è ñî ñêàëÿðíûì ãàìèëüòîíèàíîì.
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